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Definicoes Bindria Equivalénci Quociente Particao Pro] Induzida

Relacao Binaria

Definicao: Relagao Binaria

Uma relacao binaria R entre elementos de um conjunto
A com elementos de um conjunto ‘B, denotado por

[Q{:ﬂl—ﬂ%}

€ um subconjunto do produto cartesiano A4 X ‘B, ou seja,

{Rgﬂlxﬂ}}

1 uFPB

Podemos representar um elemento (x,y) € R como xR y.

(T
£
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Definicoes Biniaria Equivaléncia Classe Quociente Particdo Projecio Induzida

Relagdo de Equivaléncia

Defini¢ao: Relacao de Equivaléncia

Uma relacao binéaria X : 4 — A4 é chamada de relacao de
equivaléncia em A4 se satisfaz as propriedades:

REI: Reflexiva: {Se paratodo x € 4
Se entao
Se [xﬂ{y} € {yﬂ{z} entao J o

RE2: Simétrica:

RE3: Transitiva:
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Definicoes ina Equiva ia Classe Quociente

Classe de Equivaléncia

Defini¢ao: Classe de Equivaléncia
Dada uma relagdo de equivaléncia & em um conjunto A4,
para cada x € A4, o conjunto

F=[]={aca|aRx}CA

chamado de classe de equivaléncia do elemento x.
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Definicoes ina Equiva se i artic jec Induzida

Conjunto Quociente

Defini¢do: Conjunto Quociente

Dada uma relagdo de equivaléncia X_: 4 — A4, o conjunto
formado por todas as classes de equivaléncia (médulo %)
¢ denominado de conjunto quociente de A4 pela relacdo
de equivaléncia R e denotado por:

A/R={x|xc A}

Obs.: A relacdo R dos exemplos 1 e 2 serdo representadas pelo simbolo ~.
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Definicoes Biniaria Equivaléncia Classe Quociente Particdo Projecio Induzida

Parti¢ao

Definicdo: Parti¢ao

Seja 4 um conjunto nao vazio. Um conjunto P C P(4) é
uma particao do conjunto A4 se satisfaz as propriedades:

P1: X = (@ paratodo X € P,

P2: Quaisquer que sejam X, Y € P, se X = Y entdo
XNY =0,
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Definicoes Binaria Equivaléncia Classe Quociente Particio Projecdo Induzida

Projecao Canonica

Defini¢ao: Projecao Candnica

Seja R uma relagao de equivaléncia em A4, a fungdo

n:A4— AR
X—— X

dada por (a) = @, é chamada de projecao candnica.
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Definicoes Biniaria Equivaléncia Classe Quociente Particdo Projecio Induzida

Relagdo de Equivaléncia Induzida

Defini¢cdo: Relacdao de Equivaléncia Induzida

Dada uma funcao f : 4 — B, arelagdao ¥ definida por:
xFy = f(x) =f0)

¢ chamada de relacao de equivaléncia induzida por f e a
funcdo F : 4/F — B, definida por F(X) =f(x) € injetiva.

a4-7 .3
1y
A/F )
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

Vamos considerar o conjunto

{ﬂ = {Todos os alunos de ME do EAD da UFPB}}

e que dois alunos a;,a, € A estao relacionados se perten-
cem a um mesmo polo P;, ou seja,

[al ~dy) <— dai,a) € Pi}

A relagdo ~ € uma relagdo de equivaléncia em 47
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

A relagdo ~ € uma relagdo de equivaléncia em 47

o (reflexiva?)

Cada aluno a pertence a um polo P;.

Logo a relagdo ~ € reflexiva.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

A relagdo ~ € uma relacdo de equivaléncia em A4?

o Se entao (simétrica?)

Se o aluno a; pertence ao mesmo polo P; do aluno a,
entao o aluno a, pertence ao mesmo polo PP; do aluno
ai.

Logo a relacdo ~ é simétrica
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

A relacao ~ € uma relacao de equivaléncia em 47

o Se[a1 ~ax |e[ax ~ a; |entdo (transitiva?)

Se o aluno a; pertence ao mesmo polo P; do aluno a,
e o0 aluno a, pertence ao mesmo polo [P; do aluno as;
entao o aluno a; pertence ao mesmo polo P; do aluno

as.

Logo arelacao ~ € transitiva.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

A relacdo ~ € uma relacao de equivaléncia em A4?

Sim, pois satisfaz as propriedades:

o Reflexiva: an~a

. Simetrica =

o Transitiva: [611 ~ azj,[az ~ 613} —
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

O conjunto quociente 4/~ é formado por subconjuntos
de alunos de cada polo IP;, ou seja,

{/‘Zl /~ = {{Atagoa Grande}, . . . , {Jodo Pessoa}, . . . , { Taperod} } }

Ex.: Se Rafael e Beatriz sdo do polo de Jodo Pessoa (IP;) entdo fazem
parte da mesma classe de equivaléncia:

[ Rafael = Beatriz = aluno do poloP; =P;=--- }

o Portanto para representar o polo de Jodo Pessoa, qualquer aluno
deste polo pode ser escolhido. e

nnnnnnnnnnnnnn

SEADIUFPB.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 1

O conjunto quociente 4/~ ¢ uma particao de A4, pois:

/‘ZL/N = { {Alagoa Grande}, <oy {Joﬁo Pessoa}, c oy {Taperoé} }
Pq P; Pi

Pl: P, # 0 paratodo P, € 4/~,
P2: Se P, # P; entdo P,NP; = 0,
P3: | =4

P4~
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

Considere o conjunto dos nimeros inteiros

{ﬂzzz{...,—2,—1,0,1,2,...}}

e que dois numeros inteiros a, b € 7 estao relacionados se
a — b € multiplo de 3, ou seja,

‘a~b<= a—b="3n (miltiplo de 3) |

A relacdo ~ € uma relacao de equivaléncia em Z? ==
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

A relagcdo ~ € uma relagcao de equivaléncia em Z?

. (reflexiva?)

Se a € A4 temos [a —a=0=3X O} (multiplo de 3)

Logo a relacao ~ € reflexiva.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

A relacdo ~ € uma relacao de equivaléncia em Z?

o Se entdo (simétrica?)

Se[a—b = 3n |entdo| b—a = 3(—n) |(miltiplo de 3).

Logo a relacdo ~ é simétrica.

Prof. Dr. Sérgio de Albuquerque Souza Familias Indexadas de Conjuntos - ME



Exemplo 2

A relagdo ~ € uma relagdo de equivaléncia em Z?

o Se [a ~ b] e [b ~ C} entdo (transitiva?)

Se [a —b= 3”} e [b —c= 3mj (multiplos de 3) temos
(a—b)+ (b—c) =3n+3m, entﬁo{a—c: 3(n—|—m)}
(multiplo de 3).

Logo arelacdao ~ € transitiva.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

A relacdo ~ € uma relacao de equivaléncia em Z7?

Sim, pois satisfaz as propriedades:

o Reflexiva: an~a

. Simetrica =

o Transitiva: [611 ~ azj,[az ~ 613} —
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

Lembre-se que o conjunto quociente 4/~ =7/~ ¢ defi-
nido como:

Zj~={i|nez}

e sua as classes de equivaléncias como:

A= {meZ|n~m}={meZ|n—mmiltiplode 3}

para cada inteiro n € Z.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

Classes de equivaléncia para Z/~:

0=1{...,—6,-3,0,3,6,...}

Pois a diferenca ¢ um multiplo de 3 para

qualquer elemento 7 de 0.

Logo:
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

Classes de equivaléncia para Z/~:
1={..,-5-214717,...}

Pois a diferenca ¢ um multiplo de 3 para qual-
quer elemento 7 de 1.

Logo:
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

Classes de equivaléncia para Z/~:
2={...,—4,-1,2,5,8,...}
Pois a diferenca ¢ um multiplo de 3 para qual-

quer elemento n de 2.

Logo:
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

Classes de equivaléncia para Z/~:

o Observe que b — 6}, [Z — ﬂ, {3 — ﬂ, etc.

o Logo o conjunto quociente possui apenas 3 elementos
da forma:

Zj~={0,12}
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Exemplo 2

O conjunto quociente Z/~ ¢ uma particao de Z?

Zfm={{..=3,03,.}.{.,~21,4. }{.

N \

5,...};}

o Sim, Z/~ & uma parti¢do de Z pois satisfaz as propriedades:

7 7
0 1 2

1

P1: Os subconjuntos 0,1 e 2 sdo ndo vazios;

P2: Qualquer interse¢do entre os conjuntos 0,1 e 2 é vazio;

P3: A unido dos subconjuntos 0U1U2 = Z.
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Exemplos Ex.1 Ex.2 Ex.3

Observacoes

o A relacdo de equivaléncia em Z, definida por:

{a ~ b < a— b é miltiplo den]

¢ chamado de congruéncia médulo » e indicada por:

{a = b (mod n)j

(1&-se: a congruente a b médulo n)

Ex.: 22 =1(mod 7), pois 22 — 1 = 21 é multiplo de 7
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Exemplo 3

Seja4={0,1,2,3,4,5}ef: 4 — {1,2,3} definida por:

f0)=f(1)=1
f(3)=f(4)=2
f(5)=f(2)=3

0 Determine a relacdo ¥ induzida por f.
o Escreva o conjunto quociente 4 /7 .

o Calcule F(5) com F: 4/F — B. a
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Exemplo 3.a

@ Determine a relagdo ¥ induzida por f.
o A relacao de equivaléncia ¥ induzida por f € defi-
nida como:

xFy = f(x) = ()

» Logo:
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Exemplo 3.b

o Escreva o conjunto quociente 4 /7 .
0={xea|xF0}={0,1} =1
2={xca|xF2}={2,5}=5
3={xca|xF3}={3,4}=4

Logo:

/7 = {023}
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Exemplo 3.c

Calcule F(5) com F : 4/F — ‘B.

o

o A fungdo projecdo F € definida como:
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Exemplos

Observacoes

o Em 7Z, a congruéncia modulo n nos da
Z)~ = {0,123, ...n—1)

que também serd representado por Z,,.

o Qualquer que seja n € Z, temos que Z, possul exata-
mente n elementos.

Ex.: Z3 =7/~ = {0,1,2} do exemplo 2.
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