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Prefacio

Estas notas de aula surgiram da experiéncia do autor quando este ministrou algumas
vezes a disciplina para os cursos de Administracao, Ciéncias Contédbeis e Economia

O principal objetivo destas notas é fazer com que os alunos compreendam com clareza
os conceitos introdutorios de matemaética do ponto vista geométrico, numérico, algébrico e
lingiifstico. Desenvolvendo também a capacidade de modelagem de problemas matemaéti-
cos e provas envolvendo conjuntos, conjuntos numéricos, distancia entre dois pontos,
equagao geral da reta, fungoes lineares, polinomiais, exponenciais, logaritmica e trigonomé-
trica, bem como as nocoes intuitivas de limites, continuidade, diferenciabilidade e o com-
portamento de fungoes.

E nossa expectativa que este texto assuma o carater de espinha dorsal de uma expe-
riéncia permanentemente renovdvel, sendo, portanto, bem vindas as criticas e/ou sugestoes
apresentadas por todos - professores ou alunos quantos dele fizerem uso.

Para desenvolver a capacidade do estudante de pensar por si mesmo em termos das
novas defini¢oes, incluimos no final de cada secao uma extensa lista de exercicios.

No capitulo 1 apresentaremos algumas defini¢oes e resultados sobre conjuntos, con-
juntos numeéricos, intervalos e equacoes e inequagoes que serao necessdarias para o entendi-
mento dos préoximos capitulos.

No capitulo 2 apresentaremos o sistema de coordenadas cartesianas, distdncia entre
dois pontos, equacao geral da reta e aplicagoes.

No capitulo 3 apresentaremos as nogoes de funcoes e suas principais propriedades.

No capitulo 4 apresentaremos alguns tipos especiais de fungoes tais como: funcoes
lineares, polinomiais, exponenciais, logaritmica, trigonométrica e aplicagoes.

No capitulo 5 apresentaremos, de um ponto de vista intuitivos, as nocoes de limites e
continuidade, bem como suas principais propriedades.

No capitulo 6 apresentaremos, de um ponto de vista intuitivos, as nogoes de derivada,
bem como suas principais propriedades.

Finalmente, no capitulo 7 aplicaremos os conhecimentos sobre derivadas para revolver
problemas de maximo e minimo, graficos de fungoes, bem como taxas relacionadas.

Agradecemos aos colegas e alunos do Departamento de Matemdtica que direta ou

indiretamente contribuiram para a realizacao deste trabalho.
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Capitulo 1
Numeros Reais

O principal objetivo deste capitulo é fornecer a base necessaria para a boa compreensao
dos niimeros reais e suas propriedades através de um tratamento conciso sem, contudo,

descurar do rigor matemaético.

1.1 Conjuntos

A nocao de conjunto é a prépria estrutura para o pensamento da matemsitica abs-
trata. Assim, sem divida, para atacar a lista de nog¢oes indefinidas e os vérios axiomas,
relacionando-os, serd tomada uma abordagem formal e/ou informal do assunto.

Um conjunto é formado de objetos ou entidades bem definidos. Os objetos que com-
pdem um conjunto particular sdo chamados de elementos ou membros. (A teoria dos
conjuntos foi desenvolvida pelo matemético russo Georg Cantor, 1845 - 1918).

Conjuntos e elementos serao indicados, salvo mencao explicita em contrério, por letras
maiusculas e minusculas do nosso alfabeto, respectivamente.

Quando um objeto x é um dos elementos que compoem o conjunto A, dizemos que x
pertence a A ou A contém x, e escrevemos x € A; caso contrério, escrevemos = ¢ A.

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A e B sao iguais, denotado por A = B, se eles

consistem dos mesmos elementos, isto é,
reAsreD.

Caso contrédrio, A # B (O simbolo < significa “equivalente”). Assim, um conjunto é
completamente determinado se conhecemos seus elementos.
Um conjunto com um nimero finito de elementos pode ser exibido escrevendo todos

os seus elementos entre chaves e inserindo virgulas entre eles. Assim,

{a,b,c}

denota o conjunto cujos elementos sao a, b e ¢. A ordem em que os elementos sao escritos

nao altera o conjunto. Assim,

{a,b,c} e {b,c,a}
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denota o mesmo conjunto. Também, repeticao de um elemento nao tem efeito. Por

exemplo,

{a,b,c,b} ={a,b,c}.

Um conjunto com um tnico elemento é chamado conjunto unitdrio, por exemplo, A = {a}.
Dado um conjunto A e uma propriedade P(z), existe um tnico conjunto B cujos
elementos sao precisamente aqueles elementos x de A tal que P(x) é verdadeira e denotado

por
B={zcA:P),

onde “:” lé-se tal que. Por exemplo,
{z : z é uma vogal} = {a,e,i,0,u}.

Um modo de representar os elementos de um conjunto é através de pontos interiores a uma
linha fechada e nao entrelacada no plano. Quando a linha fechada é um circulo chamamos

de diagrama de Venn (matemsdtico inglés John Venn, 1834 - 1923). Por exemplo,

Figura 1.1: Diagrama de Venn.

Sejam A e B conjuntos. Dizemos que A é um subconjunto de B se todo elemento de
A é um elemento de B, isto é,
reA=ux€DB.

Se A & um subconjunto de B, denotamos por A C B (O simbolo = significa “implica” e
o simbolo C significa “estd contido ou igual”). Na defini¢do, acima, ndo estd excluida a
possibilidade de A e B serem iguais. Se A C B e A # B, dizemos que A é um subconjunto
proprio de B e denotamos por A C B (O simbolo C significa “esta contido propriamente”).
Se o conjunto A nao estd contido no conjunto B, denotamos por A ¢ B, isto é, existe
xr € A tal que x ¢ B.

Figura 1.2: A é um subconjunto de B.
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O termo conjunto-universo (ou universal) é, as vezes, usado para um conjunto U que
contém todos os conjuntos em um dado contexto. Por exemplo, na Geometria Plana, o
universo ¢ o conjunto de todos os pontos do plano. Assim, admitiremos, no que segue,

que todos os conjuntos considerados sejam subconjuntos de um conjunto-universo U.

E possivel citar uma propriedade que ndo possa ser gozada por qualquer elemento.

Neste caso, o conjunto

{reU:Px)}
nao possui elemento algum. Por exemplo, se
U={a,e,i,ou},

entao o conjunto

A={z €U :x éuma consoante}

nao possui elemento algum. Esse conjunto é conhecido como o conjunto vazio e denotado

por (). Note que o conjunto vazio () estd contido em qualquer conjunto. De fato,
r¢ A= ¢,

pois () nao contém nenhum elemento.

Sejam A e B subconjuntos de U. A unido de A e B, denotada por AU B, é o conjunto

AUB={ze€U:z€ A ou z € B}.

@B

AUB AUB AUB=8B

Figura 1.3: A uniao de A e B.

Sejam A e B subconjuntos de U. A intersecio de A e B, denotada por AN B, é o

conjunto

ANB={xec€U:z €A e xec B}
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@B

ANB ANB=10 ANB=A4

Figura 1.4: A intersecao de A e B.

Sejam A e B subconjuntos de U. A diferenca de A e B, denotada por A — B, é o

conjunto
A—-B={zxecU:z€Aex¢ B}

Figura 1.5: A diferenga de A e B.

Se A C B, entao B — A é chamado o complementar de A em B. Os conjuntos A e
B sao chamados disjuntos se AN B = (). O complementar de A em U ¢ simplesmente
chamado de complementar de A e denotado por A’ ou A€, sem referéncia explicita a U.

Assim,

A—B=AND0H.

Figura 1.6: O complemento de A.

Exemplo 1.1 SejamU = {0,1,2,3,4,5,6}, A ={1,2,4}, B={2,3,5} eC = {1,2,4,5}.
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Entao:
AUB = {1,2,3,4,5}

ANB = {2}
A-B = {1,4}
B-—A = {3,5
A—C = 0
A = {0,3,5,6}
B = {0,1,4,6}.

E facil verificar que:

¢ AUB<x¢ Aeaxd¢B.
r ¢ ANBeao¢ A ouxé¢B.
r ¢ A—Beax¢ A ouxeB.
r ¢ Asced.

8

Seja A um conjunto qualquer. Entao o conjunto cujos elementos sao subconjuntos de

A é chamado o conjunto de poténcias de A e denotado por P(A), isto &,
PA) ={X: X C A}

Note que o conjunto vazio () e o conjunto A (ele préprio) sao subconjuntos de A e, portanto,

sdo elementos de P(A).

Exemplo 1.2 Seja A ={0,1}. Entdo os subconjuntos de A sao 0,{0},{1} e A. Logo,
P(A) = {0.{0}, {1}, A}.

Se A é o conjunto vazio ), entdo P(A) tem um elemento, a saber (). Note que z e {x}
nao sao o mesmo, pois x representa um elemento, enquanto {z} representa um conjunto.

Se x € A, entao {x} € P(A).

EXERCICIOS

1. Se A={a,b,c} e B={a,d}, determinar A— B; B— A; ANBe AUB.
2. Se ANB={a,c}, A—B={b} e AUB = {a,b,c,d}, determinar A e B.

3. Se U ={a,b,c,d,e, f}, A={ec,d,e}, B={a,b,c} e C={a,b,c d}, determinar
(a) AAnB'NnC’ (
() (A-B)u(B-4)
(c) (AUB)- (A n B) (h)
(d) (B-A)nN (
(e) (A'—DB)U C (
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4. Se U ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, determinar
(a) A={zeU:x épar} (d) D={zxeU:z émiltiplo de 2}
(b) B={xe€U:x éimpar} (¢) E={x€U:x émiltiplo de 3}
(¢) C={xe€U:z éprimo} (f) F={zeU:z émiltiplo de 10}.
5. Sejam A e B subconjuntos de U. Mostrar que(AUB)" = A‘NB’ e (ANB) = A/UB'.

6. Numa faculdade em que estudam 250 alunos houve, no final do semestre, reposigao
nas disciplinas de Matematica e Portugués, sendo que 10 alunos fizeram reposicao
das duas matérias, 42 fizeram reposicao de Portugués e 187 alunos nao ficaram em

reposicao. Determinar:

(a) Quantos alunos ficaram, no total, em reposi¢ao?
(b) Quantos fizeram reposi¢do apenas em Matemdtica?
(¢) Quantos ficaram em apenas uma matéria?

7.8 ANC ={2,7}, BNC = {2,5,6}, A— B=1{4,7.8}, A— C = {4,8}, AUB =
{1,2,3,4,5,6,7,8 e AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, determinar A, B e C.

1.2 Conjuntos Numeéricos

O primeiro conjunto numérico a surgir foi o conjunto dos nimeros naturais
N=1{1,2,3,...}.

Esse conjunto tinha, originalmente, a capacidade de representar “todas” as quantidades
e, posteriormente, com o advento das operacoes elementares, em particular a adicao e a
multiplicacao, foi possivel somar e multiplicar dois nimeros quaisquer de N, obtendo-se
um nimero de N, o que em linguagem moderna significa dizer que em N é fechado em

relacao a soma e & multiplicacao, isto é,
Vz,yeN=z+yeNez-yeN

(O simbolo V significa “para todo” ou “qualquer que seja”).

Com a subtragao surgiu um problema, que era o da impossibilidade de se subtrair um
nimero do outro quando o primeiro era menor do que o segundo ou de resolver equagoes
do tipo

r+2=0.

Dai, a necessidade de se construir um conjunto contendo uma “cépia” de N e onde pudésse-
mos, além de somar e multiplicar, subtrair um elemento do outro sem qualquer restrigao.

Assim, surgiu o conjunto dos niimeros inteiros
zZ=A...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}.

Vamos destacar alguns subconjuntos de Z:
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1. O conjunto dos mimeros inteiros positivos:

Z.=1{0,1,2,3,...}.

2. O conjunto dos niimeros inteiros negativos:

Z_={..,-3-2,—1,0}.

3. O conjunto dos niimeros inteiros menos o zero:
7 =7 —{0}.

Teorema 1.3 (Algoritmo da Divisao) Sejam a,b € Z, com b € Z*. Entdo existem

unicos q,r € Z tais que

a=qgb+r, ondere{0,1,...,b—1}.

Exemplo 1.4 Como
—-15 = (-3)-4-3
= (-3)-4—4+1
= (—4)-4+1
temos que o quociente e o resto da divisao de —15 por 4 é —4 e 1, respectivamente.

Sejam a,b € Z, com b # 0. Dizemos que b divide a ou b é um divisor de a ou a é um

multiplo de b, denotado por b | a, se existir ¢ € Z tal que
a=>b-c.

Caso contrédrio, dizemos que b ndo divide a, denotado por bt a. Por exemplo, 5 | 15, pois

15 =3-5 e 4115, pois ndo existe ¢ € Z tal que
15=4-c

Seja a € Z. Dizemos que a é um nimero par se 2 | a, caso contrério, a é um nimero
impar. Por exemplo, 26 é um nimero par, pois 2 | 26, enquanto 27 é um nimero impar,
pois 2 1 27. Seja p € Z. Dizemos que p é um nimero primo se p # +1 e os tinicos divisores

positivos de p sao 1 e p. Caso contrario, p é chamado um numero composto, isto é,
Ja,be{2,3,...,p— 1} tais que p = ab.

(O sfmbolo 3 significa “existe”).
Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Dizemos que um inteiro positivo d € N é o
mdzximo divisor comum de a e b, denotado por mdc(a,b) = d, se as seguintes condigdes

sao satisfeitas:
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l.d|aed]|b;
2. Seclaec]b, entao c|d.

Observagao 1.5 A condigao (1) diz que d é um divisor comum de a e b, (2) diz que d é
o maior divisor comum de a e b. Se a,b € Z* e mdc(a,b) eziste, entdo ele é unico (Prove
istol).

Exemplo 1.6 Determinar o maximo divisor comum de 21 e 35. Além disso, determinar
todos os r,s € 7, tais que
mdc(21,35) = 21r + 35s.

Solugao. Sejam
A=1{1,3,7,21} e B={1,5,7,35}

os divisores positivos de 21 e 35, respectivamente. Entao
ANB=A{1T}

é o conjunto dos divisores comuns de 21 e 35. Logo, 7 é o maior divisor comum de 21 e
35. Portanto,

mdc(21,35) = 7.
Podemos, também, determinar o méximo divisor comum de 35 e 21 aplicando sucessiva-

mente o algoritmo da divisao (confira tabela abaixo):

1 {12

35021 |14 |[7].

141 710

Como

21 = 1-14+7=>7=21+(-1)l4 e
35 = 1-21+14=14=35+ (-1)21

temos que
7T = 214 (-1)14
= 21+ (—1)[35+ (—1)21]
= 21+ (-1)35+21
= 2-21+(-1)35.

Assim,
7 =mde(21,35) = 2- 21 + (—1)35.
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Portanto, somando e subtraindo 21 - 35k, obtemos
7=(2—35k)21 + (—1+ 21k)35, Vk € Z,

isto é,
mdc(21, 35) = 21r + 35s

¢é a solucao geral da equacao, onde
r=2—-35k e s=—-1421kV kcZ.

Além disso, para encontrar as solugoes positivas desta equacao, basta resolver as in-
equagcoes
—1421k>0e 2—35k>0.

Neste caso a equagao nao possui solucao positiva.

Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Dizemos que um inteiro positivo m € Z% ¢ o
minimo maltiplo comum de a e b, denotado por mmc(a,b), se as seguintes condi¢oes sao
satisfeitas:

l.a|meb|m.

2. Sealceb]c, entdo m|c.

Observagao 1.7 A condi¢ao (1) diz que m é um maltiplo comum de a e b, (2) diz que
m é o menor multiplo comum de a e b. Se a,b € Z* e mmc(a, b) existe, entdo ele é tinico
(Prove isto!). Além disso,

mdc(a, b) - mmc(a, b) = ab, Va,b € N.

De fato, suponhamos que m = mmc(a,b). Como a | ab e b | ab temos, por (2), que existe
d € N tal que

ab = dm.

Mas, por (1), existem r,s € N tais que m = ar e m = bs. Logo,
ab=dm = dar e ab = dm = dbs,

de modo que b =dr e a =ds, isto é, d | a ed |b. Por outro lado, se ¢ | a e c| b, entdo
existem t,u € N tais que a = ct e b = cu. Assim, a | ctu e b | ctu. Logo, por (2), m | ctu,

digamos, ctu = vm, para algum v € N. Entdo
dm = ab = (ct)(cu) = com = ¢ | d.
Portanto, d = mdc(a,b).

Exemplo 1.8 Calcular o minimo mailtiplo comum de 21 e 35.
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Solugao. Sejam
A ={21,42,63,84,105,126,...} e B = {35,70,105, 140, ...}
os muiltiplos positivos de 21 e 35, respectivamente. Entao
AN B = {105,210, 305,...}.

¢ o conjunto de todos os multiplos comuns de 21 e 35. Logo, 105 ¢ o menor muiltiplo

comum de 21 e 35. Portanto, o
mmc(21, 35) = 105.

Podemos, também, determinar o minimo miiltiplo comum de 21 e 35 usando a seguinte
tabela:

21 353
7 355
77T
1 1

Portanto, mmec(21,35) =3-5-7 = 105.

No conjunto Z nao temos problemas com a subtracao, isto ¢, podemos subtrair um
elemento qualquer de outro sem qualquer restricao, mas surge a impossibilidade de se

efetuar a divisao de certos niimeros inteiros ou de resolver equacoes do tipo
20 —1=0.
Assim, surgiu o conjunto dos nimeros racionais

Q:{%:a,beZ, com b#O}.

Note que § representa a divisao de a por b e, por isso, b ¢ diferente de zero.

Seja x = § € Q. Dizemos que x ¢é uma fragio irredutivel se mdc(a,b) = 1, caso
contrario, é x uma fragao redutivel. Por exemplo, © = % é uma fracao irredutivel, enquanto
xr = % é uma fracao redutivel.

: a C S A

Sejam ¢, < € Q. Entao:

a 4 ¢ _ adtbe .
L $4+<c=9eQ;

C __ a-C
2. $-5=35€Q.

SIS

Note que estas operagoes possuem as seguintes propriedades:

1. A adicao é associativa,
r+y+2)=(@+y) +2

para todos x,y, z € Q.



1.2. CONJUNTOS NUMERICOS 11

2. Existe um tnico elemento 0 (zero) em Q tal que
z+0=0+2x==x,
para todo x € Q.

3. A cada x em Q corresponde um unico elemento —z (oposto) em Q tal que

4. A adicao é comutativa,

rT+y=y+uw,

para todos x,y € Q.
5. A multiplicacao é associativa,
z-(y-2)=(z-y) 2
para todos x,y, z € Q.

6. Existe um tnico elemento 1 (um) em Q tal que

para todo x € Q.

7. A cada x em Q corresponde um tnico elemento 2! ou % (inverso) em Q tal que

8. A multiplicacao é comutativa,

para todos x,y € Q.
9. A multiplicagao é distributiva com relacao a adigao,
r-(y+z)=z-y+zx-ze (x4y)-z=x-2+4+y-z

para todos x,y, z € Q.

Neste caso, dizemos que Q é um corpo. Se x = ¢, entao rl = g, pois
x’l—c:>x x’1—1:>a'c—1:>0—b
d b-d d a
Portanto,

a.c_<a> <c>1_a d
b d \b d b
isto é, na divisao de uma fracao por uma outra fragao: conserva-se a primeira e multiplica-

se pela segunda invertida.
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Observacgao 1.9 Todo nimero racional é uma decimal exata ou uma dizima periddica e

vice-versa. (Introduzida pelo matemdtico holandés Simon Stevin, 1548 - 1620)

Exemplo 1.10 Os nidmeros ¢ = 0,125 e % = 0,333--- = 0,3, onde T indica uma

1
8
repeticao sucessiva do periodo x.

Exemplo 1.11 Determinar a fracdo correspondente a dizima periédica 0, 32.

Solugao. Esse exemplo trata de uma dizima periédica simples (simples quer dizer que o

periodo comeca logo apds a virgula) sem parte inteira. Seja
r=0,32. (1.1)
Multiplicando (1.1) por 100, obtemos

100z = 32,32
= 3240,32
= 32+ .

Logo,

32
99z = 32 = g = °Z.
v ¥ 7 99

Portanto,
— 32
0,32 = —.
99
Note que “toda dizima periddica simples é igual a uma fracao, cujo numerador é igual a
um periodo e cujo denominador é constituido de tantos 9 quantos sao os algarismos do

periodo.”
Exemplo 1.12 Determinar a fracdo correspondente a dizima periddica 2, 318.

Solucgao. Esse exemplo trata de uma dizima periédica composta com parte inteira. Seja

z = 0,318. (1.2)

Multiplicando (1.2) por 10, obtemos

Pelo Exemplo acima, obtemos

— 18
0,18 = 99"
Logo,
10m:3+§: 99 -3+ 18 _ (100—1)-3+18 _ 318—3'
99 99 99 99
Portanto,
315 7

T=——=—
990 22
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Assim,

231_8—2+031_8—2+7—51
’ N ’ - 22 29

Note que “toda dizima periddica composta é igual a uma fragao, cujo numerador é igual @
parte nao periodica sequida de um periodo menos a parte nao periodica e cujo denominador
é constituido de tantos 9 quantos sao os algarismos do periodo, sequidos de tantos 0

quantos sao 0s algarismos da parte nao periddica.”

Exemplo 1.13 A dizima
0,101001000100001 - - -

nao é periddica, pois existem n zeros entre o n-ésimo e o (n+ 1)-ésimo 1. Note que
0,101001000100001 - - - = 0, x1T22324 - - -

onde

s . k(k+1
{ 1 se n éum numero da forma %,
xn =

0 caso contrario.

Assim, surgiu o conjunto dos nimeros irracionais I (Uma teoria dos mimeros irra-
cionais foi desenvolvida pelo matemdtico alemao Richard Dedekind, 1831 - 1916). Os
nimeros racionais e irracionais sao chamados nimeros reais ou, simplesmente, nimeros.
Notacao

R=QUL

Sejam x,y € R. Entao z +y € R e xzy € R. Com estas operagoes o conjunto R é um
corpo.

Propriedade 1.14 Sejam a,b,x € R. Entao:
1. Se a+x = a, entao x = 0;
2. Seb#0eb-x =0, entio x = 1,
3. Sea+b=0, entio b = —a;
4. A equagdo a+ x = b tem uma unica solu¢ao r = (—a) + b;

5. Sea+#0, a equagdo a-x = b tem uma tnica solucio v =a"* - b= %
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10. (-1)(-1) =1.
Prova. Vamos provar apenas o item 8.

—(a+b)=(-1)(a+b)=(—1Da+ (—-1)b=(—a) + (—b).

Lema 1.15 /2 é um nimero irracional.

Prova. Suponhamos, por absurdo, que v/2 seja um nimero racional, digamos
a
V2=+

com mdc(a,b) = 1, isto ¢, § ¢ uma fracdo irredutivel. Elevando ao quadrado ambos os

membros, obtemos
2

2:% ou 2v% = 2.

Logo, 2 | a® implica que 2 | a (prove isto!) e, assim, existe ¢ € Z tal que a = 2c. Assim,
20% = 4c* & b = 262,

de modo andlogo, 2 | b. Portanto,

2 | mdc(a, b),

ou ainda, 2 | 1, o que é uma contradicao. [ |

EXERCICIOS

1. Efetuar as operacoes indicadas:
(a) =+ () 1+ ‘51 (e) 5 :
) 1- @ -3 () 15§ () —§+G+3)

2. Determinar se a representacao decimal dos nimeros racionais abaixo é exata ou

= N[
wWiN Wl

periddica:
@ 55 O x5 ©% @x @35 O F
3. Calcular a representacao decimal do nimero racional %
4. Calcular a representacao decimal do niimero racional %

5. Determinar a fracao correspondente as dizimas periddicas:

(a) 0,343343--- (¢) 3,266---  (e) 0,21507507- -
(b) 0,714285714285---  (d) 1,333---  (f) 0,0002727- -
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Seja p € N um niimero primo. Mostrar que ,/p € irracional.

Sejam r,s € R, com r # 0. Mostrar que se r é racional e s ¢ irracional, entao r + s,
r—S8, TS € % sao irracionais. Conclua que se r, s sao irracionais e r? — s2 é racional

nao-nulo, entdo r + s e r — s sdo irracionais. Por exemplo, se 7 = V3 e s = /2.
Calcular o mdc(180,252).

Calcular r, s € Z tais que mdc(a, b) = ra + sb nos seguintes casos:

(@) a=21eb=35 (¢c) a=20eb=13 () a=180 e b =252
(b) a=11eb=15 (d) a=69eb=372 (f) a=275¢e b="792.

Mostrar que o quadrado de qualquer inteiro impar sempre deixa resto 1 quando

dividido por 8.
Mostrar que a? + b? nunca deixa resto 3 quando dividido por 4, para todos a,b € Z.

Em uma loja dois produtos custam $71,00 e $83, 00, respectivamente. Que quanti-

dade inteiras de ambos podem ser compradas com $1.670,007

Escreva o nimero 300 como soma de dois inteiros positivos de tal forma que um seja

muiltiplo de 7 e o outro seja multiplo de 17.

Um terreno retangular, com dimensoes 7.200 m por 2.700 m, respectivamente, foi

dividido em lotes quadrados. Determinar a maior drea possivel para esses lotes.

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 2, 3 e 4 quando dividido,

respectivamente, por 3, 4 e 5.

Determinar o menor inteiro positivo que tem para restos 1, 2, 3, 4 e 5 quando

dividido, respectivamente, por 2, 3, 4, 5 e 6.

Um produto é oferecido ao mercado consumidor apenas em embalagens dos tipos
x, y e z e contendo cada uma 15, 24 e 100 unidades, respectivamente. Uma loja
encomendou 590 unidades desse produto para o seu estoque. Calcular a quantidade

total possivel de embalagens que ele recebera.

Sejam A o conjunto dos multiplos positivos de 2 e B o conjunto dos muiltiplos
positivos de 3. Se o conjunto AN B é colocado em ordem crescente, determinar a

posicao do nimero 2004 neste conjunto.

O maéximo divisor comum de dois nidmeros é 36 e os quocientes encontrados, por

divisoes sucessivas, foram 1, 2 e 2. Quais sao esses nimeros?

Numa casa hé trés goteiras. A primeira pinga de 5 em 5 segundos; a segunda de 6
em 6 segundos e a terceira de 7 em 7 segundos. Se, em um dado instante, as trés

pingarem ao mesmo tempo, depois de quanto segundos voltarao a pingar juntas?
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1.3 Representacao Geométrica dos Nimeros Reais

Nesta secao vamos mostrar, de um ponto de vista intuitivo, que os nimeros reais
podem ser identificados com os pontos de uma reta r.

Para isto, fixemos sobre a reta r um ponto O. Agora, escolhamos um outro ponto P
sobre r e uma unidade de comprimento u, de modo que u seja igual ao comprimento do
segmento OP.

Com um compasso de abertura OP centrado em P marcamos o ponto P, a partir do

qual, obtemos o ponto P3 e, assim, sucessivamente, obtemos a seqiiéncia de pontos
P17P27P37"'7

onde P, = P. Note que o n-ésimo ponto P, dista n unidades de O. De modo andlogo,

obtemos a seqiiéncia de pontos
P717P727P737"'

na direcao oposta (confira Figura 1.7).

Figura 1.7: Marcando os pontos P, sobre r.

Assim, identificamos cada n € Z com um ponto P, € r. Portanto, a figura acima se

transforma na Figura 1.8.

Figura 1.8: Identificando cada n € Z com um ponto P, € r.
Agora, dado
g=2 € Q,
n

com n > 0. Como podemos associar x a um unico ponto da reta r?

Primeiro. Se m > n, entao, pelo algoritmo da divisao, existem tnicos ¢, s € Z tais

que
m=qgn+s, onde s € {0,1,...,n—1}.
Assim,
m s s
r=—=q+-=q-,
n n

onde q2 é chamada de fragao mista.
Segundo. A partir de ¢ tracemos uma reta que faz um certo angulo com a reta 7.

Agora, com uma dada abertura do compasso, marcamos a partir de ¢, n pontos sobre esta
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reta. Unimos o tltimo ponto P ao ponto ¢+ 1 e tracemos paralelas ao segmento P(q + 1).
Estas paralelas divide o segmento ¢(q + 1) em n partes iguais.
Terceiro. Tomamos as s primeiras destas partes. O ponto final da tltima parte é o

ponto que corresponde ao nimero x.
Exemplo 1.16 Marque o ponto x = —% sobre a reta 1.

Solugao. Como —7 = (—2)6 + 5 temos que

7 5
———_94 =
6 +6

o resultado segue da Figura 1.9.

Figura 1.9: Marcando o ponto —% sobre a reta r.

Assim, identificamos cada x € QQ com um ponto P € r. Portanto, obtemos a Figura 1.10.

Figura 1.10: Identificando cada xz € Q com um ponto P € r.

Finalmente, como podemos associar o nimero irracional v/2 a um tnico ponto da reta
r?

Primeiro. Desenhamos a partir de 0 um quadrado com um lado sobre r e de compri-
mento igual a 1.

Segundo. Usamos o Teorema de Pitdgoras para calcular a diagonal do quadrado d e
com uma abertura do compasso igual a d tracemos uma circunferéncia C' centrada em 0.

Terceiro. O ponto P da intersecdo de C' e 7 é o mimero irracional /2 (confira Figura
1.11).
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Figura 1.11: Marcando o ponto V2 sobre a reta r.

Conclusao 1.1 FExiste uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta r e 0s

numeros reais.

Uma reta r na qual foi estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre seus pontos e
os nidmeros reais R serd chamada de reta numérica ou eizo real. O ponto O serd chamado
de origem e o nimero x associado a um ponto P de r serd chamado de coordenada de
P ou abscissa de P. A reta r fica orientada, pois nela podemos destiguir dois sentidos
de percurso: sentido positivo ou semi-reta positivo, que é o das coordenadas crescentes, e

sentido negativo ou semi-reta negativo, que é o das coordenadas decrescentes.

~Y

Figura 1.12: Identificando cada € R com um ponto P € r.

EXERCICIOS

1. Marcar os pontos abaixo sobre a reta r:
@ 2 O -F @37 @ -2 (5 ()5 (g 103

2. Marcar os pontos abaixo sobre a reta r:

(@) v3 () V8 (¢) VB (d) V2+v3 (e) V2T (f) V7.

1.4 Desigualdades

Um subconjunto P de R é chamado um cone positivo se as seguintes condicoes sao

satisfeitas:

1. Sex,y € P, entao z +y € P,

2. Se x,y € P, entao zy € P;



1.4. DESIGUALDADES

3. Se x € R, entao uma e apenas uma das condicoes ocorre:

z€Pouxz=0o0ou —z el

Seja x € R. Dizemos que x é estritamente positivo se x € P e escreveremos x > 0.

Dizemos que x é positivo se v € PU{0} = R, e escreveremos x > 0. Assim, um nidmero

xz € R ¢& estritamente negativo (negativo) se —x € P (—x € Ry) e escreveremos z < 0

(x <0).

Sejam x,y € R. Dizemos que x é menor do que y se y — x € P e escreveremos = < .

Dizemos que x menor do que ou igual y se y —x € R, e escreveremos x < y. Note que

x < y se, e somente se, existe a € P tal que y = = + a.

Exemplo 1.17 5 > 2, pois

5—-2=3>0,
-2 < —1, pois

—1—(=2)=-14+2=1>0,
%>%,p0is

3_2_9-8_1_,

4 3 12 12 '

Propriedade 1.18 Sejam z,y, z,w € R. Entao:

1. Sex <y ey<z entio x < z;

2. Se x # 0, entdao x* > 0;

3. 1>0;

4. Sex <y, entio x + z <y + z;

5. Sex<yez<w, entiox+ z <y + w;

6. Sex <y ez>0, entao vz < yz;

7. Sex <y ez<0, entao xz > yz;

8. Se x>0, entdo v~ > 0;

9. Sexy >0, entao (x>0 ey >0) ou(x <0 ey <0);

10. Se xy <0, entdo (x>0 ey <0) ou (x <0 ey >0).

Prova. Vamos provar apenas os itens 8. e 9. Como
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temos que 71 > 0. Agora, se xy > 0, entao z # 0 e y # 0 (prove isto!). Como x # 0

temos que x > 0 oux < 0. Se x > 0, entdao v~ > 0 e, assim,
y=1-y=(z o)y =2 (zy) > 0.
O caso x < 0, prova-se de modo similar. |

Note que se

entao seu ponto médio

> wa <&
Suponhamos que = < y. Entao
—
m=x+ 5
X .:J?’:' V =i‘

Figura 1.13: Ponto médio m.

Observagao 1.19 Em torno de qualquer x € R, existe uma infinidade de nimeros
racionais. De fato, seja |x| o maior inteiro menor do que ou igual a x ou, equiva-
lentemente,

|z] =max{n € Z:n < x},

por exemplo |/2] = 1. Entdo
lz] <z < |x]+1.

Assim, para cada x € R, existem m,n € 7Z tais que
m <z <n.

Portanto, podemos aplicar indefinidamente, de modo conveniente, o processo de obter o

ponto médio.

Sejam x € R* e n € Z. A poténcia n-ésima de x, denotada por x", é definida como

2" tox sen>0
" = 1 se n=0>0

2"tz ge n <.

O nimero = serd chamado de base e n de expoente. Por exemplo,
24223'2:2'2'2'2:166274:2*3~2*1: _______ —

Propriedade 1.20 Sejam x,y € R* e m,n € Z. Entao:
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1. 2™ g™ = g™t

4. (xy)m =z

5. (2 =

Y

Sejam x € R e n € N. A raiz n-ésima de z, denotada por {/x, é todo mimero real y

tal que

Por exemplo,

Yy =x.

—2 & a raiz ctibica de —8, pois (—2)3 = —8, 3 e —3 sdo a raizes quartas de

81, pois (3)* =81 e (—3)* = 81.

Propriedade 1.21 Sejam x,y € R e k,m,n € N. Entao:

Finalmente, sejam z € R* e ™ € Q. Entao o simbolo zn & definido como

Por exemplo,

:IS

Y gm,

Cﬂlw

v/33.

Seja x € R. O walor absoluto ou o mddulo de x é definido como

x se x>0,
|z = 0 se z=0,

—z se x <0.

ou, equivalentemente,

|z| = max{—=z,x}.

Exemplo 1.22 |5| =5, |-3| = —(—3) = 3. Note, também, que

5| = max{—5,5} =5 e |-3| = max{—(—3),—3} = 3.
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Se na reta nimerica os pontos P e () tém coordenadas x e y, repectivamente, entao

|x — y| é a distancia entre P e (), denotada por

d(P,Q) = |z —y|.
De fato, se x —y > 0, isto é, x > y, entao a distdncia é r — y, enquanto que se v —y < 0,
isto é, x < y, a distancia é y — x = —(z — y). Portanto, a distancia entre P e Q é |z — y|.
0] P 0 R
' X 'y r

Figura 1.14: A distancia entre P e Q).

Propriedade 1.23 Sejam a,z,y € R. Entao:

3. |z|* =22 e |z| = Va2,

4. Sea >0, entio || =a <= x=—a oux = q
5. Sea >0, entio || <ae —a < x < a;

6. Sea >0, entdo |r| > a < v < —a oux > a;
7. — x| <x <|x|;

8. |wyl = |2l lyl;

9. Sey # 0, entao

v
10. |z +y| < |y| + [yl

Prova. Vamos provar apenas o item 10,

z+y? = (z+y)?
x2+2xy+y2

2 + 2 || |y| + |y|?
= (|z] + [y])*.

IN

Assim, extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, obtemos

|z +y| < |z[+ [yl
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Sejam a,b € R, com a < b. O conjunto
la,b ={r €R:a <z <b}

é chamado de intervalo aberto definido por a e b.

~Y

a b
] i

Figura 1.15: Intervalo aberto de extremos a e b.

O conjunto
la,b] ={reR:a<x<b}

é chamado de intervalo fechado definido por a e b.

a b

[ |

~Y

Figura 1.16: Intervalo fechado de extremos a e b.

Os conjuntos

[a,b] = {reR:a<z<b}
Ja,b] = {reR:a<az<0b}

chamam-se intervalos semi-abertos (ou semifechados) definidos por a e b. Os numeros a

e b chamam-se de extremos destes intervalos. Os conjuntos

la, 400 = {zeR:a<uzx}
] =00, = {zeR:xz<b}
l[a,4+00] = {zeR:a<z}
| =00, = {xreR:z<b}

sdo chamados intervalos abertos (fechados) infinitos definidos por a e b. Note que +o00

ou —oo sao apenas simbolos da notagao de intervalos infinitos e nao nimeros reais.

a

|

__:‘F

Figura 1.17: Intervalo infinito aberto de extremo a.
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E muito comum, em diversas situacoes de resolugao de problemas, necessitarmos de

realizar operagoes de uniao e intersecao com intervalos numéricos. Por exemplo, se

A={reR:-3<z<T7te B={reR:2>1},

entao
-3
y 0 ?7
B . -
AN B : 6
1 7

Figura 1.18: Representao gréfica da intersecao de A e B.

Uma equacao em x é uma igualdade da forma
2 _ 2 2, _
r°—4x+3=0 ou cos“x+sen-x = 1.

Uma solug¢ao de uma equagao é um nimero a tal que torna a equacao uma identidade
quando substituimos x por a.
Uma inequagdo em x é uma desigualdade da forma
2r — 3
x—10

22 —4x+3>0 ou < 0.

Exemplo 1.24 Resolver a equagdo |3z — 2| = 1.
Solucgao. Pelo item 4 da propriedade 1.23,

1
3z —2|=1<3r—-2=—-1 ou 3x—2:1<:>x:§ ou z = 1.

Portanto, as solucoes da equagao sao x = % ex=1ou

1
S=4q¢2,15.
)
Exemplo 1.25 Resolver a equagdo |2 — 5x| = 3z — 1.

Solugao. Pelo item 1 da propriedade 1.23, devemos impor a condicao 3z — 1 > 0, isto

é, v > % Além disso, para resolver esse tipo de equagao devemos primeiro elevar ao

quadrado ambos os membros e usar o item 3 das Propriedades 1.23.

2-5z] = 3x—-1a2-5f=0Br—1)°<
(2-5z)° = (Bz—1)°< 162> — 142+ 3 =0.

Assim, basta resolver a equacao

1622 — 14z + 3 = 0.
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Temos que a = 16, b = —14 e ¢ = 3. Logo,

A=b—4ac=(-14)> —4-16-3 = 4.

Assim,
—b+VA  14+V4 1 N ~b—VA 14-V4 3
= = = — e = = = —.
n 2a 32 g © 1 2a 32 8
Portanto, as solugoes da equagao sao x = % exr = % ou

pois ambas sao compativeis com a condicao z >

Wl

Exemplo 1.26 Resolver a equagdo |2 — 3x| = |2z — 1].

Solugao. Para resolver esse tipo de equacao devemos primeiro elevar ao quadrado ambos

os membros e usar o item 3 das Propriedades 1.23.

2-3z] = 2z—-1|e2-3z)f=2z-1 <
2-32)° = 2z-1)° o522 -8 +3=0.

Portanto, as solucoes da equagao sao x = % ex=1ou

3
S=49-,1.
Exemplo 1.27 Resolver a inequagio (x? —1)(2x + 1) > 0.

Solugao. Pelo item 9 da propriedade 1.18, ha dois casos a ser considerado:
1.° Caso. Se 22 — 1> 0 e 2z + 1 > 0, entdo

P?-1>0ezf>1ez>1ler<—1oux>1

ou, graficamente,

L= Y

Figura 1.19: Representacao gréfica.

1
2x+1>0<:>2x>—1<:>x>—§

ou, graficamente,
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Figura 1.20: Representacao gréfica.

Logo,
?—1>0e20+1>0& € ]1,+oo]

ou, graficamente,

|
b | —

Figura 1.21: Representagao grafica da solugao Sj.
2.°Caso. Se 2?2 —1 < 0e2x+1<0, entdo
P -l<0sr)f<lelr<le-l<z<l

ou, graficamente,

Figura 1.22: Representacao gréfica.

1
2x—|—1<0(:)2x<—1<:>x<—5

ou, graficamente,

1
o | —

Figura 1.23: Representacao gréfica.

Logo,
?-1<0e2r+1<0&x€]—-1,—2=

ou, graficamente,
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Figura 1.24: Representagao grafica da solugao Ss.

Portanto, o conjunto solucao da inequacao é

1
: ~  3z42
Exemplo 1.28 Resolver a inequagao x—jl < 4.
Solugao. Observe que
3 2 3 2 2
P DI Y DI )
r+1 r+1 z+1

Assim, basta resolver a inequacao (2 +2)(z+1) > 0 com a condigdo =+ 1 # 0, pois = + 1
nao pode ser zero. Seguindo os passos do exemplo acima, temos que o conjunto solucao
da inequagao é

S=]-00,—2[U]—-1,+0o0

Exemplo 1.29 Resolver a inequa¢io |7z — 3| < 4.
Solugao. Pelo item 5 da propriedade 1.23,
1
|7z — 3| <4@—4<7$—3<4@—1<7x<7@—?<:E<1.

Logo, o conjunto solucao da inequacgao é

Exemplo 1.30 Resolver a inequagao |2x + 6| < |4 — x|.

Solugao. Para resolver esse tipo de inequacao devemos primeiro elevar ao quadrado

ambos os membros e usar o item 3 da propriedade 1.23.

204+6] < [4—z]e22+6<|d—zf <
(20 46)° < (4—x)* < 32% + 322 +20 < 0.

Como
37% + 322 + 20 = (v + 10) (3x +2) < 0

temos dois casos a ser considerado:
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1.2 Caso. Se x + 10 > 0 e 3x + 2 < 0, entao

r+10>0< 2> —10

2
3x+2<0<:>3m<—2<:>m<—§.

Logo,
2
r+10>0e32x+2<0&xc ]—10,—5[.

2.2 Caso. Sex+10< 0e 3z + 2> 0, entao

r+10<0& 2 < —10

2
3:c+2>0<:>3:c>—2<:>x>—§.

Logo, nao existe z € R tal que z + 10 < 0 e 3z + 2 > 0, isto é, a solucao é o conjunto
vazio. Portanto, o conjunto solucao da inequagao é
2

§=]-10,—[

Para finalizarmos esta secao vamos apresentar um método alternativo para obter o
conjunto solucao de inequacoes da forma
axr +0b
cx+d

(ax +b)(cx +d) e
Para resolver esse problema, basta estudar o sinal da equagao
ar+b=0, a#0.

Como a raiz ou o zero desta equagao é
b
Tog = ——
a
temos que o sinal da equacao é dado pela Figura 1.25. Note que o sinal da equagao

depende do sinal de a, por exemplo, se a > 0, entao

b b b
ax+b>0<:>a(x+a)>0<:>x+5>0<:>x>—5.

b b

Xo =—— Xop =——
a a
t t
- = = ++ + + + 4+ + - - -
a > a <0

Figura 1.25: Sinal da equacao ax + b = 0.
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Exemplo 1.31 Resolver a inequagéio |2x + 6| < |4 — x|.

Solugao. Para resolver esse tipo de inequacao devemos primeiro elevar ao quadrado

ambos 0s membros

e

204+6] < [4—z|e22+6<|d—=z
(20 46)° < (4—x)* < 32% + 322 +20 < 0.

Assim,
|22 + 6] < |4 — 2| < 322 + 322 + 20 = (z + 10) 3z +2) < 0.

Portanto, a solugao é dada pela Figura 1.26.

Figura 1.26: Solugao da inequagao |2z + 6| < |4 — z|.

EXERCICIOS

1. Simplificar as expressoes:

(a) 2{/%5 ()

16c4 (3 1\2/5)36
ViR /B b1, ade - "
() LEVEE () (et - ) aeR - {1}

2. Resolver as seguintes equacoes:

a) |2z —6]=6—2x g9) Vr+l=y2zx+1
b) |2 =2 h) Vr+6+2z=09

( (

(0) (

(0 |%|=4 (1) V2r+3++V3r+4=+5xr+9
( (J

( (

( (

d |2z—5=x+3 j) 2* =512
e) |[1—-2z=1-3x+2)] (k) 3" =7

20
f) V2r¥s5=x+1 1) 2% -9.27 48,
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3. Resolver as seguintes inequagoes:
(a) 2—zx<zx+1<—-10z (e) |[1—z>|2z—1]
(b) =L 10 (f) |52 —4] < |z +4]
() X <2 (9) |22+ 1] < |3z + 2
( (h)

r—3 3r—2
d) =L <z h) a2 —Tr+12| > 22 — 7o + 12.

2x—5 — x+3

4. Sejam a,b € R. Mostrar que a? + b*> = 0 se, e somente se, a = b = 0.
5. Seja x € R. Se 22 > 4, é verdade que x > 27 Justifique.

6. Determinar o valor de a, de modo que, a equacao
—32% +Tr+(2-3a) =0

admita duas raizes reais e distintas.

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 1.1
1. A= B={b,c}; B—A={d}; AnB={a} e AUB ={a,b,c,d}.

3. (a) {f}, (b) {CL, b, d>€}§ (C) {CL, b, d, 6}5 (d) {aab}; (e) {CL, b, c, d}5 (f) {6}3 (g)
{a,b,c,d}; (h) {e}; (1) O; (§) {a,b,c}.

5. Faga um digrama de Venn para uma prova geométrica e comprove o seguinte argu-

mento:

r € (AUBYo1r¢ AUB&r¢Aer¢ Bs
r € AlexeBewreANDB.

Prova-se, de modo andlogo, que (AN B)' = AU B'.

7. A={2,4,7,8}, B=1{1,2,3,5,6} e C ={2,5,6,7,9,10}.

Secao 1.2

L (a) 2; (b) —Z; () &5 (d) =25 (e) 2 (f) 3 (g) —2; (h) —2.

3. 0,285714285714 - - -.
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11.

13.

14.

16.

Suponha, por absurdo, que /p seja um niimero racional, digamos
a
VP=7
com mdc(a,b) = 1. Elevando ao quadrado ambos os membros, obtemos

a2
p:ﬁ ou pb® = a?.

Logo, p | a® implica que p | a (prove isto!) e, assim, existe ¢ € Z tal que a = pc.
Assim,
pb2 — p262 PN b2 — pCZ,
de modo andlogo, p | b. Portanto,
p | mde(a, b),

ou ainda, p | 1, o que é uma contradicao.

Dados a,b € Z, obtemos a = 2r oua =2r+1eb = 2s ou b= 2s + 1, pois todo
inteiro é par ou fmpar. Logo, a®> = 4t ou a®> = 4t + 1 e b? = 4u ou b? = 4u + 1.

Portanto,
4v

A+ =< 4v+1
dv + 2,

isto &, a® + b? deixa resto 0, 1 ou 2 quando dividido por 4, para todos a,b € Z.
E fécil verificar que 1 = mdc(71,83) e 1 = (—7) - 71 + 6 - 83. Logo,
1.670 = (—11.690) - 71 + (10.020) - 83.

Assim,
1.670 = (—11.690 — 83k)71 + (10.020 + 71k)83,Vk € Z,
é a solucao geral. Agora, vamos encontrar as solugoes positivas desta equagao

10.02 11.
—11.690 — 83k > 0 e 10.020 + 71k > 0 & —% <k< —%.

Portanto, k = —141 e, assim, podemos comprar 13 que custa $71,00 e 9 que custa
$83, 00.

O lado do quadrado ¢ igual ao mdc(2.700,7.200).

Sejan e N. Entaon=2r+1,n=3s+2,n=4t+3, n=5u+4en=06v+5.
Logo,n+1=2(r+1),n+1=3(s+1),n+1=4(t+1),n+1=5u+1)e
n+1=6(v+1). Assim,

n+ 1 =mmec(2,3,4,5,6) = 60.

Portanto, o menor inteiro positivo é igual a 59.
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17. Nosso problema ¢ equivalente a resolver a equacao
15z + 24y + 100z = 590

em N. Como o mdc(15,24) = 3 temos que a equagao tem solugao se

99 — 10z

3 EN=59—-102>0=z€ {1,2,3,4,5}.

Assim, por calculacao direta vemos que z = 2 e z = 5 sao as uUnicas possibilidades.
Note que
3 =mdc(15,24) =3 =(-3)-15+2-24.

Assim, se z = 2, entao
390 = (—390) - 15+ 260 - 24 = (—390 + 24k) - 15 + (260 — 15k) - 24,Vk € Z.

Logo,
—390 + 24k >0 e 260 — 15k > 0 k = 17.

Portanto, z =18, y =5 e 2 = 2. O caso z = 5 nao tem solugao positiva.

19. 180 e 252.

Secao 1.4

L (a) 2/ (0) 192V (0) 8V (@) 1 (va— 1) L

c 2¢?

3. (a) 0; (b). ] —o0,2[ U ]2, 400[; (¢) ] — o0, —11[ U |
(e) 0, 3[ (£) [0,2]; (8) ] = 00, =1[ U [=2, +o00]; (h) ]

5. Falso, pois (—3)* =9 > 4.



Capitulo 2

Representacao grafica

Neste capitulo apresentaremos o sistema de coordenadas cartesianas, a equacao geral

da reta e métodos gerais para tracar graficos de curvas. Também sao discutidas algumas
aplicagoes em Ciéncias Contdbeis, na Economia e na Adiministracao.

2.1 Sistema de Coordenadas Cartesianas

Dados dois conjuntos nao-vazios A e B, o produto cartesiano de A por B é o conjunto
de todos os pares ordenados (x,y), com x € A e y € B. Notagao

AxB={(z,y):x€Aevyec B}
Por exemplo, se A ={1,2,3} e B = {a, b}, entao

Ax B =1{(1,a),(1,b),(2,a), (2,b).(3.a), (3,)}.

Seja O um ponto fixado no plano. Com origem em O, consideremos dois eixos perpen-

diculares entre si, os quais sdo chamados de eizo dos z e dos y, respectivamente (confira
Figura 2.1).

VA S

Figura 2.1: Sistema de eixos perpendiculares.

33
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Para cada ponto P do plano tracemos uma paralela ao eixo ¥y, que intercepta o eixo
dos x no ponto P; cuja coordenada x é chamada de abscissa de P. Tracemos, também,
por P uma paralela ao eixo x, que intercepta o eixo dos y no ponto P cuja coordenada
y é chamada de ordenada de P. Portanto, cada ponto P do plano determina um par
ordenado de nimeros reais (, y) e vice-versa. Os pontos P; e P, sdo chamados as proje¢ées

ortogonais de P sobre os eixos dos x e dos y, respectivamente.

Conclusao 2.1 FEuziste uma correspondéncia biunivoca entre os pontos do plano e os pares

ordenados de nimeros reais.

Para indicar que = e y sao a abscissa e a ordenada do ponto P, escreveremos
P = (z,y).
Vamos usar R? para indicar o conjunto dos pares ordenados de niimeros reais, isto ¢,
R? = {(z,y) : 7,y € R}.

O sistema formado pelo dois eixos perpendiculares é chamada de sistema de coorde-
nadas cartesianas ou plano cartesiano e O = (0,0) & a origem do sistema. Os eixos
e y sdo chamados de eizos coordenados. (Sistema de eixos foi introduzido pelo filésofo e
matematico francés René de Descartes, 1596 - 1650). Note que eles dividem o plano em

quatro partes chamadas de quadrantes (confira Figura 2.2).

VA

_QQ IQ

wY

o

Figura 2.2: Sistema de coordenadas cartesianas.

Exemplo 2.1 Faga o grdfico dos pontos (—4,—-3), (—3,0), (=2,3), (1,2), (0,—-2), (2,0)
e (4,3).

Solugao. Para marcar o ponto (—4,—3) no plano cartesiano, devemos andar quatro
unidades para a esquerda no eixo dos x e trés unidades para baixo no eixo dos y. Os

outros pontos sao marcados de modo andlogo (confira Figura 2.3).
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Figura 2.3: Representacao gréfica de pontos.

Uma equacio em R? é uma igualdade da forma
3z —6y+6=0 ou 2* —4y* +3 = 0.
O grifico ou (a curva) de uma equagao em R? ¢ o conjunto de todos os pontos (z,y) que
satisfazem esta equacao.

Exemplo 2.2 FEsbocar o grifico da equagao

v —x—2=0.

Solugao. Como

V—r-2=021y=cx+2e1y*>0

devemos escolher os x € R tais que © > —2. Assim, vamos construir a tabela

z|-2 -1 -1 0 0 1 12 2
y| 01 -1 V2 V2 VB VB 2 -2

para depois esbocar o grafico (confira Figura 2.4).
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Figura 2.4: O gréfico da equacao y? —x — 2 = 0.

EXERCICIOS

1. Faga o gréfico dos pontos (3,0), (0,—2), (2,2), (=2, -3), (1,—1), (=3,4) e (—2,2).

29

2. Todo ponto pertencente ao eixo das abscissas possui uma mesma ordenada. Qual é

o valor dessa ordenada?

3. Todo ponto pertencente ao eixo das ordenadas possui uma mesma abscissa. Qual é

o valor dessa abscissa?

4. Deé os sinais da abscissa e da ordenada de um ponto, conforme ele pertenca ao 1.°,

2.2, 3.% e 4.° quadrante.

5. Determinar x e y de modo que:

6. Determinar z de modo que:

(a) (3z —1,2x — 1) pertenga ao 1.° quadrante;



2.2. DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS 37
(b) (z + /3,21 — 4) pertenca ao 4.° quadrante.

7. Dados os pares ordenados (2,1), (0,1), (=2,3), (1,0), (—1,—2), determinar quais

deles pertencem ao conjunto
A={(z,y):y=2—-1}.

8. Se A =[-2,5[ e B =]1,6|, determinar A x B e B x A. Representar graficamente.

9. Esbocar o gréfico das equagoes abaixo:

(a) y=22+5 (d) y=5 (9) y=lz[-5
() y=—-42+3 (¢) z=¢y*+1 (h) y=2a?
(¢) ¥»*=2-3 (f) y=lz—=5 () 2*+y*=4

10. Escreva uma equagao cujo grafico é o eixo dos z. Escreva uma equagao cujo grafico

é o eixo dos y.
11. Sejam C e D subconjuntos de B. Mostrar que se B = C'U D, entao

AxB=(AxC)U(AxD).

2.2 Distancia entre Dois Pontos

Sejam P, = (x1,y1) € Py = (22,y2) dois pontos do plano. Entao ha trés casos a ser

considerado:

1.2 Caso. Se o segmento P P, é paralelo ao eixo dos y, isto é, 1 = x4, entao a distancia

entre P e P, é
d(Pl,P2) = \y2 —yl|-

2.2 Caso. Se o segmento P P, é paralelo ao eixo dos =z, isto é, y; = y», entao a distancia
entre Py e P, é
d(Pl,Pg) = ‘1'2 — $1’ .

3.2 Caso. Se o segmento P, P, nao é paralelo ao eixo dos x e nem ao eixo dos y, isto
é, T1 # x5 e y; # 1o, entao tracando por P, uma paralela ao eixo dos x e por P, uma
paralela ao eixo dos y, obtemos um triangulo retangulo PiQP,, com @ = (z2,y1), cujos

catetes P e QP, tém, pelos casos anteriores, distancias

d(P, Q) = |z2 — 1| e d(P2, Q) = [y2 — 1],
respectivamente. Assim, obtemos pelo Teorema de Pitdgoras

d(P17P2)2 = |zy — $1|2 + |y2 — yl|2
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ou, equivalentemente,

(confira Figura 2.5).

Figura 2.5: Distancia entre os pontos P e P.

Exemplo 2.3 Mostrar que o ponto P = (1,2) é eqiiidistante dos pontos P, = (0,0),
P2 = (2,0) €P3 = (0,4)

Solugao. Basta mostrar que

d(P,P,) = d(P, Py) = d(P, P;).

Logo,
d(P,P) =+/(0-1)2+ 0 2)2=1+/5
d(P,P) =+/(2-1)2 —2)2=4/5.
(PP1)=\/(0—1) ( 22 =5
Portanto, o ponto P = (1,2) é eqiiidistante dos pontos P, = (0,0), P, = (2,0) e P3 =

(0,4).

EXERCICIOS

1. Calcular a distancia entre:
(@) PL=1(2,-3) e P,=(-3,2) (¢) PL=1(2,3) e P,=(-2,6)
(b) Pr=1(1,2) e P,=(-3,4) (d) Pp=1(3,3) e P,=(—1,7).

2. Sejam os pontos A = (2,7), B = (6,4) e C' = (—2,4), mostrar que o triangulo ABC'

é isosceles.

3. Dados os pontos A = (1,4), B = (5,1) e C' = (5,4).
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(a) Calcular o perfmetro do tridngulo ABC'.

(b) Mostrar que o triangulo ABC' ¢é retangulo e calcular sua drea.

4. Determinar x de modo que a distancia entre A = (z,2) e B = (1,—1) seja 5

unidades.

5. Determinar um ponto P do eixo das abscissas, sabendo que P ¢é eqiiidistante dos
pontos A = (3,8) e B =(9,2).

6. Determinar = de modo que o ponto P = (3,z) seja eqiiidistante dos pontos P, =
(074) e P = (670)

7. Calcular o raio da circunferéncia que tem centro em C' = (4,9) e que passa pelo
ponto P = (—2,1).

8. Calcular o comprimento da mediana relativa ao lado BC' do tridngulo de vértices
A=(2,17), B=(—-6,1) e C = (—4,—15).

2.3 A Reta

O gréfico da equagao
Az + By + C =0, (2.1)

onde A, B e C sao constantes e pelo menos um dos dois, A ou B, é nao-nulo, é uma reta.
A equagao (2.1) é chamada de equagdo geral do 1.° grau em z e y ou equagdo cartesiana
da reta. (A geometria analitica foi ciriada pelo matemético francés Pierre de Fermat,
1601-1665). Note que a equagao

Mz + ABy + \C =0,

para todo A € R com X # 0, representa o mesmo grafico da equagao (2.1).
Uma maneira de esbogar o grafico de uma reta é determinar as suas intersegoes com

os eixos coordenados: Se A # 0, entao, fazendo y = 0, obtemos o ponto

C
Pl = (_ZJO)

de intersecao da reta com o eixo dos z, o qual é chamado de intercepto x. Se B # 0,

entao, fazendo = = 0, obtemos o ponto
C
3

de intersecao da reta com o eixo dos ¥y, o qual é chamado de intercepto y.

PQZ(O,—

Exemplo 2.4 Esbocar o grifico da reta

3r+2y—6=0.



40 CAPITULO 2. REPRESENTACAO GRAFICA

Solugao. Para esbocar o grafico de uma reta basta determinar os interceptos x e v,

respectivamente. Fazendo y = 0, obtemos
6
3$—6:0=>3l‘:6:>$=§:2.

Logo, P, = (2,0) é o ponto de interse¢ao da reta com o eixo dos x. Fazendo y = 0,

obtemos

6
2y—6:0:>2y:6:>y:§:3.

Logo, P, = (0,3) é o ponto de intersegao da reta com o eixo dos y. Portanto, o grafico da

reta é dado pela Figura 2.6.

yll
X
ol 2 e’

Figura 2.6: Gréfico da reta 3z + 2y — 6 = 0.

A inclinagdo, declive ou coeficiente angular de uma reta é a tangente do angulo que

ela faz com o eixo dos z (confira Figura 2.7).

}’ A y A
gl B \—\8
0] e fiice 19) :r
y e
A i
B

Figura 2.7: Inclinagao da reta Az + By + C' = 0.
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Logo,

S5]BS

se 0 <0< 3,

B

m = tanf = ‘—' =

A iy
—35 Se§<0<7T.

Portanto, se B # 0, a equacao (2.1) pode ser escrita sob a forma

y=max +b, onde b= —%. (2.2)

A equagao (2.2) é chamada de forma inclinagao intercepto (ou equagao reduzida) da reta

e b é chamado de coeficiente linear da reta.
Observagao 2.5 Se B =0, entao a equagao (2.1) é a reta
xr = —Z

paralela ao eizo dos y. Neste caso, a inclina¢do m ndo estd definida.

Exemplo 2.6 Determinar a equagdo da reta que passa pelo ponto P = (2,1) e tem
inclinacio m = —1.
Solugao. A equacao da reta que tem inclinacgdo m = —1 é

y=—x+b.

Como P = (2,1) é um ponto desta reta temos que
l1=-2+b=b=23.

Portanto, y = —x+3 é a equagao da reta que passa pelo ponto P = (2, 1) e tem inclinagao

m = —1.

Vamos agora determinar a equagao da reta que passa por dois pontos P, = (r1,y1) €

Py = (x9,y2). H4 trés casos a ser considerado.

1.2 Caso. Se r1 = 19, entao a reta é paralela ao eixo dos y e, portanto, sua equacao é
r = T.

Neste caso, a inclinacao m nao estd definida.

2.2 Caso. Se w1 # x5 € Y1 = Yo, entao a reta é paralela ao eixo dos x e, portanto, sua
equacao é

Yy=14.

Neste caso, m = 0.
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3.2 Caso. Se w1 # x5 € Y1 # Yo, entao a reta tem inclinagao
Y2 — < Y1 — Y )
m=-—"——"=— [oum=
To — X1 Ty — T2
e, portanto, sua equagao é
To — X1

Como Py = (x1,y1) (ou Py = (x2,y2)) ¢ um ponto desta reta temos que

Yy = <y2_y1>x1—|—b.
To — X1

Logo, por subtracao, obtemos

y—y1=<y2_yl)(r—x1) (2.3)

To — X1

que ¢é a equacao da reta que passa por P; = (x1,41) e Py = (29, y2) (confira Figura 2.8)

YA y A

Figura 2.8: Reta determinada por dois pontos.

Exemplo 2.7 Determinar a equag¢do da reta que passa pelos pontos Py = (3,1) e Py =
(—1,2).

Solugao. A reta tem inclinacao

Logo, a equacao da reta é

ou ainda,
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2.4 Posicoes Relativas de Duas Retas
Consideremos duas retas, r e s, dadas por suas equagoes cartesianas
Ar+By+C=0e Az +By+C' =0.
Se r nao é paralela ao eixo dos y, entao r e s sao paralelas se, e somente se, elas tém a

mesma inclinacao, isto é,

A A’
——==—-—AB'"-AB=0.
B B’
Se r é paralela ao eixo dos y, entdo r e s sdo paralelas se, e somente se, B = B’ = 0, de

modo que
AB' — A'B =0.

Portanto, r e s sao paralelas se, e somente se,

AB'— A'B =0.

0 X 0 T /

Note que, se

—— —_— (CB'-BC'=0)e AB'— AB =0,

entao r e s sao coincidentes. Portanto, r e s sao concorrentes se, e somente se,
AB' — A'B # 0.
Exemplo 2.8 Determinar se as retas sao paralelas ou concorrentes:

1.z—2y+5=0e3x—6y+2=0;

2.x—y+1=0e22 —y+2=0.
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Solugao. 1. Pelas equagoes temos que A =1, B=—-2e¢ A =3, B’ = —6. Logo,
AB' — AB=1-(—6)—3-(~2) = —6+6=0.

Portanto, as retas sao paralelas.
2. Pelas equagoes temos que A =1, B=—-1e A =2, B'= —1. Logo,

AB' —AB=1-(-1)—2-(-1)=-1+2=1#0.

Portanto, as retas sao concorrentes.

2.5 Perpendicularismo
Consideremos duas retas, r e s, dadas por suas equagoes cartesianas
Ar+By+C=0e Az +By+C' =0.

Se r nao ¢é paralela ao eixo dos y, entao a inclinagao de r é

=tanf = |=|.
= o= 2]

Figura 2.10: Retas perpendiculares.

Assim, pela Figura 2.10, r e s sao perpendiculares se, e somente se,

s
0 =0+ —.
2
Como
m' = tan ' = tan(f + z) S
2 tan 6
temos que m - m’ = —1 ou, equivalentemente,

AA'+ BB = 0.
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Se r é paralela ao eixo dos y, entao r e s sdo perpendiculares se, e somente se, B = A’ = 0,
de modo que
AA"+ BB = 0.

Portanto, r e s sao perpendiculares se, e somente se,
AA"+ BB =0.
Exemplo 2.9 Determinar se as retas sao perpendiculares ou nao:
1.3r—y—1=0ex+3y=0
2. x—y=0ex+2y—1=0.
Solugao. 1. Pelas equagoes temos que A =3, B=—-1e A’ =1, B’ = 3. Logo,
AA'+ BB ' =3-1+(-1)-3=3-3=0.

Portanto, as retas sao perpendiculares.

2. Pelas equagoes temos que A =1, B=—-1e A =1, B’ = 2. Logo,
AA+BB =1-14(-1)-3=1-3=-2#0
Portanto, as retas nao sao perpendiculares mas sao concorrentes, pois

AB'—AB=3-2-1-(=1)=6+1=7#0.

Observacao 2.10 Para estudar a posicao relativa de duas retas r e s, basta discutir o

sistema
Az + By = -C
Axz+ By=-C".

Para finalizar esta secao, vamos expressar a equagao da reta que passa em dois pontos,
em forma de determinante.

A equagao da reta que passa pelos pontos P, = (x1,41) e Py = (x2,y2) é, conforme

Y=y = <u> (z —a1)

Lo — 1

equacgao (2.3), dada por

ou, equivalentemente,

(z2 —21)(y —y1) = (2 — 1) (2 — 11),

ou ainda,

(1 — y2)r — (21 — T2)y + (2172 — 2291) = 0.
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E fécil verificar que isto é o desenvolvimento, relativo a primeira linha, do determinante

da matriz
x y 1
A = I yl ]_
To Y2 1

Portanto, a equac@o da reta que passa pelos pontos Py = (x1,41) e P» = (22, y2) pode ser
escrita sob a forma de determinante

det (A) = 0.

Exemplo 2.11 Determinar a equagdo da reta que passa pelos pontos P, = (—1,3) e
P, =(2,1).
Solugao. J4 vimos que a equagao da reta que passa pelos pontos P, = (—1,3) e P, = (2,1)
¢é dada por

rz y 1

det -1 3 1 =0 B-1r—(—-1-2)y+(-1-6) =0,
2 11

isto é, 2x + 3y — 7 = 0. O determinante de uma matriz de ordem trés pode, também, ser
obtido pela Regra de Sarrus.

3 = Gx+20-1)-(6+x-y)=2x+3y-7.

+ + 4+

Figura 2.11: Regra de Sarrus.

Observagoes 2.12 1. Sejam r e s duas retas, cujas equagoes cartesianas sao:
Ar+By+C=0 ¢ Alz+By+C' =0.

Uma condi¢do mecessdria e suficiente para que v e s sejam paralelas (concorrentes)

é que
0 0 1 0 0 1
det A B 1 =0 | det A B 1 # 0
A B 1 A B 1
2. Uma condi¢do necessdria e suficiente para que trés pontos Py = (z1,y1), P2 =

(x2,y2) e P3s = (x3,y3) estejam alinhados é que

Ty 1
det Ty Yy 1 = 0.

r3 Yz 1
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Exemplo 2.13 Determinar se os pontos P, = (2,3), P, = (3,5) e P3 = (0,—1) estao

alinhados.

Solugao. Os pontos estao alinhados se, e somente se,
3 1
5 1 =(10+0-3)—(0—-2+9)=7—-7=0.
-1 1

det

S W N

Portanto, os pontos P, = (2,3), P, = (3,5) e P3 = (0,—1) estao alinhados.

Exemplo 2.14 Determinar a equacgao da reta que intercepta os eizos coordenados, fora

da origem, nos pontos A = (p,0) e B = (0,q).

Solugao. J4 vimos que a equacao da reta que passa pelos pontos A = (p,0) e B = (0,q)

¢ dada por

det =0<pg—qr—py=0.

o3 8
QO
— =

Portanto, dividindo esta equacgao por pq, obtemos

£+g:17

p q

a qual é chamada de equacao segmetdria da reta.

EXERCICIOS

1. Determinar a inclinagao da reta que passa pelos pontos dados:
(@) Pr=(2,-3) e =(-4,2) (c) Pi=(53) e Pr=(-¢,~3)
) PA=(5,2)e b=(-2-3) (d P=(3-3)eP=(-37)
2. Determinar k£ de modo que a reta de equacao 3z — 5y + k = 0 passe pelo ponto
P=(1-1).
3. Obtenha a equacao reduzida de cada uma das retas. Em cada caso, determinar a
inclinacao e o coeficiente linear.
(@) bz —y+3=0 (¢) z—2y+4=0 () bxr—6y—14=0
(b) 204+3y—7=0 (d) 6x+3y—1=0 (f) Txe+5y+9=0.

4. Determinar, se existir, o ponto de intersecao das retas

(a) 2r+y+2=0e3x—y—17=0;
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(b) 6z 4+4y—1=0e3x+2y+5=0.
5. Determinar a equacao da reta que tem inclinacao 4 e passa pelo ponto P = (2, —3).
6. Determinar a equagao da reta que passa pelos pontos P, = (3,1) e P, = (—5,4).

7. Determinar a equagdo da reta que passa pelo ponto P = (1,4) e é paralela a reta

cuja equagao é 2x — 5y + 7 = 0.

8. Determinar a equacao da reta que passa pelo ponto P = (—2,3) e é perpendicular

a reta cuja equacgao ¢ 2r —y — 2 = 0.

9. Determinar a equacao da reta que intercepta o eixo dos y no ponto —4 e é perpen-

dicular & reta cuja equacao é 3r — 4y — 2 = 0.

10. Determinar a equagao da reta que passa pelo ponto P = (=3, —4) e é paralela ao

eixo dos y.

11. Determinar a equagao da reta que passa pelo ponto P = (1, —7) e é paralela ao eixo

dos z.

12. Determinar se as retas 3x + 5y + 7 = 0 e 5z — 3y — 2 = 0 sao perpendiculares ou

nao.
13. Determinar se as retas 3x + 5y +7 =0 e 6z + 10y — 5 = 0 sao paralelas ou nao.

14. Considere as retas k*z —y+3=0e (3k+4)z —y —5=0.

(a) Determinar k para que elas sejam paralelas;
(b) Determinar k para que elas sejam concorrentes;

(c) Existe algum valor de k para que elas sejam coincidentes?

15. Determinar se os pontos dados estam alinhados ou nao:

(a) P =(2,3), P, =(—4,-7) e P;=(5,8);
(b) Pr=(2,-1), = (1,1) e P5=(3,4);

(c) P =(4,6), P, =(1,2) e P3 = (=5, —4);
(d) P, =(-3,6), P, =(3,2) e P5=(9,-2).

16. Mostrar que a distancia de um ponto Py = (o,%0) a uma reta r, cuja equagao

cartesiana ¢ Ax + By + C = 0, é dada por

d(Py,r) = A2 £ Bl £ €
b VI
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17. Calcular a distancia entre o ponto P e a reta r nos seguintes casos:

18. Calcular a distancia do ponto P = (1,2) a reta definida por A = (5,7) e B =
(—1,-1).

19. Calcular a distancia entre as retas r e s nos seguintes casos:
(a) Te +24y —1=0e Tz + 24y + 49 = 0;

(b) 2 4+y—11=0edx+2y—17=0;
(c) Ar+ By+C =0e Az + By + C'=0.

20. Calcular a altura AH do triangulo ABC, dados A = (1,1), B = (—1,-3) e C =
(2,=T7).

21. Calcular a altura do trapézio ABCD, dados A = (0,0), B = (8,1), C' = (16,4) e
D = (0,2).

22. Determinar as equacoes das retas paralelas a reta r, cuja equacao é 12z —5y+1 = 0,

e distantes 3 unidades de 7.

23. Sejam A = (z1,11), B = (x2,y2) e C = (x3,y3) trés vértices de um tridngulo.

Mostrar que drea do triAngulo ABC' é dada por

1 T Y1 1
S:§-ID| onde D=det(A) e A= | 25 7 1

r3 Y3 1

24. Calcular a &rea do triangulo ABC' nos seguintes casos:

(a) A=(9,2), B=(1,10) e C = (=3, -8);

(b) A= (0,0), B=(3,0) e C = (0,5);

(c) A= (-2,6), B=(8,—4) e C = (11,11);

(d) A=(z,x+3),B=(x—1L,z)eC=(x+1,x+1).

25. Calcular a érea do quadrildtero ABC'D, dados A = (1,2), B = (5,0), C' = (7,10) e
D = (1,6).
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26. Calcular a drea do pentdgono ABCDE, dados A = (0,0), B = (2,0), C = (4,2),
D=(1,6)e E=(0,4).

27. Dados A = (5,1), B=(7,3) e C = (—1,x), determinar =, de modo que, o tridngulo
ABC tenha &rea igual a 4 unidades.

28. Dados A = (—3,0) e B = (0, —3), determinar C', de modo que, o triangulo ABC

tenha drea igual a 9 unidades, sabendo-se que pertence a reta y = 2x.

29. Considere os pontos A = (2,0) e B = (0,1). Determinar o ponto P = (x,y) perten-
cente ao terceiro quadrante, de modo que, as retas AB e BP sejam perpendiculares

e o tridngulo ABP tenha drea igual a 10 unidades.

30. De um triangulo ABC' sao dados:

9 1
B =(1,0), d(A,0)* =45, d(B,C) =89 ¢ M =(~3,—3).
Sendo M o ponto médio do segmento AB, determinar as coordenadas do ponto C,

sabendo que estas sao niimeros inteiros.

2.6 Aplicacoes
Nesta secao apresentaremos algumas aplicagoes da equagao da reta.

Exemplo 2.15 Suponhamos que um equipamento seja comprado por um preco P e sofra

uma depreciacao linear até zero, apos um periodo de N anos.

1. Determinar uma equagao que relacione o valor do equipamento (contabil) e o tempo.

2. Calcular o valor contdbil apds 5 anos, quando P = $3.000,00 ¢ N = 12.

Solugao. 1. Sejam = o tempo e y o valor contabil do equipamento. Como z =0ey = P,
x =N ey =0, temos que a reta passa pelos pontos P, = (0, P) e P» = (N,0). Logo, sua
inclinagao é dada por
0—P P
A e
Assim, a equacao da reta é

P
y_P:_N(‘T_O)?

ou ainda,

P
y:—N:z:—FP, 0<z<N.

2. Como P = $3.000,00 e N = 12 temos que

y = —250z + 3.000, 0 <z < 12.
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Quando x = 5, obtemos

y = —250 -5+ 3.000 = 1.750.

Portanto, o valor contdbil do equipamento ao fim de 5 anos ¢ $1.750, 00.

Y
P

L

"

Figura 2.12: Reta de depreciacao.

Exemplo 2.16 Desde o inicio do ano o pre¢o do paozinho tem aumentado 2% ao més.

Em abril, o paozinho jd custava $0,12 cada.

1. Determinar uma equacao que relacione o preco e o tempo.

2. Determinar o pregco cobrado no inicio do ano.

Solugao. 1. Sejam z o nimero de meses desde o inicio do ano e y o prego do paozinho.
Como a variacao de y com relacao & variacao de = é constante temos que a equagao que
relaciona x e y é uma reta, cuja inclinacao ¢ igual a 2, pois y varia de 2 quando x varia
de 1 unidade.

Desde que z = 4 e y = 12, temos que a reta passa pelo ponto P = (4,12) e tem

inclinacao 2. Logo, a equacao da reta é
y—12=2(z —4),

ou ainda,

y =2z +4.

2. No inicio do ano x = 0 e y = 4. Portanto, o preco do paozinho no inicio do ano era
$0.04.
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YA

_Y

0 g

Figura 2.13: Reta de custo.

Exemplo 2.17 A média de pontos em um teste psicotécnico efetuado em uma empresa
nos ultimos anos tem sofrido um decréscimo constante. Em 1994, a média foi 582, en-

quanto que, em 1999, foi de apenas 552 pontos.

1. Determinar uma equacao que relacione a média de pontos e o tempo.

2. Qual serd a média em 20027

Solugao. 1. Sejam z o niimero de anos a partir de 1994 e y a média de pontos. Como a
variagao de y com relagao a variacao de x é constante temos que a equacao que relaciona
T e y é uma reta.
Desde que z = 0 e y = 582, x = 5 e y = 552, temos que a reta passa pelos pontos
P, =(0,582) e P, = (5,552). Logo, sua inclinagao é dada por
_552-582 30

_ 2027982 _6.
"= TET) 5

Assim, a equacao da reta é

y — 582 = —6(x — 0),

ou ainda,
y = —6x 4 582.
2. Em 2002 obtemos x = 8 ¢
y = —6-8+582
= 5H34.

Portanto, a média em 2002 serd de 534.
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Figura 2.14: Reta de teste psicotécnico.

EXERCICIOS

1. Uma propriedade comercial foi comprada em 1973 por $750.000, 00, sendo que o
terreno foi avaliado em $150.000, 00, enquanto as benfeitorias foram avaliadas em
$600.000, 00. As benfeitorias sao depreciadas pelo método da linha reta em 20 anos.

Qual o valor das benfeitorias em 19817

2. Suponhamos que uma maquinaria tenha sido adquirida pelo prego de A e seu valor
residual seja de B em N anos. Além disso, a maquinaria é depreciada pelo método
da linha reta do valor A para B em N anos. Se o valor da maquinaria é y ao fim

de x anos, determinar uma equacao que expresse a relacao entre = e y.

3. O fabricante de determinada mercadoria tem um custo total consistindo de despesas

gerais semanais de $3.000, 00 e um custo de manufatura de $25,00 por unidade.

(a) Se x unidades sdo produzidas por semana e y é o custo total por semana,

escreva uma equacao relacionando x e y.

(b) Faca um esbogo do gréfico da equagao obtida no item anterior.

4. Para a economia como um todo, o consumo estd linearmente relacionado com a
renda nacional disponivel, como segue: a cada nivel da renda disponivel, o consumo
¢ igual a $3,5 (bilhoes) mais 75% da renda disponivel.

(a) Se z é a renda disponivel e y é o consumo total, escreva uma equagao relacio-

nando x e y.

(b) Qual é o consumo total quando a renda disponivel é de $50 (bilhoes)?
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5. Em certo banco, cobram $200, 00 por taldo de cheques e $5,00 por cheques utiliza-
dos. Em outro banco, cobram $100,00 por taldao de cheques e $9,00 por cheques

utilizados.

(a) Determinar uma equagao que relacione o servigo e os cheques utilizados, para
cada banco.

(b) Qual o banco que oferece o melhor servigo?

6. O gréfico de uma equagao relacionando as leituras de temperaturas em graus Celsius
e Fahrenheit é uma reta. A dgua congela a 0° Celsius e 32° Fahrenheit, e ferve a
100° Celsius e 212° Fahrenheit.

(a) Se y graus Fahrenheit corresponde = graus Celsius, escreva uma equagao rela-

cionando x e y.
(b) Faca um esbogo do gréfico da equagao obtida no item anterior.
(c) Qual a temperatura Fahrenheit correspondente a 20° Celsius?

(d) Qual a temperatura Celsius correspondente a 86° Fahrenheit?

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 2.1
3. Sim. O valor da abscissa igual a 0.

5. (a)z=-3ey=8 (b)x=1ley=-1;(c)z=5ey=-3;(d)z=-30u2e
y =0 ou 2; (e)x:—2ou26y:—\/§ouﬁ.

7.(2,1) € A; (0,1) ¢ A; (—2,3) ¢ A; (1,0) € Ae (—1,-2) € A.

11. Seja (xz,y) € Ax B. Entao z € Aey € B. Como B=CUD ey € B temos que
yeCouyeD. Logo,zr € AeyeCoux € Aey € D. Assim, (z,y) € Ax C ou
(x,y) € A x D. Portanto,

(x,y) € (Ax C)U (A x D),

ou seja, Ax BC (Ax C)U(A x D). A reciproca prova-se de modo andlogo.
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Secao 2.2

1.

3.

d.

7.

(a) 5v/2uc; (b) 2v/5 uc; (c) 5uc.

(a) Como d(A,B) =5, d(A,C) =4 e d(B,C) = 3 sao os comprimentos dos lados

do triangulo ABC' temos que o perimetro é igual
p=3+4+5=12;

(b) Como
d(A, B)? = d(A,0)* +d(B,C)?

temos que o tridngulo ABC' é retangulo e sua drea ¢é igual a 6 u a.
P =(1,0).

O raio da circunferéncia que tem centro em C' = (4,9) e que passa pelo ponto
P =(-2,1) é dado por
r=d(A, B) = 10.

Secao 2.5

1.

3.

11.

13.

15.

17.

19.

21.

(a)y=>5c+3,m=5eb=3;(b)y=—2c+Z, m=—-2eb=2%(c)y=30+2,
m=1eb=2(d)y=-2c+35, m=-2eb=1.

y=4x — 11.
22 — 5y +18 = 0.
4r + 3y + 12 = 0.

y=—T.

(a) Sim; (b) Nao; (c¢) Nao; (d) Sim.

(a)2uc; (b)4uc; (c) Ouc (d)%iuc; (e) 3v2 uc.

(a) 2 uc; (b)éuc; (c) \/‘%uc.

—— u a.

164/65
65
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23. Sabemos que drea do triangulo ABC' é dada por
1
S = E(base - altura).

Fixando um dos vértices, digamos A, obtemos que o comprimento da base é igual a

d(B,(C) e da altura é igual a d(A,r), onde r é a reta que passa pelos pontos B e C,

isto é,
(Y3 — y2)w + (w2 — 23)y + (2312 — T2y3) = 0.
Como
d(A,r) = |(ys — y2)z1 + (z2 — @3)y1 + (T3y2 — T2y3))|
\/(333 —12)? + (y3 — 112)?
_ [(ys — y2)x1 + (2 — 23)y1 + (T3y2 — T2y3)|
d(B,C)
temos que
1
S = §d(B, C)-d(A,r)
1
= 3 (Y3 — y2)T1 + (w2 — 23)y1 + (T3Y2 — 22Y3)]
1
onde
1 oy 1
D=det(A) e A= | 2 yp 1
r3 yz 1
25. 32 u a.

27. = -9 ouzxz = —1.

29. P = (—4,-7).

Secao 2.6

1. $360.000, 00.

3. (a) y = 25x + 3.000.

5. (a) Sejam x o nimero de cheques e y o servigo. Entao
y=5x+ 200 e y =9z + 100

sao as equagoes que relaciona o servigo e os cheques utilizados, para cada banco. (b)
O ponto de equilibrio é x = 25. Se x < 25, entao o melhor servico é oferecido pelo

segundo banco. Se x > 25, entao o melhor servigo é oferecido pelo primeiro banco.



Capitulo 3
Funcoes

O principal objetivo deste capitulo é levar o aluno a entender o conceito de funcao,
suas representacoes e aplicd-lo a diferentes problemas relacionados as dreas cientificas e

tecnoldgicas.

3.1 Funcoes

O conceito de fun¢do ¢ um dos mais basicos em toda a Matemética (O conceito de
fungao foi introduzido pelo matemdtico suigo Jean Bernoulli, 1667 - 1748). Uma fungao

é, geralmente, definida como segue:
Definigao 3.1 Uma fungao consiste do sequinte:

1. Um conjunto X, chamado o dominio da fungao;
2. Um conjunto Y, chamado o contradominio da func¢ao;

3. Uma regra (ou correspondéncia) f, que associa a cada elemento x de X wum tinico

elemento y de Y.
Para indicar a conex@o entre x e y usualmente escreve-se y = f(x). A notacao utilizada

f: X —- Y
O elemento y € Y é o valor de f em x. O dominio X da fungao f serd donotado por
Dom f = X. A imagem da funcao f, denotada por Im f, é o subconjunto de Y que

consiste em todos os valores possiveis f(x), para cada z € X, isto ¢é,

Imf = {yeY:y= f(x), paraalgum = € X}
— {f):re X}
= f(X).

o7
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X f Y

Figura 3.1: Fungao como uma transformagao.
Uma outra maneira de visualizar uma fun¢éo é como uma méquina (confira Figura 3.2),

que aceita elementos do dominio Dom f como entradas e produz elementos da imagem

Im f como saida.

57

v
fx)

Figura 3.2: Funcao como uma méquina.

Observacgoes 3.2 1. Note que a cada elemento x € X corresponde a um unico e-

lemento y € Y, isto é, y = f(x) é unicamente determinado por x, ndo obstante,

diferentes elementos de X podem originar o mesmo valor da funcao em 'Y .

2. Se uma funcao f é definida por uma equacao, entdo compreende-se que o dominio
de f consiste naqueles valores de x para os quais a equacgdo faz associar um Uunico

y. Por exemplo, se f é definida por

oxr — 2
0=
entio © # —4, pois o quociente nao é definido para v = —4. Logo, Dom f =

R — {—4}.

Exemplo 3.3 Se f(x) = vz — 2, determinar, se existir, f(27), f(5), f(2), f(1) e

flx+h) = f(x)

h # 0.
h h#0
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Solugao.
f27) = V2T—2=+25=75,
f(5) = V5—-2=13,
f2) = v2-2=0,
[y = Vi—2=v-1.

Note que o valor f(1) nao é difinido, pois nao existe raiz quadrada de niimero real negativo.

Assim, f nao é definida em x = 1. Finalmente,

flx+h)— f(x) Vi+h—2—+z -2

h h
Ve +h—-2—-Vr -2 Ve+h—-24x -2
B h Vr+h—2++vz—2

(x+h—2)—(x—2)
h(Ve+h—2+z—2)
1
Vr+h—2+r -2

Exemplo 3.4 Se f(z) =&
f(=2), f(2) e f(1).

14, determinar o dominio e calcular, se existir, f(0), f (%),

Solugao. Note que a fungao f s6 nao é definida em x = 1, assim, Dom f = R — {1}.

02—4 —4
1 (2?2 —-4 31— ~L 95
L
(3) — :— 1 —3

f(=2) = f(2) =0 e f(1) nao existe.
Exemplo 3.5 Determinar o dominio da fung¢do f(x) =9 — 22.

Solugao. Como a raiz quadrada é definida apenas para nimeros reais positivos temos
que f & definida se 9 — 22 > 0. Portanto,

Dom f = [-3, 3].

Exemplo 3.6 Determinar o dominio da fungdo f(x) = /3 +x++/7—x.
Solugao. f é definidase 3+ x> 0e 7 —x > 0. Portanto,
Dom f = [3,7].

Exemplo 3.7 Determinar o dominio da fungdo f(x) = /-5
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Solugao. f ¢ definida se -5 > 0 e z + 1 # 0. Portanto,
Dom f =] — oo, —1[ U [0, +o0].

Muitas férmulas que ocorrem em matematica determinam funcoes. Por exemplo, a
férmula C' = 27r do comprimento de um circulo de raio r associa a cada nimero real
positivo r um tnico valor de C'. Como o valor de C' é determinado pelo nimero arbitrario

r, chamamos C' de varidvel dependente e r de varidvel independente.

Observagao 3.8 Uma fung¢ao pode ser definida por mais de uma equagao. Por exemplo,
20 +3 se x <0,
flx)=1< a2 se 0 <1z <2,

1 se x> 2.

Neste caso, Dom f = R.

3.2 Graficos de Funcoes

O gréfico de uma funcdo f : X — Y é o conjunto de todos os pontos (z, %) do produto

cartesiano X x Y tais que y = f(z), isto &,

Graf(f) ={(z,y) e X xY :y = f(2)}.

Observacao 3.9 Para esbocar o grifico de uma funcdo f devemos determinar, se existir,

as intersegoes com o0s eixos coordenados, isto €,
(0, £(0)) ou (z, f(x) = 0).

Exemplo 3.10 Sejam X ={—1,0,1,2}, Y ={0,1,2} e f a funcao definida pela tabela

v |1 01 2
fl@)] 0 0 21

Entao o grifico de f é

Graf(f) = {(_17 0)7 (07 0)7 (17 2)7 (27 1>}

(confira Figura 3.3).
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7 0 T2 X

Figura 3.3: Gréfico da funcao f.

Claramente, podemos usar as informacoes contidas na tabela para construir o grafico
de f e usar as informacoes contidas no gréfico para construir a tabela de f. Assim, uma
funcao determina completamente seu gréafico e, reciprocamente, seu grafico determina
completamente a funcao. Logo, nao existe necessidade de distinguir entre uma funcao e
seu grafico. Portanto, o dominio da func¢ao é a projecao do gréfico sobre o eixo dos z e a

imagem da funcao é a projecao do gréifico sobre o eixo dos .

Observagoes 3.11 1. Para transladar o grifico de uma funcdo y = f(x) para cima
(baizo), adicione uma constante positiva (negativa) k do lado direito da equagao

Y= f(l’), isto €,
y=f(z)+ k.

2. Para transladar o grifico de uma func¢ao y = f(x) para & direita (& esquerda),

adicione uma constante negativa (positiva) k a x, isto é,
y=f(x+k).
Exemplo 3.12 Esbocar o grifico da funcdio f(x) = /5 — x.
Solugao. E ficil verificar que Dom f = | — 00, 5], a intersecdo com o eixo dos y ¢
f0)=v5-0=15,
isto é, a intersegao com o eixo dos y ocorre no ponto (0, \/5) e com o eixo dos x é
f(z) =0= 2 =5,

isto ¢, a intersegao com o eixo dos = ocorre no ponto (5,0). Facamos uma tabela de alguns
valores de f(x).




62 CAPITULO 3. FUNCOES

O gréfico da funcao f(x) = v/5 — z é a metade de uma parabola (confira Figura 3.4).

VA

Figura 3.4: Grafico da fungao f(z) = /b — x.
Exemplo 3.13 Esboce o grifico da fungdo f(x) = —*5.

Solucgdo. E claro que Dom f = R — {1}, a interse¢ao com o eixo dos y é
0
0)=——=0

isto é, a intersegdo com o eixo dos y ocorre no ponto (0,0) e com o eixo dos = é
flz)=0=2=0,

isto é, a intersecao com o eixo dos x ocorre, também, em (0,0). Fagamos uma tabela de
alguns valores de f(z).

r | -1.000 -2 -1 0 4 3 2 3 1000
T T 10 a
O gréfico da fungao f (x) = = 1 + - ¢ uma hipérbole (confira Figura 3.5).
A
............... 4 T SR
0 1 £

Figura 3.5: Gréfico da funcao f(z) = -%5.
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Mais geralmente, o grafico da funcao f(z) = Z;is, com ad — bc # 0, é uma hipérbole,
pois
ar +b
y —=
cr+d
x4 %
a ad b ad
_ Etrtetea
T+ %
B a adcgbc
c T+ %
ou, equivalentemente,
k
Y ==,
X
onde J d—b
ad — bc
Y=y-——, X=o+-ehk=——7F5—.
c c
As retas
d a
r=——ey=-—
c c
sao chamadas assintotas vertical e horizontal ao grafico da fungao
ar +b
x) = .
/() cr+d

3.3 Propriedades de Funcoes

Seja X um subconjunto nao-vazio de R. A fungao Iy : X — X definida por
Ix(x)=z, Vx e X

é chamada de funcao identidade.

Sejam X, Y, Z e W subconjuntos nao-vazios de Re f: X — Y, g: Z — W duas
fungoes. Dizemos que f e g sao iguais e escreveremos f = g, se X = Z, Y =W e
f(z) = g(x), para todo = € X.

Exemplo 3.14 As fungoes f - R—-Reg:R—R
f: R - R g : R — R
2 € 2
r = r — |z
sao iguais, no entanto, as funcgoes
f R - R g : R —- R
r — 7’ r — |z

nao sao 1guais.
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Propriedade 3.15 Sejam X, Y, Z e W subconjuntos nao-vazios de R e f : X — Y,
g: Z — W duas fungoes. Entao:

1. (f+9)(x) = f(x) + g(x), para todo x € X N Z = Dom(f + g);

)
2. (f—g)(x) = f(z) — g(x), para todo x € X N Z = Dom(f — g);
)=

(
(
3. (cf)(=
4 (f-
5. (4

cf(x), para todo x € X e c € R constante;
9)(z) = f(z)g(z), para todo v € X N Z = Dom(f - g);

)(z ):%,pamtodoxEDom( )={z:xeXNZ g(x)+#0}.
Exemplo 3.16 Sejam f(z) = V9 — 22 e g(x) = 22 — 1 duas fungoes. Determinar a

soma, a diferenca, o produto e o quociente de f e g, e ache o dominio de cada um.

Solugao. E claro que Dom f = [—3,3] e Dom g = R. Assim,
Dom f N Dom g = [-3, 3]

(f+9)(x) = V9—22+2°—1, Vo € Dom(f +g) = [-3,3]
(f =9)(x) = V9—a?—(2*~1), Vo € Dom(f —g)=[-3,3]
(f-9)@) = (V9=a7)(@*—1), Vo € Dom(f-g) = [-3,3]

(i) () = ;z :‘f, Vo € Dom(g) =[-3,3] - {-1,1}.

Sejam X, Y e Z subconjuntos nao-vaziosde Re f: X — Y, g:Y — Z duas fungoes.

Entao, podemos construir uma nova funcgao, denotada por g o f, cujo valor em x € X é

(g0 f)(x) = g(f(x)),

isto é, primeiro determina o valor de f em x para depois detereminar o valor de g em

f(z). A fungdo g o f é chamada a fun¢do composta de f com g e

Domgof={ze€X:f(zr)eY} CDomf e Imgo fCImy.

X r Y N Z

Figura 3.6: Funcao composta de f com g.
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Dizemos que f é a funcao interna e que g é a funcao externa.

Exemplo 3.17 Sejam f(x) =9 — 22 e g(x) = 2* — 1 fungoes. Determinar fog e go f
e o dominio de cada uma delas.

Solucgao. Note que

(fog)x) = [flg(x)) (gof)lx) = g

Como Dom f = [—3,3] e Dom g = R temos que

Dom fog={zeR:g(x) e [-3,3]} =[-2,2]

Domgo f={zx € [-3,3] : f(x) €e R} =[-3,3].

Seja f : X — Y uma funcao, com X e Y subconjuntos nao-vazios de R. Dizemos que
f € par se
f@) = f(=x), Vo e X.
e que é impar se
—f(z) = f(=z), Vo e X.
Exemplo 3.18 Sejam f(z) = 52 + 2z, g(z) = 2> — 1 e h(z) = x(x — 2) trés fungoes.

Determinar se f, g e h sao pares, impares ou nem pares nem impares.

Solugao. Como
f(=2) = 5(=2)+2(-2)
= —5a® -2
= —(52° +2z) = — f(2)
temos que f é fmpar. Faca o mesmo com g e h.
Observagao 3.19 O grifico de uma fung¢ao par (fmpar) é simétrico com relag¢ao ao eiro

dos y (& origem 0), pois se f é par e (x,y) € Graf(f), entdo (—z,y) € Graf(f) (pois se
f € impar e (z,y) € Graf(f), entao (—x, —y) € Graf(f)).

Seja f : X — Y uma fungao, com X e Y subconjuntos nao-vazios de R. Dizemos que
f é injetora se
f(x1) = f(x2) = 21 =29, Vay,00€ X

ou, equivalentemente,

r1 # 1o = f(x1) # f(22), VI, 29 € X,
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Exemplo 3.20 Sejam f(z) =3z + 1 e g(z) = 2? — 4z + 3 duas fungdes. Determinar se

f e g sao injetoras ou nao.
Solucao. E claro que Dom f = Dom g = R. Dados z1, 5 € R,
f(ZL’l) = f(l’g) =3r1+1=3r2+1= 21 = x9.

Portanto, f ¢ injetora. Note que, para x; = 1 e 9 = 3 temos que g(z1) = g(z2) = 0 com

x1 # x9. Portanto, g nao é injetora.

Seja f : X — Y uma funcao, com X e Y subconjuntos nao-vazios de R. Dizemos que
f € sobrejetora se dado y € Y, existir z € X tal que y = f(z), isto &,

Imf=Y.

Exemplo 3.21 Sejam f(z) =3z +1 e g(x) = 2* — 4z + 3 duas fungdes. Determinar se

f e g sao sobrejetoras ou nao.

Solucdo. E claro que Dom f = Dom g = R. Dado y € R, existe

T = y_;l eR
tal que
f) = =3+ 1=y —1+1=y
Portanto, f é sobrejetora. Note que, para y = —3 nao existe nenhum x € R tal que

y = g(x), isto &, existe y = —3 € R tal que y # f(x), para todo = € R, isto é, Im f C R.
Portanto, g nao é sobrejetora.

Seja f : X — Y uma fungao, com X e Y subconjuntos nao-vazios de R. Dizemos que
f € bijetora se ela é injetora e sobrejetora. Pelos exemplos acima, a fungao f(x) =3z +1
é bijetora. Se f: X — Y é uma funcao bijetora, entao existe uma funcao g : ¥ — X tal
que
fog:Iy (§ gOfZI)(.
Notacgao: g = f~! e f~! é chamada de funcdo inversa de f, isto &,
y=[f2)ez=["(y)
Assim, Dom f = Im f~! ¢ Dom f~! = Im f.

Observagao 3.22 O grifico da fungdo f e de sua inversa f~ sao simétricos com relacdo
a reta y = x, pois se (a,b) € Graf(f), entao b= f(a) e

f7H0) =7 (f(a) = (f " o fila) = Ix(a) = a,

isto €, (b,a) € Graf(f~!) (confira Figura 3.7).
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VA
Figura 3.7: Gréficos das funcoes f e f~1.
Exemplo 3.23 Seja f : ]1,+oc[ — |1, +00[ definida por f(x) = -%-. Determinar f~'.
Solugdo. Primeiro devemos mostrar que f é bijetora. E claro que Dom f = |1, +o0[.

Assim, dados z1, 25 € |1, +00],

T X2

f(x1) = f(z2) =

xl_l:@_1:>(x2—1)x1:(x1—1)12:>x1=I27

pois xt1 —1 > 0 e x5 — 1 > 0. Portanto, f é injetora. Agora, dado y € |1, +o0],

T Y
=g eE-Dy=rer=—to,
existe z = 47 € ]1, +oo[ tal que
y =) i g
_ _ oyl oyl oyl
y—1 yfl y—1

=z _

Portanto, f é sobrejetora. Assim, f~! existe e ¢ definida por f~(z) = e

EXERCICIOS

1. Seja f(x) = v/6 + 22 uma funcdo. Determinar f(v/5) - f(—/5).
2. Para cada funcgao abaixo

(a) fx)=>5z—-2 (b) f(x)=222+3x—-7 (c¢) f(z)=3-4x.

) =
Determinar e simplificar: f(a), f(—a), — f(a), f(a +h), f(a)+ f(h) e f(ﬁh});f(a)

com h # 0.
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10.

11.

CAPITULO 3. FUNCOES

A fungao f(x) = =i % é uma fungao nula? Justifique

Seja f(x) = =} uma funcdo. Determinar

,_ @) s
I+ 7@ f(-2)

Sabendo que k e m sao as raizes da fungao quadrética f(x) = 22 —2cx+c® —2c—1,

determinar todos os valores reais de ¢ tais que

seja um numero inteiro.

Sejam f(z) = = — 4k e g(x) = 2? — k duas fungdes. Determinar o valor de k
sabendo-se que (f o g)(1) = 16.

Determinar o dominio das seguintes fungoes:

(a) flo) =L (0) f(o)=gris (0 flo) =22

. Determinar se as funcoes abaixo sao pares, impares ou nem pares nem impares:

(@) f(z)=52>—-2z (c) f(x)=(8x>—32?)3 (e) f(z)=+32?+222-5
() flz)=lz[=3 (d) [f(x)=ux(z-5) (f) flz)=(z—-2)(=-3).

Seja f : R — R uma funcao. Mostrar que:

(a) A fungao g(z) = f(z) + f(—x) & par;
(b) A fungao h(z) = f(x) — f(—z) é impar;

(c) f pode ser escrita como a soma de uma fungao par e uma funcdo fmpar.

Esbocar, no mesmo plano cartesiano, os gréaficos das func¢oes abaixo, para os valores
dados de c:

(a) f(z)=|z|+cec=0,1,-3 (d) f(r)=-2(x—c)* e c=0,1,-2

(b) flx)=|r—c| ec=0,2,-3 (e) fl@)=cVd—a22ec=1,3 -2

(¢) fx)=2yT+cec=0,3,—2 (f) f@)=@—-1)3 —cec=0,2 -1

Sabendo que o gréfico de uma funcao f, com Dom f = [0, 4], é a pardbola de vértice

em (2,0) e concavidade voltada para cima, esbogar o gréfico de:

(&) y=flz+3)ey= flz —3);
(b) y=f(z) —3ey=f(z)+3;
(c) y=-3f(z),y=—f(x+2)—3e f(x —2)+ 3.
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. Esbocar o gréfico das seguintes fungoes:
(

T+ 2 se r < —1 221 21
se x
(@) flz)=4q 2° se |z <1 (0 fl@)=q 77
2, se x =1
| —z+3, sex>1
(
z—3 se x < —2 514
z -1
) f@)={ -2  se —2<z<1 (@) fl@)={ =1 FT7
3, se x = —1
\ —xr+4, sex>1

. Determinar a soma, a diferenca, o produto, o quociente e seus dominios, de cada

funcao abaixo:

(b) fw) = 25 e glo) = 725
(©) F(r) = 525 0 glo) = 2.

. Determinar no exercicio acima f o g e go f. Determinar também os dominios.

. Sendo f(2z — 3) = x?, determinar f(z).

. Seja f : R—{—2} — R—{—2} a funcdo definida pela regra f(z) = gﬁjrg Determinar
f712).

. Determinar uma forma funcional composta para y:

(@) y=@*+32)5 () y=ghp () y=VaT-16 (4 y=15

. Determinar a funcao inversa e seu dominio, de cada funcao abaixo:

(a) f(x):ﬁ, Vo € ]%,—i—oo[ (¢) f(z)=52>+2, Vz €0, +o0]
(b) flz) =322 vze |3, +oo] (d) f(z)=Yr+1, Vz €R.

. Verificar se as seguintes funcoes f sao bem definidas:

(a) f:Q — Z definida por f(%) =m;

(b) f:Q — Q definida por f(%) = Z5.

. Defina f : [0,1] — [a, b] pela férmula f(x) = a(1—x)+bx. Mostrar que f ¢ bijetora.

. Dé exemplo de uma funcao f : R — R que

(a) seja injetora mas nao seja sobrejetora;

(b) seja sobrejetora mas nao seja injetora.

. Para a,b € R, defina f,, : R — R pela férmula f,,(z) = az + b para cada = € R.

Mostrar que:
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(a) fio fao = fav;
(b) Se a # 0, entdo f,; & bijetora. Obtenha f;,'.

23. Sejam f: X - Y eg:Y — Z duas fungoes. Mostrar que:

(a) Se go f é sobrejetora, entdo g também o é;
(b) Se go f €& injetora, entdo f também o &;

(c) Se f e g sdo ambas bijetoras, entdao go f também o é e, além disso, (go f)~! =
fltog™.

24. Sejam f:R — R e g: R* — R duas fungoes tais que

Determinar f(4).

25. Determinar k£ € R, de modo que a funcao

2x +6
J(w) = x+k
com x # —k, tenha como inversa a fungao
5r + 6
1 -

26. Seja f : R — R uma funcao tal que

fle+y)=f(x) fly), YV o,y eR, e f(1)=9.

Determinar f(2), f(0) e f(3). Agora, determine f(n) e f(2), para todo n € N.

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 3.3

1. 4.
3. Nao, pois o dominio de f é igual a R — {0} e o da fungéo nula é igual a R.

4. —2z

x2—1"
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5. Como k e m sao as raizes da fungao quadrética f(x) = 2? — 2cz + ¢* — 2c — 1 temos

que
E+m=2cekm=c*—2c—1.
Logo,
(k+m)*+2=4c+2
e
(k—m)*-2 = (k+m)*—4km —2
= 8c+2.
Assim,

(k—m)>—2 8c+2 dc+1
(k+m)2+2 4c2+2 22 +1

se, e somente se, existe n € Z tal que

€L

de+1= 2+ 1)n < 2nc —dc+n—1=0.
Como ¢ € R devemos ter

A= (-4)2-42n)(n-1)>0&n*—n—-2<0&ne {-1,0,1,2}.

Para n = —1, obtemos ¢ = —1. Continue.
6. k=-3
7. (a) Dom f =R — {0,4};
(b) Dom f =R — {-2,3};
(c) Dom f =[5, +oo[ —{1,4};
(d) Dom f = [§,+oo[ —{-2,2}
(e) Dom f = ] — o0, 0];
(f) Dom f = [—3, +odl;
(g) Dom f = ] =1, +oc];
(h) Dom f = |3, +o0l;
(i) Dom f = ]| — 0o, —1[ U ]1, +00];
(j) Dom f = | — 00,1 U ]2,400]
9. (a) Como

temos que g é uma funcao par;

(b) Como
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temos que g é uma funcao fmpar;

(c) Note que

CAPITULO 3. FUNCOES

() + h(r) = 2/(2) = f(x) = 3 (9(x) + h(z)).

Portanto, f pode ser escrita como a soma de uma fungao par e uma funcao fmpar.

15. f(z) = (2* + 62 +9).

16. f1(2) = 7.

17. (a) y = u3, onde u = 22 + 3x; (b) y = L, onde u = z — 3; (¢) y = Vu, onde
u=1*—16; (d) y = 1%, onde u = /.

19. (a) Nao, pois + = 2 mas f(3) =1# 3= f(2); (b) Sim.

6

21. (a) A fungao f: R — R definida por

f(z) =

¢ injetora mas nao é sobrejetora.

r+1 se x>0,
—x se x <0,

(b) A fungao f : R — R definida por

fx) =

¢é sobrejetora mas nao ¢ injetora.

25. k= —b.

z+1 sex>1
2 se 0<zr<1
z4+2 se x <0



Capitulo 4
Tipos Especiais de Funcoes

Nesta capitulo apresentaremos as principais funcoes que sao usadas nas aplicagoes
elementares da matemadtica tais como: fungoes polinomiais, exponenciais, trigonométricas,

etc.

4.1 Funcoes Polinomiais
Sejam ag, ay,...,a, € Ren € Z,. A funcao f : R — R definida por
f(2) = apz™ 4+ ap_12" '+ +arw +ag, Vo €R,

é chamada de funcao polinomial. Se a, # 0, dizemos que f tem grau n. Em particular,

quando n = 0, dizemos que
f(z) = ao

é uma func¢ao constante, quando n = 1, dizemos que
f(z) = a1z + ag
é uma func¢ao afim e quando n = 2, dizemos que
f(z) = asx® + a17 + ag

é uma funcao quadrdtica, e assim por diante.

Uma funcao r : R — R definida por
f(z)

r(xr) = —=,
) g(x)
onde f(x) e g(x) sao fungdes polinomiais e g(x) # 0, é chamada de fun¢do racional. Por
exemplo, a funcao definida por
222 -2 410

f(@) 323 — 42245

é racional.

73
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Usando o algoritmo da divisao, obtemos

" —a”
an_l +xn—2a+'“+xan—2+an—1

r—a
para todosn € Nea € R, com x # a. Em particular, fazendo x = {/y e a = /b, obtemos

Y=V 1
y—b Vynfl_k vynf2b_|__|_ Vybnf2+ C/bnfl'

Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma funcao. Dizemos que f é convera em

X, se para todos a,b € X, com a < b, temos que

F@)+ IO O > ), v Ja
ou
1)+ OOy > pw, vee o
Dizemos que f é concava em X, se para todos a,b € X, com a < b, temos que
fa)+ LU 04y < o), v e Jab
ou
£ o)+ OO ) < o), v e oy

(confira Figura 4.1), onde o primeiro grafico ¢ uma fun¢do convexa e o segundo concava.

Y
f(b)

Figura 4.1: Representacao gréfica de uma funcao convexa e concava.

Exemplo 4.1 Determinar os intervalos de convexidade e concavidade da funcao f(x) =
ax® +bx +c, coma # 0.
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Solugao. Note que, dados x1,22 € R e x € |z, 23], temos que

/ ($2) - f(xl)

2 - )~ @) = alla} - o) + (@2 + ) - )

= a(x — l’l)[(l‘z + Il) — (ZL‘ + xl)]

f (1) +

= a(x —z1)(x2 — 7).
Portanto, f é convexa em R se a > 0 e é concava em R se a < 0.
Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma funcao. Dizemos que f é crescente se
T <xg = f(11) < f(x2), VE1,29 € X.
Dizemos que f é decrescente se
r1 <29 = f(x1) > f(x2), V1,20 € X.
Exemplo 4.2 A funcio f: R — R definida por f(x) = 3z + 4 é crescente.
Solugao. Dados z1, 15 € R. Se z1 < 9, entao

f(z2)— f(z1) = (Bro+4)—(3x;+4)
= 3(132 — iL‘l) > 0,

isto &, f (21) < f (22).

Exemplo 4.3 Seja f : R — R uma func¢ao definida por f(z) = ax + b, com a # 0.

Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento de f.

Solugao. Dados z1, 12 € R, com x1 < 9, temos que

f(xo) = f(x1) = azxa+b— (axy +b)

= a(xg — x1).

Logo, se a > 0, entao f é crescente em todo R. Se a < 0, entao f é decrescente em todo
R.

Exemplo 4.4 Seja f: R — R uma fun¢do definida por f(x) = ax® + bz + ¢, com a # 0.

Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento de f.
Solucgao. Note que,

fx) = ar?+bx+c

b

= a(x2—|——x+g)
a a

N 2a 4a?  4a?  a
b 4dac — b?

= a(x+—)2+L.

2a 4a
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Assim, dados x1, 22 € R, com z1 < x5, temos que

b — 2 b —
Pl = Flo) = atot g+ 2] = [ator+ o+ 0
b b
= {(I‘Q + 2_(1)2 - (Il + Q_Q)Q}

= CL(ZL'Q — 1’1)(%2 + 1 + a)

Logo, se a > 0, entao f é crescente se, e somente se,

b To + 11 b
o+ +—->0& > ——.
a 2 2a

Portanto, se a > 0 o intervalo de crescimento é ] — £, +oo] e de decrescimento é | —oco, —£|.
b

Analogamente, se a < 0 o intervalo de crescimento é | — 0o, —2=[ e de decrescimento é

2a
] — &, +ool.
Exemplo 4.5 A funcio f: R — R definida por f(x) = 2° + 3z + 5 € crescente.

Solugao. Dados z1, 25 € R. Se x1 < 9, entao

fae) = f(21) =

To — .I’l)(.fg + Ty + l’% + 3)
2 | 3af
$2—I1)[($2+_) +T+3]>O,

isto &, f (z1) < f (x2). Portanto, f é crescente.

Exemplo 4.6 Seja f : R — R uma fungdo crescente. FEntdo f admite uma fun¢ao

wversa g : R — R também crescente.

Solucgao. Primeiro vamos provar que f admite uma funcao inversa g, isto é, dado y; € R
existe um tnico z; € R tal que y; = f(z1).

Suponhamos, por absurdo, que exista um z5 € R tal que y; = f(z1) = f(x2) e
1 # T9. Como x1 # x5 temos que x1 < Ty ou T7 > Te. Se x1 < Ty, entao, por hipdtese,

f(z1) < f(x2) ou se x1 > xo, entdo f(x1) > f(z2), que é uma contradi¢ao. Neste caso,

y=f(z) & x=gy).

Finalmente, dados y1, y2 € R, com y; < ys, queremos provar que g(y;) < g(y2). Supon-
hamos, por absurdo, que g(y1) > g(y2). Entao

1= (fog)(w) = flglwn)) > fl9(ya)) = (f 0 9)(y2) = v,

isto é, y1 > y2, que é uma contradicao.
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Exemplo 4.7 Determinar se a fungdo f : [0, +oo[ — R definida por

admite inversa.

Solugao. Dados x1, x5 € [0, 400, com 1 < 9, temos que

a3 1
34+1 2241
322 +1) — 23 (22 + 1)
(27 +1)(23 + 1)
13 — 13
(#7 + 1)(23 + 1)
(.Tg — :1:1)(962 + l’l)

= > 0,
(21 + 1) (23 + 1)

f(x2) = f(z1) =

pois o + 1 >0, 22 +1>0e 22 +1 > 0. Logo, f ¢ crescente em [0, +00[ e, portanto, f

admite inversa.

EXERCICIOS

1. Determinar os valores de k, de modo que as fungoes abaixo sejam crescentes.
(@) flx)=(k+5)x—-2 (b) flr)=-2kx+3 (c) f(z)= (%) T — %k.
2. Seja f: R — R a fungao definida pela regra f(x) = —x2 + 4. Determinar a imagem
de f.

3. Seja f(z) = az’ + br 4+ ¢, com a # 0 e v € [—2,+0o[. Determinar f~! e seu

dominio.
4. Determinar os valores de k, de modo que a equacao
2+ kr+ (k* —4k+3) =0
tenha uma raiz nula.

5. Considere a fungao f : [0,+00[ — [12,+00[ dada por f(z) = 2* + 2kz + k* — 4,
onde a constante real k faz com que a funcao f admita inversa. Sabendo-se que g

¢ a fungao inversa de f, calcular g(21).
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6. Determinar se cada fungao abaixo admite inversa. Caso afirmativo, exiba a férmula

explicita da inversa, seu dominio e o grafico.

(a) f(z)=a2*+2x -3, Ve e[0,+00] (d) f(z)=+x—1, Vo€l o0

(b) f(x)=a*+4z -5, Vx eR (e) flx)=2a?—4, Vr€[0,+o0|
(c) flz) =335, Yo e]—2+oq (f) f) =

7. Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento de cada funcao.

(@) fl@)=@E-1@-2)(@==-3) () fl@)="+z-2
b) flx)=2*—z+5 (e) flz)=—-a*+2zx+1
() f(z)=a*—322+1 (f) f(z)=223+5.

8. Determinar o dominio da fungao

22 — 6x
flw) = Va2 —3z+2

9. Determinar os intervalos de convexidade e concavidade de cada fungao abaixo.

(a) f(z)=—-a®>+3x-5 (©) flz)= =%
(0) flx)=x+; (d) f(z)= =

4.2 Funcoes Exponenciais e Logaritmicas

Sejaa € Rcoma >0ea#1. A funcao f : R — R definida por

f(x) =a”

é chamada de fun¢ao exponencial de base a. Note que

Exemplo 4.8 Esbocar o grdfico da funcao f(x) = 2".

Domf =R e Imf = ]0,+o0].

xT

Solucgdo. E claro que Dom f = R, a intersecio com o eixo dos y é

f0)=2"=1,

isto é, a intersegdo com o eixo dos y ocorre no ponto (0,1). Note que f nao intercepta o

eixo dos z. Fagamos uma tabela de alguns valores de f(z) e o grafico de f é a Figura 4.2.

z |-2 -1 01 23

f@| ¥ 11 2 4 8
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Yy

KM

Figura 4.2: Grafico da fungao 2”.

Exemplo 4.9 Esbocar o grifico da funcao f(x) =277 = (%)aC
Solucgdo. E claro que Dom f = R, a intersecio com o eixo dos y é
f0)y=2"=1,

isto é, a intersegao com o eixo dos y ocorre no ponto (0,1). Note que f néo intercepta o

eixo dos z. Fagamos uma tabela de alguns valores de f(z) e o gréfico de f é a Figura 4.3.

v |2 -1 0
f@| 4 21

N =] =
Ll NS
ol Qo

Figura 4.3: Gréfico da funcao 277.

Se f(x) = a”, entao o grafico de f é o primeiro se 0 < a < 1 e é 0 segundo se a > 1

(confira Figura 4.4). Note que f é decrescente se 0 < a < 1 e f é crescente se a > 1.



80 CAPITULO 4. TIPOS ESPECIAIS DE FUNCOES

Y A

Y

X
0

+ _]! O + + + T + + + 0 + !

Figura 4.4: Gréfico da funcao a”.

Quando a for o nimero irracional e (e & 2,718), dizemos que f(z) = e & a fungado

exponencial natural. Usa-se, também, a notacao

f(@) = exp(a).

, . . . ~ T
O ntdmero irracional e pode ser definido como o valor que a fungao y = (1 + %) assume

quando z se torna arbitrariamente grande.
Propriedade 4.10 Sejam a,b € R e x,y € R. Entao:
1. a™t = a*a¥;
2. & =a"""Y,
3. (a®)¥ = a™,
4. (ab)* = a®b*;
AOEE
6. Sex <y ea>1, entio a® < a¥;
7. Sex<yel<a<l, entdoa¥ < a”.

Sejam a,x € R com a > 0 e a # 1. O logaritmo de x na base a ¢ um nimero b € R

tal que

e denotamos por
b=log, .

(O conceito de logaritmo foi proposto pelo matemético escocés John Neper, 1550 - 1617).
Sejaa € Rcoma>0ea#1. Afungao f: ]0,+oo[ — R definida por

f(x) =log, z

é chamada de funcao logaritmica de base a.
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Exemplo 4.11 FEsbogar o grifico da fun¢io f(z) = log, z.

Solugéo. E claro que Dom f = 10, +00], a interse¢ao com o eixo dos z é
r=2"=1, pois x =2V,

isto é, a intersegdo com o eixo dos x ocorre no ponto (1,0). Note que f nao intercepta o

eixo dos y. Facamos uma tabela de alguns valores de f(z) e o grafico de f é a Figura 4.5.

Figura 4.5: Gréfico da funcao log, z.

Exemplo 4.12 FEsbogar o grifico da fun¢do f(x) = logs .

Solucgdo. E claro que Dom f = 10, +00], a interse¢ao com o eixo dos z é

1\° 1\?
x:<§) =1, pois x:<§> ,

isto é, a intersegdo com o eixo dos x ocorre no ponto (1,0). Note que f nao intercepta o

eixo dos y. Facamos uma tabela de alguns valores de f(z) e o grafico de f é a Figura 4.6.

v [2L 1 2 408
f@|2 10 -1 -2 -3
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VA

Figura 4.6: Grafico da fungao log,-: .

Se f(x) = log, x, entdo o grafico de f é o primeirose 0 < a < 1 e é o segundo se a > 1

(confira Figura 4.7). Note que f é decrescente se 0 < a < 1 e f é crescente se a > 1.

'

VA Vi

y=log,x

Sa’ ]
0<a<l ____/
0 K’r /1 >

Figura 4.7: Gréfico da funcao log, =.

Seja y = g(z) = log, x. Entao

Domg = ]0,+oc[, Ing=R e y =log,z < = = a".

Assim, se f(z) = a®, entdo (f o g)(x) =x e (go f)(x) = x (confira Figura 4.8).
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&

Figura 4.8: Gréficos das funcoes a” e log, x.

Quando a for o nimero irracional e, dizemos que f(x) = logx é a func¢ao logaritmo
natural. Usa-se, também, a notacao

f(z) =Inz.

Propriedade 4.13 Sejam a,b,7r € R coma >0,a#1,b>0,b#1, ex,y € |0,+00].
Entao:

~

. log,a = 1;

IS

. log,(zy) = log, x + log, v;
3. log,(}) = log, z — log, y;

4. log,a" = rlog, x;

log, @
log, b’

5. logyx =
r __ ,xlogx.
6. ¥ = e"'o8",

7. Sex <y ea>1, entao log, x < log, y;

8 Sex<yel<a<l, entaolog,x >log,y.



84 CAPITULO 4. TIPOS ESPECIAIS DE FUNCOES

EXERCICIOS

1. Use logaritmo de base 10, para desenvolver as expressoes:
(a) == %;/5 (¢) == 3—V22ab2 (e) == 3avab?

R () w=ta /2 ()@= 1003 Va

3c c

8

—~

S

~—~
&
Il

2. Esbocar o grifico das seguintes fungoes:

(a) fle)=logyla+1)  (b) f(x)=logy(x+1).

3. Resolva as seguintes equagoes:
a) V/81=3

b) 32733 + 31+x — 28

c) 2v*=8.27"

g) 2-3%7°— 3,55_2 =3
h) 6+ 472 = 70(5 — 25 11)
i) logy(4 — x?) = log, 3z

o~~~ o~ o~ o~

d) (0,01)* =10 j) logy(z —1) =logy a*
e) 4V = 1024 . 2V k) logs(a® +1) = logs(w + 1)
f) 2% —5.2" 44 =0 ) log%(3x+2)=10g%($_1)-

4. Resolva as seguintes inequacoes:

() a”'>1,0<a<1 (d) 2> > g*
(b) a7 >0,a>1 () logy(x —3) +logy(z —2) <1
(¢) o201 > g (f) logi(z +2)+logi(z —3) > 2.

5. Determinar m, de modo que a equagao
2+ 277 =2m
tenha raizes reais.

6. Determinar o dominio das seguintes fungoes:

e) f(x) = logy(a® — 1)

(a) f( ( (

(b) flx) =v2r+t —272 (f) f(z) =logy(2 — 3z +2?)
(c) f(2)=75= (9) f(x) =log,(3z —6)

(d) f(z)=logy(3z —2) (h) f(z) =log, 5(42* — 16).

7. Sabendo que 5%% = k, determinar 5'7.



4.3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS 85

4.3 Funcoes Trigonométricas

Nesta secao apresentaremos as principais fungoes trigonométricas e suas propriedades.
Angulo é a figura geométrica formada por duas semi-retas com a mesma origem e
denotado por § = ZAOB (confira Figura 4.9). A origem é o vértice do dngulo e as semi-
retas sao os lados. O angulo 6 é positivo para uma rotagao anti-hordrio e negativo para
uma rotacao horédrio. No cédlculo, a unidade de medida é o radiano. Conversao: 1 grau
™

= T — 180
= 155 rad e 1 rad = == graus.

Lado final

Angulo positivo

Lado inicial

>

A4

Angulo negativo

Figura 4.9: Angulo 6.

Em um sistema de coordenadas cartesianas, a posi¢cdo padrao de um angulo 6 é obtida
tomando a origem como vértice e o lado inicial ao longo do eixo dos x (confira Figura
4.10).

0=(ab)

P=(xy)
‘N
NGk

Figura 4.10: Angulo padréo.

=Y

Seja # um angulo na posicao padrao. Sobre o lado final de 6, escolhemos um ponto

P = (x,y) com x # 0. Seja
=%+

Entao r é a distancia de P a origem O = (0,0). Definimos

<

, tan@:g
x

senf)l = =, cosf =

BI3I318

T
csch = secl = — e cotf = —.

)

SR
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Vamos mostrar que sen f nao depende das coordenadas do ponto P.
De fato, seja Q = (a,b) qualquer ponto sobre o lado final de §. Entao existe ¢ € R,
com ¢ > 0, tal que a = cx e b = cy. Logo,

b cy Y

VZ+2 Jlal+ (R Rt

Note que, como
=V <val+yr=r

temos que

‘y‘ <1, ouseja, —1< Y < 1.
r

r
Portanto,

—1<senf <1,

ou ainda, |senf| < 1, para todo angulo #. De modo similar, mostra-se que |cosf| < 1,
lcscf| > 1 e |sech| > 1, etc.

Finalmente, vamos definir a seguinte funcao

sen: R — [—1,1]

r = senx

que serd chamada de funcdo seno. De modo similar, define-se a funcdo cosseno, tangente,
etc.

Propriedade 4.14 Sejam x,y € R. Entao:

T _

1. senx = cos(

x) ou cosx = sen(x + %);
2. sen’x + cos’x = 1;
3. sen(z £ y) = senz cosy £ seny cos ;

4. cos(x +y) = cosxcosy F sen x sen y;

5. COS2 T = 1+cgs 2x e sen2 T = lfCSSZ:v;

6. tan®x + 1 = sec? x;
7. senxcosz = 5 (cos(55Y) + cos(5Y)).

Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma fung¢do. Dizemos que f é periddica se
existir 7' e R, T" > 0, tal que

flx+T) = f(x),

para todo x € X, com z +T € X. O menor nimero 7' (se existir) com esta propriedade

é chamado o periodo da fungao f.
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Exemplo 4.15 A funcio f : R — [—1,1] definida por f(x) = cosx é periddica com

periodo 2.

Solugao. Note que
f(x+2m) = cos(x + 2m) = cosx = f(x).

Agora, seja T € R, com T > 0, tal que

[@+T) = f(a)

Logo,
cos(x+T)=cosx = (zr+T)+ta =2knr, Vk € Z.

Portanto, T' = 2k, pois o lado esquerdo desta igualdade ¢ uma funcao continua de x.

Exemplo 4.16 Se f : R — R é periddica com periodo T, entdao a funcao f(ax+0b), onde

a >0, é periddica com periodo %
Solucgao. Note que
T
fla(x + E) +0b) = flar+b+T) = f(ax +b),
pois T' é o perfodo de f. Agora, seja T} € R, com 17 > 0, tal que
fla(x+T1) +b) = flax +b).
Logo,

flz) = fle—b+Db)

Portanto, T' < aTj, isto é, % <Tie % ¢ o periodo da funcao f(ax + b).

EXERCICIOS

1. Determinar os intervalos de crescimento e decrescimento de cada funcao.

(a) f(x) =senx + cosu;

(b) f(x)=sen(2z), V € [0, 27].
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2. Determinar se as funcoes abaixo sao periddica ou nao. Em caso afirmativo, deter-

minar o seu periodo.

(a) f(x) =4cos(3z+ §);

(b) f(x) = 3sen(%) + 4 cos(%), (Sugestio: Veja o item a do exercicio anterior);
(c) f(z) = tan(2z);

(d) f(z) =sen'z + cos’z, (Sugestao: Mostre que f(z) = 2 + Lsen(4x + I));
(e) f(x) = |cosxl;

(f) f(z) = cos(a?);

(8) f(z) =2cos(*57);

(h) f(z) =x +senux;

(i) f(z) = cos(V).

3. Sejam a, b e c os lados do tridngulo ABC e 6 o angulo oposto a C. Mostrar que

2 =a®+ b — 2abcosh.

4. Sejam a, b e ¢ os lados opostos aos angulos «, § e v de um tridngulo ABC'. Mostrar

que
sena  senf3  senvy
a b ¢
5. Mostrar que
tan z 4+ tan tanz — tan
tan(z +y) = Yoo tan(z — y) Y

1 —tanztany h 1+tanztany

6. Mostrar que
1+cosx 2

1+senz (1+tanZ)?’

4.4 Regioes no Plano Cartesiano

J4 vimos que uma inequacao em R? é uma desigualdade da forma
3 —6y+6>0 ou z2®—4y*+3 <0.

Uma regido determinada por uma inequacao em R? ¢ o conjunto de todos os pontos (z,y)

que satisfazem esta inequagao.

Exemplo 4.17 Esbocar a regiao em R? determinada pela inequacao x > 0.
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Solugao. Seja R a regiao em R? determinada pela inequacio x > 0. Entao

R={(v,y) e R*: 2 >0}
(confira Figura 4.11).

yA

Figura 4.11: Regiao determinada pela inequagao =z > 0.

Exemplo 4.18 Esbocar a regidgo em R? determinada pela inequagdo y + = — 1 > 0.

Solugao. Seja R a regiao em R? determinada pela inequacio y +x — 1 > 0. Entao
R={(z,y) eR*:y > - +1}

(confira Figura 4.12).

VA

Figura 4.12: Regiao determinada pela inequacao y +x — 1 > 0.
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Exemplo 4.19 Esbocar a regidgo em R? determinada pelas inequagoes
1<a?+42 <4
Solugao. Seja R a regiao em R? determinada pelas inequacoes 1 < 22 + y? < 4. Entao
R={(z,y) eR*: 1 <a®+y* <4}

(confira Figura 4.13).

Figura 4.13: Regido determinada pelas inequacoes 1 < 2% + 3% < 4.

4.5 Funcoes como Modelos Matemaéaticos

Muitos problemas de matemaéticas envolvem conjuntos de pares ordenados de niimeros
reais. Por exemplo, a representacao da demanda por um dado artigo envolve pares de
numeros que especificam a quantidade demandada e o preco correspondente. Nesta se¢ao
usaremos o conceito de fungao para modelar esse tipo de problema.

Sejam x e y duas varidveis. Dizemos que y é diretamente proporcional a x se

y = kx
e tnversamente proporcional a x se
k
Yy=—-
x

onde k é uma constante nao-nula. A constante k é chamada de constante de proporciona-
lidade.

Exemplo 4.20 O peso aproximado do cérebro de uma pessoa é diretamente proporcional

ao seu peso corporal, e uma pessoa com 68 kg tem um cérebro com um peso aprorimado
de 1,8 kg.
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1. Expressar o niumero de quilos do peso aprorimado do cérebro de wma pessoa como

funcao do seu peso corporal.
2. Determinar o peso aproximado do cérebro de uma pessoa, cujo peso corporal é 80 kg.

Solugao. 1. Sejam x o peso corporal de uma pessoa e y = f(z) o peso aproximado do
seu cérebro. Entao

y = kzx.
Como x =68 e y = 1,8 temos que
1,8 9
1,8 =k68 = k= — = — ~0,025.
! T T30
Logo,
fa) = o
340
2. Quando x = 80, obtemos
9
f(80) = %80
= 2,1.

Portanto, o peso aproximado do cérebro de uma pessoa que pesa 80 kg é 2,1 kg.

Exemplo 4.21 A intensidade de luz de uma dada fonte é inversamente proporcional ao
quadrado da distincia dela.

1. Expressar o niumero de velas na intensidade da luz como funcao da disténcia em
metros da fonte, sabendo que a intensidade é 225 velas a uma distdncia de 5 m da
fonte.

2. Determinar a intensidade num ponto distante 12 m da fonte.

Solugao. 1. Sejam z distancia em metros da fonte e y = f(x) o nimero de velas na

intensidade da luz. Entao

k
Yy = 22
Como x =5 e y = 225 temos que
225 = % = k =25-225 = 5.625.
Logo,
5.625
fla) =220
2. Quando x = 12, obtemos
5.625
12) =
_ o
16

Portanto, a intensidade num ponto a 12 m da fonte é %5 velas.
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Exemplo 4.22 Um barco B encontra-se a 65 km a leste de outro, A, sendo que ambos
partem simultaneamente as9 h. Sabendo que B se dirige para oeste, a 10 km/h, enquanto
que A, para o sul a 15 km/h. Determinar uma férmula para a disténcia entre eles em

funcao do tempo.

Solugao. Seja y a distancia entre eles apés um tempo ¢.

Ny
==
=]
[ Av.]

—
L ]

Figura 4.14: Visao geométrica do problema.

Pela Figura 4.14, temos que o triangulo A’AB’ é retangulo em A. Assim, pelo Teorema

de Pitagoras, obtemos

y2=a2+b2.

Como a = 15t e b = 65 — 10t temos que

y? = (15t)* + (65 — 10t)*.

Resolvendo, fica

y = /325t2 — 1.300t + 4.225.

Exemplo 4.23 Dado um quadrado de lado a, marcam-se sobre os lados, a partir de
cada vértice, no mesmo sentido, quatro segmentos congruentes. Unem-se as extremidades

desses segmentos, obtendo-se um quadrado inscrito no primeiro.

1. Determinar o comprimento do lado desse quadrado em fungcao do comprimento de

cada segmento.

2. Determinar a drea desse quadrado em fun¢ao do comprimento de cada segmento.

Solugao. 1. Sejam y o comprimento do lado desse quadrado e x o comprimento de cada

segmento.
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D R C

"Jb

Figura 4.15: Visao geométrica do problema.

Pela Figura 4.15, temos que o triangulo PB(Q é retangulo em B. Assim, pelo Teorema de
Pitdgoras, obtemos

y? =2%+ (a —2)%

Resolvendo, fica

y = Va? — 2ax + 222

2. Seja S a édrea do quadrado. Entao
S =1 =a® — 2ax + 222

Exemplo 4.24 Um fazendeiro calcula que sua colheita de batatas no presente momento
deverd atingir a 120 sacos, no valor de $25,00 por saco. Se esperar mais tempo, sua
colheita aumentard de 20 sacos por semana, mas o preco baizard de $2,50 por saco e por

semana. Determinar o rendimento em funcao do nimero de semanas.

Solugao. Sejam y o rendimento e x o nimero de semanas. Como a quantidade de sacos
de batatas é

120 4 20z
€ O Prego por saco € por semana &
25 — 2,5z
temos que
y = (120 4 20x)(25 — 2, 5x),
ou ainda,

y = 3.000 + 200z — 5022

Exemplo 4.25 Um fabricante produz determinado produto ao prego unitario de $2,00 e
os vende a $5,00 cada. Com esse preco a demanda mensal do produto é de 4.000 unidades.
O fabricante pensa em elevar o pre¢o do produto e calcula que, para cada real aumentado,
deixard de vender 400 unidades mensalmente. Fxpressar o lucro mensal do fabricante em

funcao do preco de venda do produto.
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Solugao. Seja = o preco de venda de cada objeto e L; o lucro total correspondente. Como

lucro total é igual ao nimero de objetos vendido
R =4.000 — 400(z — b)

vezes o lucro por unidade
L,=x—2

temos que

Li(z) = R-L,
— [4.000 — 400(z — 5)](z — 2)
= 400(15 — z)(x — 2).

Sejam y o preco de uma unidade de mercadoria e x o niimero de unidades demandadas.

Uma equacao de demanda é uma equacao da forma

y = f(z) ou x = g(y).

A fungao y = f(x) é chamada de fung¢do prego e a funcdo = = g(y) é chamada de funcao de
demanda. O grafico da fungao de demanda é chamado de curva de demanda. A equagao

de demanda mais simples ¢ linear, isto &,
y=mx+0b, com m < 0.

Exemplo 4.26 Uma companhia de turismo tomou conhecimento de que o preco de uma
visita a pontos turisticos é $6,00, a média do nimero de passagens vendidas por viagem
¢ 30, e quando o preco passa a $10,00, o nimero médio de passagens vendidas é somente
18. Supondo linear a equac¢do de demanda, encontre-a e trace um esbog¢o da curva de

demanda.

Solugao. Sejam x o numero de passagens vendidas (demandadas) e y a quantia de
dinheiro correspondente a cada passagem (preco). Comoz =30ey =6,z =18 ey = 10
temos que a reta passa pelos pontos P, = (30,6) e P, = (18,10). Logo, sua inclinagao é

dada por
10—-6 4 1

T 18—30 12 3

m

Assim, a equagao da reta é

1

ou ainda,

1
=—= 16.
Yy 37T
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YA
16

_Y

Figura 4.16: O gréfico da funcao y = —%x + 16.

Sejam y o preco de uma unidade de mercadoria e z o nimero de unidades ofertadas.

Uma equacao de oferta é uma equagao da forma

y = f(x) ou z =g(y).

A funcdo y = f(z) é chamada de funcao prego e a fungao = = g(y) é chamada de fungao
de oferta. O gréfico da funcao de oferta é chamado de curva de oferta. A equagao de

oferta mais simples é linear, isto é,

y=mx+b, com m > 0.

Exemplo 4.27 A ndo ser que o pregco de uma determinada TV supere $250, 00, nenhuma
TV estard disponivel no mercado. Contudo, 200 TV’s estarao disponiveis no mercado,
quando o prego é $350,00. Supondo linear a equagio de oferta, encontre-a e trace um

esboco da curva de oferta.

Solugao. Sejam x o nimero de TV’s fornecidas (ofertadas) e y o prego por TV. Como
r=0ey =250, z =200 e y =350 temos que a reta passa pelos pontos P; = (0,250) e
P, = (200, 350). Logo, sua inclinagao é dada por

350-250 100 1
" 0-0 200 2

Assim, a equagao da reta é
1
y — 250 = §(£L' —0),

ou ainda,

y = —x + 250.
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YA

250,

_Y

0 a

Figura 4.17: O gréfico da funcao y = %x -+ 250.

Se a quantidade de mercadoria demandada, a um dado preco, é igual a quantidade
de mercadoria ofertada aquele preco, dizemos que ocorreu um equilibrio de mercado.
Quando ocorre o equilibrio de mercado, a quandidade de mercadoria produzida é chamada
quantidade de equilibrio e o preco da mercadoria é chamado prego de equilibrio. O ponto

de intersecao das curvas de demanda e oferta é chamado o ponto de equilibrio.
Exemplo 4.28 As equacoes de demanda e oferta sdo:

r4+2y—15=0ex—-3y+3=0,

7

repectivamente, onde y é o preco e x é a quantidade. Determinar a quantidade, o prego
e o ponto de equilibrio e trace um esboco das curvas num mesmo sistema de coordenadas
cartesianas.

Solucgao. Para resolver esse tipo de problema basta encontrar a solugao do sistema

r+2y=15
r—3y=-3

Assim, o quantidade de equilibrio ¢ 7,8, o preco de equilibrio ¢ $3,60 e P = (%= %) éo

ponto de equilibrio.

A

0 78 15 x
10

Figura 4.18: Ponto de equilibrio.
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Exemplo 4.29 As equacoes de demanda e oferta sdo:
Py —25=0e20—y+2=0,

repectivamente, onde y é o preco e x é a quantidade. Determinar a quantidade, o preco
e o ponto de equilibrio e trace um esbogco das curvas num mesmo sistema de coordenadas
cartesianas.

Solugao. Para resolver esse tipo de problema basta substituir y = 2z + 2 na equacgao
2+ —25=0.

Resolvendo, obtemos x = 1,4 e y = 4,8. Portanto, o quantidade de equilibrio é 1,4, o

preco de equilibrio é $4,80 e P = (%, %) ¢ o ponto de equilibrio.

A funcio y = Cye*®, onde Cp, k € R*, ¢ um modelo para crescimento exponencial se

k > 0 e para decaimento exponencial se k < 0.

Exemplo 4.30 As companhias de investimentos freqiientemente usam o modelo de juros
compostos continuamente para calcular o rendimento de um investimento. Use esse mo-
delo para rastrear o rendimento de $1.000,00 investidos em 1998 com uma taxa anual de

13%, em composi¢io continua.

Solugao. Sejam z é o tempo decorrido desde o inicio do investimento e y o rendimento
no periodo. Entao, pode ser mostrado, que o modelo para rastrear o rendimento é dado
por

flz) = Coekm,

onde Cy = 1.000 é o investimento (capital) inicial e k = 0,13 é a taxa anual de juros
expressa em decimais. Assim, para predizer o total na conta em 2003, devemos tomar

x = 5 e calculamos

f(5) = 1.000e%'%5
1.000e%%
~ 1.916.

Portanto, o rendimento apés 5 anos é $1.916, 00.

Exemplo 4.31 Uma pessoa investiu $1.000, 00 em uma aplicacao que rende 15% de juros

compostos ao ano. Quanto tempo serd necessdrio para que seu saldo atinja $5.000, 007

Solugao. Pode ser provado que devemos resolver a equagao

1.000(1 4 0, 15)* = 5.000.
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Simplificando, obtemos
(1,15)* = 5.

Logo, aplicando o logaritmo aos dois lados da equacao, obtemos

log 5

log(1,15) =1 = ——
xlog(1,15) =logh = x Tog(1,15)

~ 11, 5.

Portanto, a pessoa tera $5.000,00 em sua aplicacdo, em aproximadamente 11 anos e 6

meses

EXERCICIOS

1. Uma fabrica de equipamentos eletronicos estd colocando um novo produto no mer-
cado. Durante o primeiro ano o custo fixo para iniciar a nova producao ¢ $140.000, 00
e o custo varidvel para produzir cada unidade ¢ $25,00. Durante o primeiro ano o
preco de venda é $65, 00 por unidade.

(a) Expressar o lucro do primeiro ano como fungao de x unidades.
(b) Determinar o lucro do primeiro ano, se 23.000 foram vendidas.

(c) Determinar quantas unidades precisam ser vendidas durante o primeiro ano

para que a fabrica nao ganhe e nem perca.

2. O peso aproximado dos musculos de uma pessoa é diretamente proporcional ao seu

peso corporal, e uma pessoa com 68 kg tem seus musculos com um peso aproximado
de 27 kg.

(a) Expressar o nimero de quilos do peso aproximado dos musculos de uma pessoa

como funcao do seu peso corporal.

(b) Determinar o peso aproximado dos misculos de uma pessoa, cujo peso corporal
é 60 kg.

3. O peso de um corpo é inversamente proporcional a sua distancia do centro da Terra.

Suponha que o raio da Terra seja 6.400 km.

(a) Se um corpo pesa 91 kg na superficie da Terra, expressar o nimero de quilos

de seu peso como funcao do nimero de quilémetros do centro da Terra.

(b) Quanto pesard um corpo a uma distancia de 640 km acima da superficie da

Terra?
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Em um pais a renda de um individuo é isenta de imposto até $900, 00, ¢ taxada em
15% de $900,00 até $1.800,00 e em 27,5% acima de $1.800,00. Determinar uma
fungao T para o imposto total sobre a renda de x reais.

Um fabricante de CD tem uma despesa fixa mensal de $100.000,00, um custo de
producao de $3,00 por unidade e um preco de venda de $5,00 por unidade. Ex-
pressar o custo C, a receita R e o lucro L como funcao de x unidades. Quantas

unidades devem ser fabricas para manter o equilibrio?

Suponha que o custo fixo de producao de um artigo seja de $5.000,00; o custo
varidvel seja de $7,50 por unidade e o artigo seja vendido a $10,00 por unidade.

Qual a quantidade vendida necessdria para atingir o ponto de equilibrio?
A equagao de demanda de um artigo é
xr = A — By,

onde A e B sao constantes positivas, y representa o preco e x representa a quantidade
demandada.

a) Determinar o preco, se a quantidade demandada é 4.

3
b) Determinar a quantidade demandada, se o preco é -

(a)

(b) 55

(c) Determinar a quantidade demandada, se o artigo for oferecido gratuitamente.
)

(d) Qual é o preco mais baixo pelo qual esse artigo pode ser ofertado?
A equagao de oferta de um artigo é
r=ay—b,

onde a e b sao constantes positivas, y representa o preco e x representa a quantidade
ofertada.

(a) Determinar o prego, se a quantidade ofertada é
i. ba — b,
ii. a+ 20b.

(b) Determinar a quantidade ofertada, se o preco é
i =2
i, 22,

(c¢) Qual é o prego mais baixo pelo qual esse artigo pode ser ofertado?

Ao preco de $5,00 por unidade, uma firma ofertard mensalmente 5.000 lanternas
de pilha; a $3,50 por unidade ela ofertara 2.000 unidades. Determinar a equacgao

linear da funcao de oferta para esse produto. Esboce o grifico desta equacao.
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Uma firma analizou suas vendas e concluiu que seus clientes irao comprar 20 por
cento a mais de unidades dos seus produtos para cada reducao de $2,00 no preco
unitdrio. Quando o preco ¢ $12,00, a firma vende 500 unidades. Qual ¢ a equacao

linear da funcao de demanda para esse produto? Esboce o gréafico desta equacao.

Deve-se construir uma caixa aberta com um pedago retangular de cartolina de 50 x

2

76 cm, cortando-se uma drea x° em cada canto e dobrando-se os lados. Expressar

o volume V' da caixa como funcao de z.

Um retangulo deve ter uma drea de 25 cm?. Se um lado tem comprimento z,

expressar o perimetro p como fungao de .

Um retangulo deve ter um perimetro de 1000 m. Se um lado tem comprimento =z,

expressar a drea A como funcao de x.

Um aquério aberto em cima, de 45 c¢m de altura, deve ter um volume de 170 [.
Sejam z o comprimento e y a largura. O material para o fundo custo $4, 00 por cm?

e para os lados custa $2,00 por cm?.

(a) Expressar y como fungao de z;
(b) Expressar a drea total de vidro como funcao de x.

(c) Expressar o custo total como funcao de x

Um balao de ar quente ¢ liberado a 1 h da tarde e sobe verticalmente a razao de
2 m/s. Um ponto de observacao est4 situado a 100 m do ponto do chao diretamente
debaixo do balao. Sendo t o tempo em segundos, ap6s 1 h da tarde, expressar a

distancia d do balao ao ponto de observagao em fungao de t. (Lembre-se que s = vt.)

Deve-se construir um tanque de ago em forma de um cilindro circular reto de 3 e¢m de
altura e raio r, com dois hemisférios nos extremos. Expressar a drea S da superficie

do tanque em funcao de r.

Determinar a distancia d do ponto P = (0,6) a um ponto do gréfico da hipérbole

2% — y? = 16, como funcao de z.

Determinar a distancia d do ponto P = (zo,¥0) a um ponto do gréfico da reta

azr + by + ¢ = 0, como funcao de z.

De um ponto exterior P que estd a h unidades de um circulo de raio r, traga-se
uma tangente ao circulo. Seja y a distancia do ponto P ao ponto de tangéncia T

Expressar y como funcao de h.

O triangulo ABC' estd inscrito em um semicirculo de didmetro AB = 15 cm.
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(a) Se z é o comprimento do lado AC, expressar o comprimento y do lado BC

como funcao de z e indicar o dominio;

(b) Expressar a drea do tridangulo como fungao de z.

Uma pista de aeroporto tem uma torre de controle de 6 m de altura. A cabeceira
da pista estd a uma distancia perpendicular de 100 m da base da torre. Se x é a
distancia percorrida na pista por um aviao, expressar a distancia d entre o aviao e

a torre de controle como fungao de z.

Uma pessoa parte de um ponto P em diregao a leste a uma velocidade de 3 m/s.
Um minuto depois, outra pessoa parte de P em dire¢ao ao norte a uma velocidade

de 2,5 m/s. Expressar a distancia d entre elas como func¢ao do tempo t.

Um carro A estd a 65 km a leste de um carro B e estd viajando para o sul a
85 km/h, enquanto o carro B estd indo para o leste a uma velocidade 80 km/h. Se
os carros continuam seus cursos respectivos, determinar a distancia entre eles como

fungao do tempo t.

A primeira astronave do programa Apolo tinha a forma de um tronco de cone circular
reto de altura y+ h, onde h é a altura do tronco. Os raios das bases sao a e b fixados

com a > b.

(a) Expressar y como fungao de h.

(b) Expressar o volume do tronco como fungao de h.

Um cilindro circular reto de raio r e altura h estd inscrito em um cone de altura 12

e raio da base 4.

(a) Expressar h como funcao de r.

(b) Expressar o volume do cilindro como fungao de 7.

Um raio luminoso, com velocidade constante ¢, partindo do ponto (0, 1) no eixo dos
y encontra um espelho horizontal disposto ao longo do eixo dos z no ponto (z,0) e é
refletido para o ponto (4,1). Determinar o tempo total do percurso T como fungéao

de z.

Se uma pessoa investe $1.200, 00 numa conta de poupanca com taxa de juros anual
12%, quanto tempo levard para que a poupanca desta pessoa tenha um saldo de
$6.000, 007

Determinar quanto tempo é necessério para dobrar o valor de um investimento com

uma taxa de juros de 12,25% computada:

(a) Anualmente;
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(b) Continuamente.

Determinar quanto tempo é necessario para que um investimento de $6.000, 00 dobre

de valor em uma aplicacao que rende 15% de juros compostos ao ano.

A despesa mensal de uma empresa com encargos sociais é dada pela funcao

T
f(l‘) =20 + 1—0,

onde f é a despesa em milhares e  é o nimero de funciondrios.

(a) Qual serd a despesa quando a empresa tiver 100 funciondrios?

(b) Qual serd o niumero de funciondrios quando a despesa for $50.000, 007

Uma férmula para expressar o peso ideal do corpo humano em funcao da altura é

dada por:

Pz(H—lOO)—(ﬂ),

K
onde P é o peso em quilos, H é a altura em centimetros, K = 4 para homens e

K = 2 para mulheres. Se uma mulher pesa 54 quilos, calcule a altura desta mulher.



4.5. FUNCOES COMO MODELOS MATEMATICOS 103

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 4.1
1. (a) k> —=5; (b) k<0; (c) k> —1.

3. Como a # 0 temos dois casos a ser considerado: Se a > 0, entao f é crescente em

[—Q—ba, +00| e, portanto, admite inversa

—b 4+ Vb? — dac + dax
2a

-1
() =

com dominio igual a
| b? — 4ac
da
Se a < 0, entao f é decrescente em [—Q—ba, +0o0[ e, portanto, admite inversa

+o00].

—b+ /b2 — dac + dax
2a

) =

com dominio igual a
b — 4ac]
4a

5. Como a =1 > 0 temos que f é crescente em [—k, +00[ e, assim, f(0) = 12. Logo,

]—OO,—

B —4=12=Fk =4.

Portanto, f(z) = 2?4+ 8z + 12 e

J(21) = fi(a) = 8% \/642— BE8I

a) Crescente em | — 0o, 5[ U [3, +00[ e decrescente em [1, 3];

19 19

. F0oo[ e decrescente em [—o0, ];

(
(b) Crescente em |
(c) Crescente em [—\/g, 0] U [4/2,+o0[ e decrescente em | — oo, —y /3] U [0,/3];
(d) Crescente em todo R;

(e) Crescente em [— \/g, \/g] e decrescente em | — 0o, —/3] U [4/3, +ocf;
(f)

(

(

(

(

f) Crescente em todo R.

a) Convexa em ,0] e concava em [0, +o00];

00
b) Convexa em |0, +00[ e concava em | — 0o, 0[;

V3,0] U [V/3,+o0[ e concava em | — 0o, —v/3] U [0,v/3];

1,0] U] 1,400[ e concava em | — oo, —1[ U[0, 1].

c¢) Convexa em

] -
]
-
] -

d) Convexa em
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Secao 4.2

1.

(a) loggx = logyo 3 + 2logyy a + £ logyo b — log,y ¢ — 21log, d;
(b loglo €r = loglo - loglo 3 + 2 ].Oglo a + 3 ]'Og]_[) b - loglo C;
(c) log,pz = logm 2+ = log10 a+ % log10 b;

)
)
(d) logygx = —logyy 3 + 2logyga — 3 logyg ¢ + 3 logyg b;
(e) logypz = logyy 3 + 3 2log,ga + % logy, b;

)

=45 () S ={0,2} (¢) S = {1
2

S G
= {12} (g) S ={1}; () S={1}; () 5= {1
0.

Condicao de existéncia m > 0. A equacao tem raizes reais se A = 4m? — 4 > 0, isto
é, m e | —o0,—1]U[l,+o0[. Logo, m € [1,+o0].

Secao 4.3

1. (a) Como f(z) = v2cos(z — I) temos que f é crescente em [X + km, T + (k + 1)7],

para todo k € Z, e decrescente em [T + (k + 1), L 4 (k + 2)n], para todo k € Z;

(b) Crescente em [0, 2] U [22, 7] e decrescente em [, 3%].

3. Seja # o angulo na posicao padrao com C' = (0,0), B = (b,0) e A = (acosf,asen).

Entao
¢ = d(A, B)?
(b—acos®)? + a*sen®
= a*+b* — 2abcosH.

Secao 4.5

1. (a) L(z) = 40z — 140.000; (c) $780.000,00 (c) 3.500.

3. (a) Sejam x a distancia e y o peso. Entao

k
y=—.
x
Quando z = 6.400 e y = 91, obtemos k = 582.400. Portanto,
~582.400
-—

(b) Quando x = 7.040, obtemos y = 83. Portanto, o corpo pesara aproximadamente

83 kg a uma distancia de 640 km acima da superficie da Terra.
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. C(z) = 3z +100.000, R(z) = 5z e L(x) = 2z — 100.000. O ponto de equilibrio

corresponde a L(z) = 0, isto ¢, z = 50.000.

() y=25 b)) r=2%;(c)r=4;(d) y=4.

.y = 2.000x — 5.000, onde x representa o preco e y a quantidade ofertada.

V(x) = 423 — 14022 + 3.500z, 0 < x < 50.
A(z) = 1.000z — 2.

d(t) = 2+/2.500 + £2.

d(z) = V222 + 1222 + 16 + 52.

y(h) = Vh* + 2hr.

d(z) = V22 + 10.036.

d(t) = v/13.6252 — 10.400f + 4.225.

3.

(a) h = gr; (b) V(r) =

1 1
3 9

Aproximadamente 14 anos, 2 meses e 12 dias.

Aproximadamente 5 anos.

164 cm.
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Capitulo 5
Limites e Continuidade

Neste capitulo apresentaremos, de um ponto de vista intuitivo, as idéias bésicas sobre

limites que serao necessdrias na formulagao das difinicoes de continuidade, diferenciabili-

dade e integrabilidade de uma funcao real.

5.1 Limites

Seja f : R — R uma funcao definida por 2z + 1, isto &, f(z) = 2z + 1. O grafico de f
¢ uma reta que intercepta o eixo dos y no ponto (0,1) e intercepta o eixo dos x no ponto

(—3,0) (confira Figura 5.1).

Figura 5.1: Gréfico da fungao f(z) = 2z + 1.

Vamos considerar as tabelas

z 10,5 0,9 0,99 0,999 0,999
fl@)| 2 2,8 2,08 2,998 2,9998

»r [1,5 1,1 1,01 1,001 1,0001
flz)| 4 3,2 3,02 3,002 3,0002

107
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Pelas tabelas, notamos que, quando x se aproxima de 1, notagdo xr — 1, tanto pela
esquerda quanto pela direita temos que f(x) se aproxima de 3. Neste caso, dizemos que

f(z) tende ao limite 3 quando x se aproxima de 1, em simbolos

lim f(z) = 3.

r—1

Mais geralmente, seja f uma funcao qualquer. Se f aproxima-se de uma constante L,
quando x se aproxima de x( tanto pela esquerda quanto pela direita, dizemos que f tende

ao limite L. Neste caso, escreveremos

lim f(x) = L.

T—x0

O numero real L é chamado de limite de f no ponto xy (confira Figura 5.2). A notagao

x — xg significa que x estd muito préximo de xy mas = # xy. Formalmente, dizemos que

lim f(z) = L,

T—xo

se dado um nimero real € > 0, arbitrariamente pequeno, existe em correspondéncia um

0 > 0 tal que

reR, 0<|z—a| <d=|f(z)—L|<e

Figura 5.2: Representagao grifica de lim,_.,, f(z) = L.

Exemplo 5.1 Se f(z) = ¢ é a funcao constante, entao

lim f(z) =c.

T—T0

Solugao. Pelo gréfico de f (confira Figura 5.3),
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Y

— '\‘U -

Figura 5.3: Gréfico da fungao f(x) = c.

temos que o limite de f é igual a ¢, em qualquer ponto xg.
Exemplo 5.2 Se f(z) = x é a funcgdo identidade, entdo

lim f(x) = zo.
T—T0

Solugao. Pelo gréfico de f (confira Figura 5.4),

Y

Figura 5.4: Gréfico fungao f(x) = x.
temos que o limite de f é igual a xy, em qualquer ponto x.

Exemplo 5.3 Se f é a fun¢ao defimida por

r+1 sex <1,

/()

{

entao lim, 1 f(x) nao existe.

—x se x> 1,
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Solugao. Pelo gréfico de f (confira Figura 5.5),

VA

21...
)%
/ 5
?

/.

=Y

r+1 se z <1,

Figura 5.5: Gréfico da fungao f(x) = { -1
—r  se x> 1.

temos que o limite de f é igual a —1 quando x se aproxima de 1 pela direita e é igual
a 2 quando x se aproxima de 1 pela esquerda. Assim, o limite de f nao existe no ponto

xo = 1, pois ele depende de como z se aproxima de zy = 1.

Propriedade 5.4 Sejam f, g fungées quaisquer e ¢ uma constante. Se lim,_.,, f(z) = L
e lim, .., g(z) = M, entdo:

1. limy, .y (f + 9)(x) = L + M;
2. limy ., (f — g)(z) = L — M;
3. lim, ., (cf)(x) = cL;

4 limy 0o (fg)(2) = LM;

N
=
F
|
8
o
—~
~—
—~
8
~—
|

—ﬁ, com M # 0;

D
5
8
i
5
=

(@) = [L];
7. lim, g [f(x)]" =L",V ne€Z e L #0;

V' L L>0
S. hmx%xg n f(x) _ :l/_ Se - Y,

VL se L <0 en impar.
Exemplo 5.5 Calcular o limite lim,_,,,(ax + b).

Solucgao. Pelos Exemplos acima e as Propriedades 1 e 3, temos que

lim (ax +b) = lim (az) + lim b=a lim 4 b = axy + b.

T—xQ T—xQ T—x0 T—x0



5.1. LIMITES 111

Mais geralmente,

lim (a,z" + -+ + a1z + ag) = apxg + -+ - + a1z + ao.
T—T0

Exemplo 5.6 Calcular o limite

20 + w41
im ————.
r—1 3r+2
Solucgao. Pelas Propriedades e o Exemplo anterior, temos que

20+ +1  lim, (22 +z+1) 4

im = - =—.
z—1  3x+2 lim, (32 + 2) 5

Mais geralmente,

. ap "+ tartag apry + -+ a1+ ag
lim =
z—mcobmxm—i—~--—|—b1x—i—b0 bmx{)”—i——l—blxo—i—bo

se by’ + -+ + bixg + by # 0.

Exemplo 5.7 Calcular o limite

I x2—4
im—-.
z—2 2 — 31 + 2

Solugao. Note que nao podemos aplicar diretamente as propriedades, pois

_ 2 —4 lim, o(z? — 4) 0
lim = - = -,
e—=2722 —3x+2 lim, (2?2 —-3x+2) 0

o que é uma “forma indeterminada.” Neste caso, devemos primeiro manipular algebrica-

mente a expressao
2 —4
22 —3r+2
Como
P —d=(r-2)(@+2)er’-3x+2=(r—-2)(z—1)

temos que

_ 2 —4 . (x=2)(x+2) .. (z+2) lim, s(x+2)
lim ——— = lim = lim = —
e=212—3x4+2 2-2(x—2)(r—1) a2-2(x—1) lim, o(x—1)

=4,

4
1

pois © — 2 significa que (x —2) # 0. Note que, esse exemplo mostra que, para uma fungao

ter limite L quando x tende x(, nao é necessédrio que seja definida em xg.

Exemplo 5.8 Calcular o limite
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Solugao. Note que nao podemos aplicar diretamente as propriedades, pois

23 —1 lim, 4(z*—1) 13—-1 0
lim = — = =,
e—1 ¢ —1 lim, 1 (x — 1) 1-1 0

0 que é uma indeterminacao. Neste caso, devemos primeiro manipular algebricamente a

expressao
23 —1
r—1"
Como
P -l=(@-D@*+2+1)
temos que
31 —1)(2? 1
lim L gy D@ AT ) 1414123,
z—1 1 — 1 r—1 (1}—1) r—1

pois x — 1 significa que (z — 1) # 0. Mais geralmente,

ot —1
lim
z—1 r—1

= n.

Exemplo 5.9 Calcular o limite

Solugao. Note que nao podemos aplicar diretamente as propriedades, pois

i Yr—1 lim, (Y -1 J1-1 0
11m — e — —
=1 x—1 lim, i (z — 1) 1—-1 0’

o que ¢ uma indeterminacao. Neste caso, devemos primeiro manipular algebricamente a

expressao
Jr—1
r—1"
Como

a® —b® = (a — b)(a* + ab + b*)
temos, fazendo a = J/x e b =1, que

z—1

Va2 + Yo+ 1

x_lz(%—l)(e/x_?+€/5+l), ou ainda, \3/5—1:

Portanto,

. V-1 ) x—1 ) 1

lim = lim - = lim —

i1 —1 =1 (z — 1) (Va2 + Yz +1) =12+ Yz +1
1 B 1 1

lim, (V2 4+ ¥z +1) V124 Y1+1 3

pois x — 1 significa que (z — 1) # 0. Mais geralmente,

Yo — 1 1
lim\/:E = —.
z—1 r—1 n
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Observagao 5.10 Se lim, ., f(z) = L, L # 0 e lim,_,,, g(z) = 0, entdo lim,_,, %

nao existe.

Exemplo 5.11 Mostrar que
2+ +1
m -
-1 g2 —1
nao existe.

Solugao. Como
hq@¥+x+1y:3¢0elm¥ﬁ—¢):o
temos, pelo Observagao, que
. 4o+l
lim ———
a—1 12 —1
nao existe.

Exemplo 5.12 Mostrar que

nao eriste.

Solugao. Como
qu+$:4¢0ehq@—1fzo

lim & x—+3
z—1 (QU — 1)2

Exemplo 5.13 Mostrar, usando a definicao formal de limite, que

temos, pelo Observacao, que

nao existe.

lim(2x —3) =1

r—2
Solugao. Devemos mostrar que, para todo € > 0, dado arbitrariamente, podemos encon-

trar um 6 > 0 tal que
reR 0<|z—2/<d=|2z-3) -1 <e

Na resolugao deste tipo de desigualdade podemos, em geral, obter § > 0 desenvolvendo a
afirmacao envolvendo €. De fato,
€

|(2x—3)—1|:]2x—4|:2|x—2|<e=>\x—2\<2

Assim, dado € > 0, existe § < 5 tal que
O0<l|zr—2|<d=|22z—-3)—1]| <e,
pois

‘x—ﬂ<5:ﬁ$—ﬂ<§:>ﬁx—ﬂ<€$K%F3%—H:2M—ﬂ<ﬁ
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EXERCICIOS

1. Determinar, se existir, os limites abaixo:

lim(5z% — 9z — 8)

x—4

s 42?6243
lim 365787
2

2. Sabendo-se que

calcular os seguintes limites:

sen 5z
T

lim
x—0

: sen 3z
glgli% sen 2x

tanx

T

lim
x—0
lim
x—0

l—cosz

3. Calcular o limite

. 348
(6) zli>r£12 ﬁl_lﬁ
(f) lim MEE2=v2
z—0 z
: z—16
(9) :clg?ﬁ Vz—4
; 244243
(h> ZILHEZS - x—f—gg ‘
sen x
li =1
0 ’
0
et ) iy
lim =memsme (k). Jim
lim €=2=2%4 () lim
r—a r—a
| sen(azx + b)
im ——
s——t ar+0b

para todos a,b € R com a # 0.

5.2 Limites Laterais

Seja f: R — {0} — R a funcao definida por

/()

{

O gréfico de f é mostrado na Figura 5.6.

O
() lim
() g
0 iy
sen 5z

Vat3—3

sen 3z+senz
T CcosT

secxr—seca
r—a

tanz—tana

r—a

r—1 se x>0,
r+1 se x<O0.

4—+/16+h
h

z2—T7z+10
664

||
Vat+dx24+7
e~ T _621'

3
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-

~= Y

r—1 se x>0,

Figura 5.6: Gréafico da funcao =
1t : e f(x) { r+1 se x<O.

Vamos considerar as tabelas

z| 05 0,1 001 0,001 00001
| -0,5 —0,9 —0,99 —0,999 —0,9999

z|-0,5 —0,1 —0,01 —0,001 —0,0001
f@)| 0,5 0,9 0,99 0,99 0,999

Pelas tabelas, notamos que, quando x se aproxima de 0 pela esquerda, notacao x — 07,
f(z) se aproxima de 1 e quando x se aproxima de 0 pela direita, notagdo = — 07, f(z)
se aproxima de —1. Logo,

lim f(xr)=1e lim f(z)=—-1

z—0~ z—0+

A notacao

lim f(x)=1L (lim f(x):L)

T—xy =Ty

significa que: f aproxima-se do limite L, quando x se aproxima pela esquerda (direita) de

zo. O nimero real L é chamado de limite lateral & esquerda (direita) de f (confira Figura
5.7).
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A -
/ =
=

Il

—

/I—"\

-t

S

0 — X

Figura 5.7: Gréfico da funcao f.

Observagao 5.14 lim, ., f(z) = L se, e somente se,

lim f(z) = lim f(x)= L.

T—T( xﬂxar

Exemplo 5.15 Seja f a funcao definida por

or +5 sex < —1,
f(%): 21 1
Prirs €T L

Determinar lim,_, ;- f(z) e lim, , 1+ f(x).

Solugao. Como z — —17 significa que x < —1, temos que f(x) = bz + 5 e, pelas
propriedades de limites (que, pela Observacao, continuam validas para limites laterais),
obtemos

lim (524 5) =5(—1)+5=0.

rz——1"
Como x — —17 significa que z > —1, temos que

x? =1

flo) = 2 +4r+3

Note que nao podemos aplicar diretamente as propriedades, pois

r?2 -1 lim, , 4+ (2% — 1) 0

A s w21 dr+d) 0
o que é uma indeterminacao. Neste caso, devemos primeiro manipular algebricamente a
expressao
2?2 —1
22 +4x+3
Como
?—1=@-D(@+1) ez’ +40+3=(v+1)(x+3)
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temos que

, 2 —1 . (x=1D(z+1) .or—1
lim ———— = lim = lim = —1.
o1t 22 +4x+3  em—1t (x+1)(z+3) as—-—1tx+3

Note que
lim f(x)# linriJr f(z).

r——1" T——

Portanto, lim,_,_; f(x) nao existe.

EXERCICIOS

1. Determinar, se existir, os limites abaixo:

a) lir?+(\/x2 —25+3)  (e) lim 210 i) lim /8 — a3

r—2~

( (
() lim ov/9 =27 (f) lim Yai-16 (j) lim Va1
() lm o (9) lim 16 (k) lim 2%
: z+10 3 _ 1 —
(d) xlarﬁlo_ oo (h) zlg?— VT —1 (1) iLII%(5 + |62 — 3]).

2. Sejam P = (¢, d) um ponto pertencente ao gréfico da hipérbole zy =1e f : R — R
definida por
2dx 4+ 2¢ se x < 2,
flz) =
Scx —4d se x > 2.

Determinar os valores ¢ e d de modo que lim, .5 f(z) exista.

3. Seja f : R — R definida por

2+ 2 se v > —1,
- {2
r+c© se x < —1.

Determinar o valor ¢ de modo que lim,_,_; f(z) exista.
4. Seja f : R — R definida por

—2?+ se r <1,
flz)=« ¢ se r =1,
22 —-32+2 se x> 1.

Determinar o valor ¢ de modo que lim,_,; f(z) exista.
5. Seja f : R — R definida por

f<x):{x—c se x > 2,

2 4+cxr—5 sex<?2.

Determinar o valor ¢ de modo que lim, .5 f(z) exista.
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6. Seja f : R — R definida por

d—2x sex>2,
fl)=9q cx®+d se —2<ux<2,
T —c se v < —2.

Determinar os valores ¢ e d de modo que o limite de f(x) exista em todo R.
7. Seja f : R — R definida por

dz®> —3c  se x> 3,
fle) =4 (c+d)z sel<z<3,

—8x%2 —2¢ se x < 1.

Determinar os valores ¢ e d de modo que o limite de f(x) exista em todo R.

5.3 Limites Infinitos e no Infinito

Seja f : R — {2} — R a funcao definida por

O gréfico de f é mostrado na Figura 5.8.

VA

JHE

e

Figura 5.8: Gréfico da fungao f(x) (x_32)2.

Vamos considerar as tabelas

3 5 7 19 5 7 9 21
x‘123410 "E‘323410

€ .
flz)|3 12 27 48 300  f(x) |3 12 27 48 300

Pelas tabelas, notamos que, quando x se aproxima de 2 tanto pela esquerda quanto pela
direita temos que f(x) cresce sem limite. Neste caso, dizemos que f(z) tende ao infinito

(+00) quando x se aproxima de 2, em simbolos

lim f(x) = +o0.

r—2
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A notacao

lim f(z) = +00 <lim fla) = —oo>

r—To T—T0

significa que: f cresce sem limite (decresce sem limite) quando « se aproxima de z. Neste
caso, dizemos que f tem limite infinito ou, equivalentemente, o limite de f quando x se

aproxima de xy nao existe.

Exemplo 5.16 Mostrar que
Mo

Solugao. Pelo gréfico de f(z) = ﬁ (confira Figura 5.9),

VA

_

e

Figura 5.9: Gréfico da fungao f(x) = YL

temos que o limite de f tende ao infinito no ponto xy = 1.

A reta x = ¢ € uma assintota vertical do gréfico de f se pelo menos uma das seguintes

condicgoes for satisfeita:

L lim, .+ f(z) = —oo ou lim,_, + f(z) = +00;

2. lim,_,- f(z) = —oo ou lim,_, - f(x) = +o0.
Observagao 5.17 Se lim, .., f(z) = L, L # 0 e lim,_,, g(x) = 0, entdo lim,_,, % =
+00 ou lim,_,,, % = —00, isto é, o limite nao existe.

Exemplo 5.18 Calcular, se existir, o limite

I <
im ————.
z—1 32 — 4 + 3
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Solucgdo. E claro que lim, 2 =1. Sel <z <3,entdoz—1>0ex—3 <0. Assim,
r—1"=2—4r+3=(r—1)(x—-3)—0".

Logo, pela Observagao,

lim —— =
x—>1+$2—4l’+3

Se0<z<l,entaozr—1<0ex—3<0. Assim,

r—1" =2 —4r+3=(r—1)(x—3) — 0"

Logo, pela Observagao,

I > =
s gy R
Portanto,
lm ——%
a—1 22 —4x + 3
nao existe. De modo similar mostra que
. x ) T
a:lgi{)l* 2 —4r+3 T a:ligl+ x2—4x+3 =T

Portanto, concluimos que as retas © = 1 e x = 3 sao assintotas verticais do grafico da

funcao f definida por

R —{1. 3}.
+3,Vx€ {1,3}

1
fla) = —.
O gréfico de f(z) é mostrado na Figura 5.10.
VA
W4 __

Figura 5.10: Gréfico da funcao f(z) = 5.

2
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Vamos considerar as tabelas

z | 10 100 1.000 10.000 100.000
fx)| 102 107 107 107 10°%

r | 10 —100 -1.000 —10.000 —100.000
fx)] 102 10 1070 1071 102

Pelas tabelas, notamos que, quando x cresce sem limite tanto pela esquerda quanto pela
direita temos que f(x) se aproxima de 0. Neste caso, dizemos que f(z) tende ao limite 0

quando z cresce (decresce) sem limite, em sfmbolos

A notacao
lirf flx)=1L ( lim f(z)= L)

significa que: f(z) tem limite L quando x cresce sem limite (decresce sem limite). Neste
caso, dizemos que f tem limite no infinito.
A reta y = L é uma assintota horizontal do grafico de f se pelo menos uma das

seguintes condicoes for satisfeita:

L lim, o f(z) = L;
2. lim, 1 f(x) = L.

Observagao 5.19 Sejam K € R* er € Q, r > 0. Entao

lim 5:O e lim 520.
z——+oo T z——oo T

Podemos, também, considerar o caso em que tanto x como f(z) cres¢a ou decres¢a sem

limite. Neste caso, denotaremos por

lir}rl f(x) = +oo ou liI_I'_l f(z) = —o0,
lim f(z) = 400 ou lim f(z)= —oo.

Além disso, se lim, .1 g(x) =L, L # 0 elim, .1 f(x) = £oo, entdo lim,_,1 % =
+o0.

Exemplo 5.20 Mostrar que

lim 2" =+o00,V ne N,z > 0.

T——+400



122 CAPITULO 5. LIMITES E CONTINUIDADE

Solugao. Pelo gréfico de f(z) = 2" (confira Figura 5.11),

Y 4

Figura 5.11: Gréfico da fungao f(x) = z".

temos que o limite de f(x) é infinito. Se n € N é fmpar, entdo mostra-se de modo andlogo

que lim, , 2™ = —o0. Mais geralmente,
. . Qp—1 a1 Qo
lim (@z"+---+ax+ay) = lim 2"(a, + + et —)
—1
T——+00 r——+00 T xn n
= Zoo,
pois, pela Observacao,
. Qp—1 ay ag
lim (an+ +-- 1+ 1+_):ana
T—+00 xm "= "

onde a, > 0 ou a, < 0. Se n € N é fmpar, entao

lim (a,z" 4+ -+ a1x + ap) = +o0

Exemplo 5.21 Calcular, se existir, o limite

2 —2x+1
m —.
z—+o0 202 4+ Hx — 3

Solucgao. Note que nao podemos aplicar diretamente as propriedades, pois

. 2 =2z +1 lim, i o(2? —22+1) o0
11m = —_
z—too 22 +5r—3 hmx_>+oo(23;’2 + 5x — 3) OO’
o que é uma indeterminacao. Pelo Exemplo anterior, temos que
r? =2z +1 . P(1-2+4%) i (1-2+1)
im ———— = lim im
a—+o0 202 + bx — 3 w—+o0 12(2 4 g — :732) z—+o0 (2 + 5 _ :732)
lim, ., oo(1—24+L) 1-0+40
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Mais geralmente,

. apr” + e+ ar+ag , (an+a”’1—|—-~+m,‘f£1+g—2)
lim = lim =z

x—>+00bml’m—|—"'+b1l‘+b0 _-73_>+OO <b _|_bm71 _'_'___|_ 7?11_1 +£%>

¢ igual a 7=, 0 ou o0, se m =n, n < m oun > m.
m

Exemplo 5.22 Calcular, se existir, o limite

l -

im ———.

az—+oo 12 — 4x + 3

Solugao. Como o grau do polinémio  é menor do que o grau do polindmio 2% — 4x + 3

temos, pelo Exemplo acima, que

l -
im ——— =
z—+oo 12 —4x + 3
De modo similar, temos que
x
lim ———— =
z——oo 22 —4x + 3
Logo, a reta y = 0 é uma assintota horizontal do gréfico da fungao f(z) definida por
flx) =

X

_ VY R—-41. 3L
x2—4r+3’ re {1,3}

J& sabemos que as retas x = 1 e x = 3 sao assintotas verticais do grafico da fungao f.

Portanto, o esbogo do gréfico de f é dado pela Figura 5.12.

VA

=Y

Figura 5.12: Gréfico da fungao f(z) = ==

Exemplo 5.23 Calcular, se existir, o limite
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Solugao.
211 :1:2(1—1—95—12) Va2 (1—|—x—12) |z| (1+x—12)
lim = lm ————= 1 T = T
z—+oo x4+ 1 T——400 x(]_ + 5) T—+400 (1 + —) T—+400 (1 + —)
zy/(1+ %) 1+ % hm%m\/lerQ
= lm ————~—= lim =
T——+00 x(l + ;) r—+oo ] —|— = hmx*}+oo<1 —|—
EXERCICIOS
1. Determinar, se existir, os limites abaixo:
x245z41 s
(a) lim £t (f) lm (0+42-1)  (b) lm L
r+1 41 1
<b) zliqi :1:3+ 1 ) xErJPoo 55813 (l) xgmoo 1+e%
C . Vz2-3 1
(c) 31;1—>H} -z h) xl—1>r41—10<; V31 (m) xlir& Iter
(d) lim = ) hI_'I_l (Va2 +1—x) (n) lim 1+1 -
T— r— x—0— ex
() lim (- =5) 0) Jim (WVAZFT—VaT=1) (o) lim_ Yot

2. Determinar, se existir, as assintotas horizontais e verticais do gréfico de cada funcao

e esboce o gréfico:

(a) flz) =35 () flo)= 2= () fla)=2
) f@)==2 () f@)=y5 () f@)=ts—1
() flx) éigi (9) f@) =727 () fl@)=mm
(d) f(z) =555 (h) flo)=HE (1) fla) ==
3. Determinar os limites:
a hm 2245l d)  lim 52 g) lim 2\/z 43 Y145 Y
3+$ 2z—3 _ 5r2—1 i V3r—2+ 223
(b) hfg—“fgg () lim (g3 —ghg) () lim 2
© IS () (G- ()l 8
4. Sabendo-se que
1
lim (14 —)% =e,
r——+00 €T
calcular os seguintes limites:
@ Jlim 1+ (@ Imi-30)} () lm=a>0
6) Jim (1-27 (o) lm () (h) lim <t
() lm(l+4e)s  (f) lim (g7 (i) lim =ECE
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5. Calcular o limite

r—+00 €T
para todo a € R.
6. Calcular o limite
1 1 r+a
xiTOO + x + b) ’

para todos a,b € R.

5.4 Continuidade

Vamos considerar a funcao f : R — R definida por

f(a:):{ T ose r # 2,

4 se T = 2.
Note que:
1. f(2) =4, isto é, f é definida no ponto xy = 2;
2. lim, o f(x) = lim, .o % = lim, _.o(z + 2) = 4, isto &, lim, .o f(z) existe;
3. lim, . f(x) =4 = f(2).

Definicao 5.24 Sejam f uma funcdo e xq € R fixado. Dizemos que f é continua em 1z

se as sequintes condigoes sao satisfeitas:
1. f(xo) existe, isto é, f estd definida no ponto x;
2. lim, ., f(x) eziste, isto é, lim, ., f(x) é um nimero real;
3. lim, ., f(z) = f(x0).
Observagao 5.25 Sejam f uma funcao e xo € X = Dom f um intervalo aberto:

1. Se f é continua em xq, entao

lim f(z) = f(lim z).
T—T0 T—T0
2. Dizemos que f é continua em X se f é continua em todos os pontos de X. Intu-
itivamente, f é continua em X se o grifico de f pode ser tragado, completamente,

sem tirarmos o lapis do papel.

Se pelo menos uma das condigoes da definigao de fungao continua f em zy nao for
satisfeita, dizemos que f é descontinua em zy. Neste caso, temos os seguintes tipos
descontinuidade:
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1. O ponto zp ¢ uma descontinuidade removivel de f se f(xy) nao estd definido e

lim, .., f(x) existir ou

lim f(x) # f(xo)-

Tr—XT0

Porque podemos remové-la definindo adequadamente o valor f(x).

2. O ponto zy € uma descontinuidade tipo salto de f se os limites laterais existirem e

sao diferentes, isto é,

lim f(x) # lim, f(z).

T—Ty T—T)

3. O ponto zy é uma descontinuidade essencial de f se

lim f(z) =+o0 ou lim f(x)= %oc.

Exemplo 5.26 Determinar se a fun¢ao

_:E4—1

fz) =

z—1
é continua em xq = 2. Caso contrdrio, dizer o tipo de descontinuidade.
Solugao. Neste tipo de problema, devemos primeiro encontrar o dominio da fungao

f. E fécil verificar que Dom f = R — {1}. Como zy = 2 € Dom f, podemos falar da

continuidade ou nao de f em zy = 2.

24 1
2) = =15
isto é, f estd definida no ponto xy = 2;
) Coat—1 201
R I H

isto &, lim,_,» f(z) existe;

lim f(z) = 15 = f(2).

r—2

Portanto, f é continua em xy = 2.

Exemplo 5.27 Determinar se a fun¢ao

2 —x—2

f(x) =
(z) —
é continua em xog = 2. Caso contrdrio, dizer o tipo de descontinuidade.

Solugao. E claro que Dom f = R—{2}. Como zy = 2 ¢ Dom f temos que f ¢ descontinua

em xy = 2, isto é, f ndo estd definida no ponto zo = 2 (confira Figura 5.13).
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N
/n )~
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2

Figura 5.13: Gréfico da funcao f(z) = &=%-2.

r—2

Neste caso, devemos dizer o tipo de descontinuidade de f.

2 _ _
i & % 2 _ lim (x —2)(z+1)
=2 -2 T—2 Tr—2

= lirg(x +1)=3.

Assim, xq = 2 é uma descontinuidade removivel de f, pois a funcao g : R — R definida
por

3 se r =2,

(&) = { fo) se w42,

¢ continua em xg = 2.

Exemplo 5.28 Determinar se a fun¢ao

fz) =

2 sex=1

)
{ Q1 s 7é ]_,

é continua em xo = 1. Caso contrdrio, dizer o tipo de descontinuidade.

Solugdo. E claro que Dom f = R. Como x5 = 1 € Dom f temos que f estd definida no
ponto zg = 1, isto &, f(1) = 2.

2 _ _
limix T 2:1im($+2)($ D

z—1 x—1 z—1 r—1

= lin%(x +2)=3.

Como lim,_; f(z) # f(1) temos que f é descontinua em xy = 1 (confira Figura 5.14).
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Y 4

— g — P L, —

.

/ 0> 1+

22 4+x—2
1
Figura 5.14: Gréfico da fungao f(z) = 1 ser#l
2 se T = 1.

Assim, g = 1 é uma descontinuidade removivel de f, pois a funcao g : R — R definida
por

o(z) = { f(2) sew#1,

3 se v =1,

é continua em xg = 1.

Exemplo 5.29 Determinar se a fun¢ao

f(x):{ —r+3 sex <1,

—x+2 sex>1

é continua em xo = 1. Caso contrdrio, dizer o tipo de descontinuidade.

Solucdo. E claro que Dom f = R. Como 2o = 1 € Dom f temos que f esta definida no
ponto zo = 1, isto ¢, f(1) = 1.

lim f(z) = lim (—x+3) =2

z—1- z—1-

lim f(z) = lim (—z+2)=1

x—1+ r—1+

Como lim, ;- f(x) =2 # 1 =lim, .1+ f(x) temos que lim,_,; f(x) ndo existe e, assim, f
¢ descontinua em zy = 1 (confira Figura 5.15).
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0> 1+ \
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.

—r+3 sex<l1,

Figura 5.15: Grafico da funcao f(z) =
& ¢ f() {—x+2 se r > 1.

Portanto, ro = 1 é uma descontinuidade tipo salto de f.

Exemplo 5.30 Determinar se a func¢ao

é continua em xo = 0. Caso contrdrio, dizer o tipo de descontinuidade.

Solugao. E claro que Dom f = R—{0}. Como xy = 0 ¢ Dom f temos que f é descontinua
em zo = 0, isto é, f nao estd definida no ponto xy = 0. Note que,

lim f(z) = lim — = —o0
z—0~ z—0- X

1
li = lim — = .
S0 = g g = e

Portanto, o = 0 é uma descontinuidade essencial de f.

Propriedade 5.31 Sejam f,g: X CR — R duas fungoes. Se f e g sao continuas em
xo € X, entao:

1. f+ g é continua em 9 € X;

2. [ — g é continua em xy € X;

3. cf, onde ¢ é uma constante, é continua em xy € X;
4. fg é continua em xy € X;

5. f, com g(xg) # 0, é continua em xy € X;

6. |f| é continua em xo € X.
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Prova. Vamos provar apenas o item 1. Como f e g sao continuas em zy € X temos que

lim f(z) = f(zo) e lim g(z) = g(xo).

r—T0o T—T0

Logo, pela Propriedade 1 de limites, obtemos

Jim (f +9)(2) = lim [f(z) +g(2)] = lim f(z) + lim g(z)
= f(xo) + g(z0) = (f + 9)(wo).
Portanto, f + g é continuas em zy € X. [ |

Teorema 5.32 Sejam f: X - Reg:Y — R duas fungoes, comImf C Y. Se f é

continua em xq € X e g é continua emyy = f(zo) € Y, entao go f é continua em xy € X.

Prova. Como f e g sao continuas em z e ¥y, respectivamente, temos que

lim f(z) = f(x0) e lim g(y) = g(yo) = g(f(x0)).

Assim,
Jim (g0 f)(2) = lim g(f(x)) = g(lim f(z)) = g(f(z0)) = (g0 f)(z0).
Portanto, g o f é continua em zy € X. |

Note que, se f(z) = apz" + - -+ a1z + ag, entdo f é continua em todo R. Também, se

apTr™ + -+ a1x + ag
by @™ + -+« + by + by’

fz) =
entao f é continua em todo R, onde
bpx™ 4+ 4+ bix + by # 0.
Exemplo 5.33 Mostrar que a funcao f: R — R definida por
f(x) = |z
é continua.

Solugao. Se = # 0, entdo |z| = x ou || = —x e, assim, f ¢ continua em todo R — {0}.
Resta mostrar que f é continua em 0. Note que

lim [z| = lim 2 =0 e lim |z| = lim (—z) = 0.
z—07t z—07t z—0~ z—0~

Assim, lim, o |z| = 0 = |0| = f(0). Portanto, f(z) = |z| ¢ continua em todo R (confira
Figura 5.16).
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VA

.

Figura 5.16: Gréfico da fungao f(z) = |z|.

Seja f : [a,b] — R uma fungao. Dizemos que f é continua em [a, b] se f é continua em
la,b] e

lim f(z) = f(a) e lim f(x) = f(b).

r—a™t T—b—

Exemplo 5.34 Mostrar que a fungdo f : [—3,3] — R definida pela regra f(z) = v/9 — a2

é continua.

Solugao. Sejam h(z) = 9 — 22, para todo x € [—3,3], e g(x) = \/x, para todo z € R, =
[0, +00[. Entao é claro que, h é continua em | — 3, 3[. Além disso,

lim h(z) = lim (9—2%)=0=h(-3) e lim h(z) = lim (9 —2%) =0 = h(3).

r——31 r——31 r—3~ T—3~

Assim, h é continua em [—3,3]. De modo andlogo, mostra-se que g é continua em R,.
Portanto, g o f é continua em [—3, 3].

EXERCICIOS

1. Mostrar que as seguintes funcoes sao continuas no ponto indicado:
(@) fl@)=Vv2r=5+3z, m9=4 () f(z)=32"+T— S, 29=-2
b) flz)= V22 +2, 20=—b d) f(z)= 2L, 29=S8.

2x+17

2. Classifique as decontinuidades das fungoes abaixo:

(a) f(x):{xQ_l se z <1 (c) f(x):{|x+3l se x # —2

4—z sex>1 2 se r = —2
22+1 sex<1 r—1 sex<1
(b) flr)=4¢ 1 se z =1 (d) flr)=¢Q 22—-1 sel<z<2 .

r+1 sex>1 r+1 sex>2
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3. Determinar todos os pontos para os quais a funcao f é descontinua:

(a) f@)=mis (0 f@) =355 (@ f@)==5
O f@)=mm @ f@)=x5% () f@) =45

4. Determinar se cada funcao é continua ou descontinua em cada intervalo:

Va —4, em [4,8];
(b) f(z) = 555, em [3, +o0];
(c) flz) = {

(d) f(z) =5, em |14

(e) f(x)=+16—z, em | — 00, 16].

5. Seja f : R — R definida por

(S o5

—
&
~—
=
\a¥
I

2—x sel<z<2,

em [1,2];
3r—2 sex<l,

o
& se x = 1.
Determinar o valor ¢ para que f seja continua em todo R.

6. Seja f : [%,+oo[ — R definida por

f(a) :{ BT s,

c se T = 2.
Determinar o valor ¢ para que f seja continua em todo [%, +00.

7. Seja f : R — R definida por

2242 se x> —1,
f(:r)z{ )
r+c¢© se x<—1.

Determinar o valor ¢ para que f seja continua em todo R.

8. Seja f : R — R definida por

f@):{x—c se r > 2,

>’ +cr—5 sex<2.
Determinar o valor ¢ para que f seja continua em todo R.
9. Seja f : R — R definida por

—6x se x > b,
fl)=4q cx+d se 2<xz<5,
3x se x < 2.

Determinar os valores ¢ e d para que f seja continua em todo R.
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10.

11.

12.

13.

14.

15. Seja f : R — R definida por f(x) = cx + d, onde ¢,d € R e ¢ # 0. Calcular

CONTINUIDADE

Seja f : R — R definida por

d—x sex>2,
fl)=9q cx®>+d se —2<ux<2,

Tr—c se v < —2.

Determinar os valores ¢ e d para que f seja continua em todo R.

Seja f : R — R definida por

dr®> —2c se x> 3,
fle)=9q (c+d)x sel1<z<3,

—22—2¢ se r < 1.

Determinar os valores ¢ e d para que f seja continua em todo R.

Seja f : R — R definida por

vr+8 sex>1,
f@)=1% cx+d se0<x<1,
322 -1 se z<0.

Determinar os valores c e d para que f seja continua em todo R.

Seja f : R — R definida por
f(x):{ % se x # 4,

c se v = 4.
Determinar o valor ¢ para que f seja continua em todo R.

Seja f : R — R definida por

1 sexeZ,
f<x):{2 se x ¢ 7.

(a) Esbocar o grifico de f em [0, 5];
(b) Calcular lim,_.4 f(z) e lim, s f (x);

(c) Para que valores de xg o lim,_.,, f(z) existe? Justifique.

f@)=f(zo).

xr—xo )

(b) limy, .o f(ffo+h});f(ffo)'

(a) limg_.,

133
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Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 5.1

3.

. (a) 36;

(k) 0

1.

(b) —1; (¢) 13; (d) ndo existe; (¢) —§; () V2 (g) 8 () 25 (1) —§; () —5s;
1) 0.
2. (a) 5 (b)

3.
29
secatana; (1) sec? a.

(©) 1; (d) 05 () 3; (f) 0; (g) cosa; (h) —sena; (i) 10V3; (j) 4; (k)

Secao 5.2

(a) 3; (b) 0; (c) 15 (d) =15 (e) 5: (£) 0; (g) 8; (h) 0; (i) O; (j) 0; (k) 4; (1) 5.

c==xled==+1.

1.

2.

d.

6.

c==+£2.
c=0.

c=1
c=—-led=3.

7. c=—-2e¢d=-2.

Secao 5.3

1. (a) nao existe; (b) nao existe; (c) ndo existe; (d) nao existe; (e) nao existe; (f) nao
existe; (g) nao existe; (h) 1; (1) —1; (j) 05 (k) 35 (1) 35 (m) 05 (n) 1; (o) 5.

N
S
[

>

) =

c)x=

5

5 assintota vertical e y = % assintota horizontal;

1 assintota vertical e y = 0 assintota horizontal;

—% assintota vertical e y = —% assintota horizontal;
0, z = % assintotas verticais e y = % assintota horizontal;

e) assintota vertical ndo tem e y = % 2 assintota horizontal;
)

f) x = 2 assintota vertical e y = 1 assintota horizontal;

(
(
(
(d) z =
(
(
(

g) assintota vertical ndo tem e y = —2 assintota horizontal;
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3.

4.

D.

6.

(h) x = 1 assintota vertical e ndo tem assintota horizontal;

(i) x = 0 assintota vertical e ndo tem assintota horizontal;

(j) * = —1 assintota vertical e y = 0 assintota horizontal;

k) x = —1, x = —4 assintotas verticais e nao tem assintota horizontal;

(
(1) ndo tem assintota vertical e y = 0 assintota horizontal.

() 003 (b) 003 (¢) 00 (d) 005 (e) F (£) 0; (2) 3v/3; () §V2 (1) —3v2.
(a) €% (b) 7% (c) €% () €75 (e) e73; (F) e12; (g) loga; () 5; (i) 2.

e.

e.

Secao 5.4

1.

(a) limy .z f(2) = V3412 = f(w0); (b) limy gy f(2) = 3 = f(20); (¢) limy—s f(2) =
19_% = f(z0); (d) lim, s, f(z ):%:f($0>'

(a) Como lim, ;- f(z) = 0 # 3 = lim, .1+ f(x) temos que a decontinuidade de f
em xg = 1 é do tipo salto;

(b) Como lim,_, o f(z) = 1 # 2 = f(zp) temos que a decontinuidade de f em
ro = —2 é removivel;

(c¢) Como lim,_,; f(z) =2 # 1 = f(xo) temos que a decontinuidade de f em zo =1
é removivel;

(d) Como lim, ;- f(x) =0 # 1 = lim, 1+ f(z) temos que a decontinuidade de f

em xg = 1 é do tipo salta.

(a) Continua em R — {—3,2}; (b) Continua em R — {—2,6}; (c¢) Continua em
R —{-2,1}; (d) Continua em R — {—3,4}; (e) Continua em R — {0}; (f) Continua
em R —{—1,1}.

(a) Continua; (b) Descontinua; (¢) Continua; (d) Descontinua; (e) Continua.

c=3.

¢= 2T
c==+£2.
c=1
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10. ¢ = —
1. c=—-Sed=—3.
12. c=4ed=—-1.

13. ¢ =
14. (b) lim, 4 f(x) =2 e lim,_5 f(z) =2 (c) 20 € R~ Z.

15 (a) hmwﬂxo M = ¢ (b) hthO M = c.

T—x0



Capitulo 6

Diferenciabilidade

Usando o estudo de limites apresentaremos o conceito de derivada de uma funcao real
e estabeleceremos férmulas e técnicas gerais para uséd-las no cédlculo de derivadas sem
apelar para limites. Isto permite aplicar o conceito de derivada a qualquer quantidade
ou grandeza que possa ser representada por uma fungao. Como grandezas desse tipo
ocorrem em quase todos os ramos do conhecimento, aplicacoes da derivada sao abundantes

e variadas.

6.1 Derivada

Como motivagao vamos apresentar trés problemas concretos:

Primeiro - Vamos considerar o problema que consiste em tragar a reta tangente 7' a

uma curva C' em um ponto qualquer P desta curva segundo Leibniz (matematico alemao

Gottfried Leibniz, 1646 - 1716).

Na geometria elementar a reta tangente 7" em um ponto P de um circulo (conicas) C'
pode ser interpretado como a reta que toca C nesse ponto ou, equivalentemente, a reta
que é perpendicular ao raio de C'. Nao podemos estender esta interpretacao a uma curva
C qualquer, pois a reta que toca uma curva C' em um sé ponto nem sempre é tangente
a curva C. Assim, nosso objetivo é definir a inclinagdo da reta tangente em P, pois

conhecendo a inclinagao, podemos determinar a equacgao da reta tangente.

Seja C' o grafico de uma funcao f, isto é,

C={(z,y) ERxR:y= f(a)}.

137
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fGx + h)

N

=Y

Figura 6.1: Reta tangente ao gréfico de C.

Seja P = (xo,%0), com 3o = f(xp), um ponto de C, onde desejamos tragar a reta
tangente & C. Seja Q = (x¢ + h, f(zo + h)), com h # 0, qualquer outro ponto de C.
Entéo, a inclina¢ao da reta secante PQ) (confira Figura 6.1), é dada por

f(xo 4+ h) = f(x0)
p :

tanf =

Note que, quando h se aproxima de 0 temos que tané se aproxima de um ntmero m.
Neste caso, definimos a reta tangente & curva C', como sendo aquela que passa por P e
cuja inclinacao é m, isto &,

Y—"% Zm($—$0)7

onde

o — Jig L @0 ) = f(wo)
h—0 h

Observagao 6.1 Se m aprorima-se de 400 ou —oo quando h se aproxima de 0 e f é
continua em xg, entio definimos a reta tangente a curva C' no ponto P = (xg, f(x)),

como sendo a reta vertical x = xg.

A reta mormal a curva C' que passa pelo ponto P é a reta que passa por P e é

perpendicular a reta tangente a curva C' em P, isto &,
Yy —yo =m'(z — x0),
onde m-m’ = —1.
Exemplo 6.2 Determinar as retas tangente e normal a curva

y=2% em P=(2,4).
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Solugao. Sabemos que a reta tangente a curva, dada pela equagao y = 2% em P = (2,4),
é por defini¢ao

onde

f(2)

m = limf(2+h)_
h—0 h
2 _
_ lim(2+h) 4
h—0 ]’L
. A4+4h+h2—4
= lim
h—0 h

= lim(4+h)=4.
h—0

Portanto,
y—4=4(r—2) ou y =4z — 4.

A reta normal é dada por

1 1 9
y—4:—z(x—2) ou yz—zx—l—i.

Exemplo 6.3 Determinar as retas tangente e normal a curva
y=1+vVr—2 em P=(2,1).

Solugao. Sabemos que a reta tangente a curva, dada pela equacdo y = 1 + v/ — 2 em
P =(2,1), é por definigao

onde

mo= lm h
o 1+4vVh-1
= lim
h—0 h
"
)
= hm3 = 400
h—0 h2

Neste caso, z = 2 ¢é a reta tangente & curva e a reta normal é dada por y = 1.

Segundo - Vamos considerar o problema que consiste em determinar a velocidade de um
movel que se move em uma trajetéria qualquer segundo Newton (matemadtico inglés Isaac
Newton, 1642-1727).

Seja s = s(t) o espago percorrido por um maével até o instante t. Entéo

As = s(t + At) — s(t)
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é o espago percorrido desde o instante t a t + At, onde At # 0 (confira Figura 6.2).

As

S(t+AD) o~

Figura 6.2: A trajetéria de um mével.

Portanto, a velocidade média v,,, do mével, neste intervalo de tempo que vai de t a t + At,

é definida por

_ s(t+At)—s(t)  As

B At At

Dizemos que o movimento é uniforme quando v,, = v é constante qualquer que seja o

Um,

intervalo de tempo considerado. Neste caso, temos que
s(t) = so + vt,

onde so = s(0). Assim, se o movimento nao for uniforme, a velocidade média nada nos
diz sobre a velocidade do mével em um dado instante {. Por exemplo, consideremos
um automoével indo de Joao Pessoa para Campina Grande. Entao em um instante ¢ do
intervalo de tempo ty a ty + Atg, o automével poderia registrar 80 km/h ou 30 km/h ou
mesmo estd parado para um lanche do motorista. Portanto, para termos informacoes
mais precisa sobre o estado do movimento de um movel em um instante préximo de um
dado instante ¢, vamos definir a velocidade instantdnea do moével por
s(t + At) — s(t) . As

W= T A A A

Exemplo 6.4 De um balao a 150 m acima do solo, deira-se cair um saco de areia.
Desprezando-se a resisténcia do ar, a distdncia do solo ao saco de areia em queda, apds
t sequndos, é dada por

s(t) = —4, 9> + 150

Determinar a velocidade do saco de areia:

1. Quando t = a sequndos;

2. Quando t = 2 sequndos;
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3. No instante em que ele toca o solo.

Solugao. 1. Note que no instante em que o saco é jogado, t =0, e
5(0) = —4,9(0) + 150 = 150 m.

Sabemos que a velocidade instantdnea do saco no instante t = a é dada por
. sla+At) —s(a)
o) = T
. —4,9(a + At)? + 150 — (—4,9a* + 150)
= lim
At—0 At
. —9,8aAt —4,9A¢?
= lim
At—0 At

= lim (—9,8a — 4,9At) = —9,8a m/s.
At—0

2. Pelo item anterior v(2) = —19,6 m/s. Finalmente, no instante em que ele toca ao solo

devemos ter s(t) = 0, isto ¢,

150
—4.924+150=0< > =
I+ 4,9

Nesse instante a velocidade de impacto é dada por

&t =5,53s.

v(5,53) = (—9,8)(5,53) = —54,19 m/s.

Terceiro - Vamos considerar o problema que consiste em determinar o custo marginal
para descrever a variacao de uma quantidade em relagao a uma outra quantidade.

Seja y = C(x) o custo total para produzir e negociar no mercado as primeiras x
unidades. Entao

Ay = C(x + Azx) — C(z)
é o acrescimo no custo total, onde Az # 0 é o aumento na producao (confira Figura 6.3).

Custo A

Clx +AY

@

[

1
0 1 <« X +Ax Quantidade

Figura 6.3: Gréfico da funcao custo total C'.
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Portanto, o custo médio C,, no custo total por unidade, que vai de = a x + Ax, é definido

por
Clz+Az) = C(zx) Ay
Ax Az

Vamos definir o custo marginal de producao por

Cn =

. Cl+Ar) - C(x) . Ay
Cu(@) = A, Az Ai—0 Az’

Em Economia,  é muito grande e, assim, Az = 1 é muito pequeno comparado com =,
por essa razao, muitos economistas descrevem o custo marginal (real) como o custo de

produzir uma unidade a mais, isto é,
Cu(z) = C(x+1) — C(x).

Exemplo 6.5 Suponhamos que o custo total para produzir e megociar as primeiras x

unidades é dado por

1
Yy = §x2+2x+20.
1. Deduza a formula para o custo marginal por unidades produzidas.

2. Qual é o custo marginal das primeiras 50 unidades produzidas?

3. Qual é o custo real de produgdo 51.* unidade?

Solugao. 1. Como
1
Ay=Clx+Az)—C(z) = (z+2+ §Ax)Ax
temos que

Ay 1
CW—E—ZL’—FQ—FEAJI

] T+ 2+ 1Ax)Ax
Cute) = Jim,

, 1
= dmeratass)
= x+2.

2. Quando sao produzidas 50 unidades, x = 50 e Ciy(x) = 52 §/u.
3. O custo real de producgao da 51¢ unidade é

Cal(51) = O(50-+ 1) ~ C(50) = 225 — 1300 = %

Portanto, Cr(51) = $70, 50.
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Sejam X C R um intervalo aberto, f : X — R uma funcao e o € X. Dizemos que f

é deriwdvel em xy ou é diferencidvel em xg se o limite

iy L@+ 1) — f(ao)
h—0 h '

existir. Para indicar o limite acima, usaremos as notacoes

d .
f/(xO)a f/a d_iay/aD:Ef ou y.

Note que, fazendo x = zo + h ou h = x — xy, obtemos que
h—0< 2 — x.

Portanto,

f'(x) = lim fwo+h) = f(wo) _ lim M

h—0 h T—x0 T — X

Observagoes 6.6 1. A inclinag¢io da reta tangente ao grifico de y = f(x) no ponto

P = (xo, f(x0)) € f'(wo).
2. A taza (instantdnea) de variacao de y = f(x) em relagio a x em x¢ é f'(x).
3. f é derivdvel no intervalo aberto X = la,b| se f'(z) existir para todo x € X.

4. [ € derivdvel no intervalo fechado X = [a,b] se f é derivdvel no intervalo aberto

]a, b[ €, além d’éSSO, as derivadas latemis
f (a ) :Jclﬂl at Tr—a ¢ (b ) aclﬂl b— z—>b

ezistirem.
Exemplo 6.7 Calcular a derivada de y = +/x, para todo x € ]0,400].

Solugao. Pela definicao, devemos calcular o seguinte limite

o) =t LD 1)

h—0 h

VETT -

o AT BT+ v

h—0 (\/FJF\/_)
1

m =
haox/;c+h+\/5 2/x

= lim
h—0

Portanto,

f(z) = F e Dom f' = ]0,+o0].
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Note que f nao é diferenciavel no intervalo fechado [0, +oc], pois

f(07) = lim

Neste caso a reta x = 0 é tangente vertical ao grafico de f.
Exemplo 6.8 Calcular a derivada de y = |x|, em x¢g = 0.

Solugao. Pela definicao devemos calcular o seguinte limite

- f(z) — f(0)
"0) =1
f'(0) lim = —2
= lim m
x—0
Note que,
r—0ter>0s |z =u1
Logo,
tim 2 w1
z—0t T z—0t T
E
r— 0 ©r<0e|z]=—x
Logo,
T L G N
z—0—- T z—0— T
Portanto,
lim m
x—0

nao existe. Assim, f’(0) ndo existe e, neste caso, dizemos que xy = 0 é um ponto anguloso
do gréfico de f e Dom f" =R — {0}.

Exemplo 6.9 Determinar a reta tangente ao grafico da curva
y=—52+8x+2, em P=(-1,-11)
e 0s pontos do grifico em que a reta tangente é horizontal.

Solugao. Sabemos que a equagao da reta tangente ao gréfico da equagao f(z) = —bx? +
8r +2,em P =(—1,—11), é dada por

y+11=f'(-1)(x +1).
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Assim, basta calcular a derivada de f em zy = —1.
- fe) = f(=1)
1 _ J\F) I
S0 xlinfll r+1
. —hr?+8x+13
= lim

r——1 T + 1
(x 4+ 1)(=5x + 13)

= lim
r——1 T + 1
= lirzll(—5x +13) =18.

Logo,
y+11=18(x+1) ou y =18z +7
é a equagao da reta tangente ao grafico da equagao. Os pontos do grafico em que a reta

tangente é horizontal sdo aqueles em que a inclinagao é igual a zero, isto é, f'(x) = 0.

Assim, basta determinar o limite

flx+h) = f(x)

/ o .
fle) = |im h
_ —5(z + h)? 4+ 8(x + h) + 2 — (—5z? + 8x + 2)
I h
. —10hx — 5h% + 8h
= lim
h—0 h
= }llin%(—l()x +8 —5h) = —10z +8
e fazer —10x + 8 = 0, isto &,
4 4., 4 26
——cy=-5(= Z42=2=
T=rey 5(5) —1—85 + :
Portanto,
4 26
Q= (37?)

é o tnico ponto do grafico em que a reta tangente é horizontal.

Observacao 6.10 Uma funcao f é derivdvel em xq se, e somente se, as derivadas laterais

eristem e sao iguais em .

Pelos exemplos acima ¢ facil ver que, a derivada f'(x) de y = f(z) é também uma
fungao de z. Assim, podemos considerar sua derivada, que é chamada de derivada sequnda
de f e é definida por
f'(@) = (o)

T—T0 T — 2o
desde que o limite exista. Usaremos também os simbolos
y f

f 7@7y//7D32:f ou y

para indicd-la. De modo andlogo, consideram-se derivadas terceira, quarta, etc.
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Exemplo 6.11 Calcular a derivada sequnda de y = /x, para todo x € ]0,+0o0].

Solugao. Sabemos que

1
'=—— V€ ]0,+o0|.

y_z\/E

Assim, pela definicao devemos calcular o seguinte limite

f'(x+h) = f'(x)

" _ :
Flo ==
1 1
— lim 2vz+h 2z
h—0 h
Vr—Vath

\/_\/(:Jc+h

5
NN
2h Oh\/ (x + h)
| (E- VT RWE+VETR)
2

i h(V/Z + Vo + h)\/z(x + h)
—1

1
2h~°<W+I> z(z + h)
1 1

TNV

Portanto,

f(x) =— e Dom f” = ]0,+o0].

Teorema 6.12 Se [ é derivdvel em xqy, entdo f é continua em xy.

Prova. Suponhamos que f seja derivavel em zy. Entao

fz) = f(wo)

T—Xxo r — T

existe. Como x — xg # 0 temos que

lim [f(2) - f(zo)] = lim {M} (x— a0)

T—T0 T—T0 Tr — X
— lim [M} - lim (z — o)
T—2x0 r — X T—T0
= f/(l’0> 0= 07
isto &, lim,_.,, f(z) = f(xo). Portanto, f é continua em x. [ |

Observagao 6.13 A reciproca do teorema acima é falsa. Basta observar que a funcao

f(z) = |x| é continua em xy = 0, mas nao é derivdvel em o = 0.
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EXERCICIOS

1. Determinar as retas tangente e normal a curva dada no ponto de abscissa dada.
Esboce o gréfico em cada caso.

(a) f(z)=2—-22x+1, em =0 (e) f(z)=2, em xo =

(b) f(x)=2*—2-2, em 29=—-1  (f) f(x)—m%rl, em xo =0

() f(z)=12%—4z, em xo=2 (9) fl@)=z+2, em z9o=1%

(d) f(z)= /v, em 20 = —8 (h) f(x) =V +1-2, em 2= —1

2. Determinar as retas tangente e normal a curva, com a inclinacao da reta tangente

dada. Esboce o gréfico em cada caso.

(a) f(x)=2% comm=-8 () f(z)=—z, comm=—}

(b) f(x) =23 com m =12 (d) f(x)= —%f, com m = —3.

3. Calcular as derivadas laterais das fungoes abaixo para provar que as fungoes sao ou
nao derivaveis em xy. Esboce o grafico em cada caso.

(a) f(x) =2z +2[, em zg = —2;

(b) f(:v)={ SR e =

r—95 sex>1,

3(x+1)% se x>0,
(c) f(x):{ 3((96_2)2 ) em xo = 0;

7l se x < 0,

(d) f(z)=v2—23 em zq = 1;

(f) f(:v)z{ — Ll s w20, 0

22 +1 se x <0,

4. Calcular a derivada segunda das funcoes abaixo nos pontos indicados.

(a) f(z)=—a®+22% em z¢9=—1 (c) f(z)=—31, em zp=2
(b) f(r)=+zx+3, em =1 (d) f(zx)= ﬁ, em o = 5.

5. Determinar se as funcgoes abaixo sao derivdveis nos intervalos indicados.

) f(x) =1, em[0,2] e [1,3];

) f(z) =V, em [-1,1] e [-2, —1];
(c¢) f(z) =+v4—x,em [0,4] e [-5,0];

) fla) =vVA—a? em [-2,2] e [-1,1].
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10.

11.

12.
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Usando o gréfico de cada fungao f determinar o dominio de f’.

22 se x>0, 20 +3 se x> —1,
(a) flz) = 2 se x <0. (c) flz) = —x? se r < —1.

x? se x> 1 -3 se x>0
b — ) d — — b
O T@ =3 0r 1 o<t D IOV 2y wazo

Um projétil é lancado verticalmente do solo com uma velocidade inicial de 112 m/s.

Ap6s t segundos, sua distancia do solo ¢ de s(t) = —4, 9t* + 112t metros:

(a) Determinar a velocidade do projétil quando t = 2, 3 e 4.
(b) Quando o projétil atinge o solo?

(c) Determinar a velocidade no momento em que ele atinge o solo.

. Um atleta percorre uma pista de 100 m de modo que a distancia s(t) percorrida apés

t segundos ¢ dada por s(t) = % + 8t metros. Determinar a velocidade do atleta.

(a) No inicio da corrida.
(b) Quando t =5 s.
(c) Na reta final.

. Um balao esférico estd sendo inflado. Determinar a taxa de variacao da drea S da

superficie do balao em relagao ao raio r.

(a) Para r qualquer.

(b) Para r =1m.

Dois carros partem de um mesmo ponto, um em direcao a leste, com velocidade
cosntante de 60 km/h, e o outro em diregdo norte, com velocidade cosntante de
80 km/h. Deduza uma expressdao para a taxa de variagdo da distancia entre os

carros em relacao ao tempo.

Suponhamos que o custo total para produzir e negociar as primeiras x unidades é
dado por
y = 2° — 302? + 500 + 200.

(a) Deduza a férmula para o custo marginal por unidades produzidas.
(b) Qual é o custo marginal das primeiras 10 unidades produzidas?

(¢) Qual é o custo real de produgao 10¢ unidade?

Suponhamos que o custo total para produzir e negociar as primeiras x unidades é
dado por
y = 32 + 2 + 500.
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(a) Deduza a férmula para o custo marginal por unidades produzidas.
(b) Qual é o custo marginal das primeiras 41 unidades produzidas?

(c) Qual é o custo real de produgao 41% unidade?

13. Seja f : R — {zp} — R uma fungao definida por

_ g(=)
f(l') - x4 ZIZ'O’
onde g : R — R é uma fungao com g(xo) = 2x¢, ¢'(x0) = 1 e 9 # 0. Mostrar que

f'(xo) = 0.

14. Seja f : R — R uma fungdo tal que f(z +y) = f(z) + f(y), para todos z,y € R.
Mostrar que se f(0) = 0 e f'(0) = zo, entdo f é derivavel e f'(z) = x¢, para todo
z € R.

6.2 Técnicas de Derivacao

O processo de calculagao de uma derivada por meio da definicao pode ser tedioso se
f(z) é uma expressao complicada. Nesta segao, apresentaremos férmulas e técnicas gerais
que nos permitem determinar f’(z) sem recorrer ao limite.

Seja f : R — R uma funcao definida por f(x) = mx + b, isto é, f é uma funcdo afim.
Entao f'(xz) = m. De fato.

flx+h) = f(x)

/ o .
flz) = lim h
B hmm(a:+h)+b—(ma:+b)
- h—0 h
= limm—h:: lim m = m.
h—0 h, h—0

Em particular, quando f é a fungao constante, temos que f'(z) = m = 0.

Exemplo 6.14 Seja f : R — R uma funcao definida por f(x) = ", para todon € Z e
x # 0 quando n < 0. Entdo f'(x) = nz"'.

Solugao. Vamos considerar primeiro o caso em que n > 0.

f(x+h) = f(x)

flz) = lim h
TN C )t
h—0 h ’

Pelo Teorema Binomial, obtemos

—1
(x+h)" =2" +na" h+ %x”_ghQ N 7 Ay L
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Logo,
. [In + nx"1h + n(”_l)xn72h2 4+t nxhnfl + hn] — "
/ _ 2
flz) = |im h
. na"1h + ”(”2—1)xn72h2 44 nzh™ 4 pn
= lim
h—0 h
: n—1 n(” — 1) n—2 n—2 n—1
= }lllr%(nx —i—TI h+---4+nzh"*+h"")
= na" L
Sen <0, entao n = —k com k > 0. Assim,
, N o ) K R € ) i
Foy ==
.o —(z+h)k . (z+ R =2k
R A T h g BT AT
1
_ k—1
R >
isto &,
fl(z) = —ka™"1 = na"t,

Finalmente, se n = 0, entao f(z) =1 e f'(x) = 0= 02°"!. Tente provar que, se

comz > 0en € Z, entao

Mais geralmente, provaremos na préxima segao que se f(z) = 2", com z # 0 e r € Q,

entao f'(r) = rz" L.

Exemplo 6.15 Determinar as trés primeiras derivadas de f(x) = T3,

Solucgao. Pelo exposto acima, temos que

1 1
flz) = gﬂf%_1:§f§
f”(m) = —%x%lz—gx%
10 s 10 s
" _ Mo~ _ 1Y -8
[le) = e =g

Teorema 6.16 Sejam X C R um intervalo aberto, f,g : X — R duas fungoes e c € R

uma constante. Se f e g sao diferecidveis em X, entao:

L (cf) =cf’

2. (f+g9)=f+4d;
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3. (f—9)=r1—-4.
Prova. Vamos provar apenas o item 2. Dado =z € X, temos que

(f+9)(x+h) —(f+9) (=)

(f +9)(x) = lim

h—0 h
_ oy JE ) g+ h) — f(z) - g(@)
h—0 h
— lim flx+h) = f(x)+g(x+h) —g(z)
h—0 h
_ }Liné f(x—i-h})L—f(:E) +}Lir%g(ac+hli—g(x)
= f(@)+4(z) = (" +9) (),
istoé, (f+g9) =f +¢. .

Exemplo 6.17 Calcular a derivada de
f(z) = 22* — 52 + 2% — 4o + 1.
Solucgao. Pelo Teorema acima, temos que
f'(z) = 82° — 152% + 20 — 4.
Exemplo 6.18 Determinar todos os valores de x do grifico da curva
y = 2%+ 22 — 4z + 5,

em que a reta tangente é

1. horizontal,

2. paralela a reta 2y + 8x = 5.

Solucgao. Pelo Teorema acima, temos que

@ =32% + 4z — 4.
dx
1. A reta tangente é horizontal se
@:0@3902—1—435—4:0@36:—2 ou x:z
dx 3
Assim, a reta tangente é horizontal ao gréafico da curva quando xr = —2 ou z = §
2. A reta tangente é paralela a reta 2y + 8x = 5 se
dy
du

Assim, a reta tangente ao gréafico da curva é paralela a reta 2y + 8x = 5 quando =z = —

4
:—4<:>3x2+4x—4:—4<:>x:—§ ou z =0.

Wl

ouz =0.

Sabemos que o limite do produto (quociente) é o produto (quociente) dos limites o

mesmo nao ocorre com a derivada, como mostra o teorema a seguir.
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Teorema 6.19 Sejam X C R um intervalo aberto e f,g: X — R duas funcoes. Se f e

g sao diferecidveis em X, entao:

L (f(z)g(2)) = f'(z)g(z) + f(x)g'(2).
9 (Lx))/ _ f’(x)g(x)—J;(w)y’(x)7 quando g(z) # 0. ]

g(x) g()

Exemplo 6.20 Calcular a derivada de
f(z) = Vr(z® +z —4).

Solucgao. Pela Regra do Produto, temos que

1
f(x) = m(ﬁ + 2 —4) + V(22 + 1).
Exemplo 6.21 Calcular a derivada de
dr — 5
flz) = 2 + 3
Solugao. Pela Regra do Quociente, temos que
, 420 4+ 3) — (4v —5)2  8r+12—8x+ 10 22
(2x +3) (2x + 3) (2z + 3)

Exemplo 6.22 Determinar todos os valores x do grifico da curva

f(a) = Va(a® = 3z +2),
em que a reta tangente é horizontal ou vertical.

Solugao. Sabemos que

1
f(z) = 2 2(962—33:4—2)—1—\3/5(2:5—3)
T
(2% — 32 4+ 2) + 3x(2z — 3)
3V/z?
T2 — 122 + 2

3v/ a2

A reta tangente é horizontal se
flr)=0T2> - 120 +2=0<2=6— V22 ou = = 6+ v/22.

Assim, a reta tangente é horizontal ao grifico f quando x = 6 — /22 ou x = 6 + v/22.
As possiveis retas verticais ao grafico de f ocorre nos pontos onde o denominador da
expressao que determina f'(x) é zero, isto é, em x = 0. Como f ¢é continua em z =0 e

Tx2 — 122+ 2 B

3 +OO

. ! o .
/) =g

xr2

temos que o gréafico de f tem uma tangente vertical em x = 0.
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Observagao 6.23 A derivada de algumas fungoes especiais:
1.

2.

EXERCICIOS

1. Calcular a derivada de cada funcao e simplificar.

(a) f(z)=—bat+ 42> —x+15 (e) f(z)= m;‘fgﬁg

(b)) flz)=("-T7)(22° +2?+2-5) (f) f(z)=tanz

() f(z)= (22— 435 + 1)(690 —5) (9) f(z)=cotx

(d) flz)=14+1+5+% (h) f(x)=secuz.
2. Resolver as equagoes f'(z) =0 e f’(x) = 0 em cada caso

(a) f(z)=22%—32% — 36z + 4 (d) f
(b) f(z)=42®+212* — 242 + 11 (e) f
() f(z)=62*+2423 — 54022 +7 (f) f(=

3. Determinar as retas tangente e normal ao gréfico de cada funcao no ponto indicado.

x) = 625 — 52% — 3023 + 11z

(a) f(z) =32%—2\/x, em P = (4,44);
(b) f(z) = 2+1,ernP (—2,1);
(c) yr =4, em P = (4,1).

3

4. Determinar o ponto do gréfico de y = z° em que a reta tangente intercepta o eixo

dos  no ponto 4.

5. Determinar os pontos do gréfico de y = Va3 — /& em que a reta tangente é paralela

aretay —x = 3.

6. O raio r (em ¢m), de uma bola de futebol a ser inflada, apés ¢ segundos é dado
por r = 3/t para t € [0,10]. Determinar a taxa de variacdo em relagdo a t quanto
t=8s:

(a) Do raio r.
(b) Do volume V.

(c) Da drea da superficie S.
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6.3 Regra da Cadeia

As técnicas de derivacao obtidas nas SecOes anteriores nao podem ser aplicadas dire-

tamente a expressoes como

sen(2z) e Va2 +2x +3

Note que
(sen(2z))" # cos(2z),

pois sen(2x) = 2senx cosz e pela Regra do Produto, obtemos

(sen(2x)) = 2[cosxcosx + senx(— sen)]

= 2[cos® v — sin? 2] = 2 cos(2z).

Assim, se f(x) = senz e g(z) = 2z, entao a forma de determinar a derivada de (fog)(z) =
sen(2x) foi primeiro fazer a composi¢do e manipulagoes para depois calcular a derivada.
Para obter a derivada de sen(3x) as manipulagoes ja sdo mais trabalhosas. Portanto, a
chave para determinar a derivada de f o g sem fazer a composi¢ao e manipulagoes é dada

pelo seguinte teorema.

Teorema 6.24 (Regra da Cadeia) Sejam X,Y C R intervalos abertos, f: X — R e
g : Y — R duas fungoes diferencidveis em X eY, respectivamente, com Im f CY. Entao

go f é diferencidvel em X e

(g0 f)(x) =g (f(2)f'(x).

Note que se y = g(u) e u = f(x), entdo a férmula acima torna-se

dy _dy du
dr  du dx’
Exemplo 6.25 Calcular a derivada de

y = a2+ 2z + 3.

Solucao. Note que, y = u%, onde u = 22 + 22 + 3. Logo, pela Regra da Cadeia, obtemos

20 +2 2w 42

dy dy du
3u’ 3(22 + 2z + 3)5

1
dr  du @—gu

W=

(22 +2) =

Exemplo 6.26 Calcular a derivada de

y:x2}x2—4|.
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Solugao. Como |22 — 4] = /(22 — 4)* temos que

2(x% — 4)2
y = 2w/ (22 —4)° +2° (@ )2z
24/ (22 — 4)°
223 (2% — 4)
_ 2
= 2£L' ‘I — 4} + W
o 2z(a® —4) (2" — 3% — 4)
B 2% — 4 '

Exemplo 6.27 Calcular a derivada de y = tan(10z?).
Solugao. Pela Regra da Cadeia, obtemos
y = sec?(102?) - 20z.
Exemplo 6.28 Calcular a derivada de y = x", onde r € Q e x # 0 quando r < 0.

Solugao. Sejar ==, m,n € Z,n # 0 e u = z™. Entao, y = un e pela Regra da Cadeia,

obtemos
y/:@.d_u_lu%_l.majm_lzm.u%xm_l _@.xml n"'_(m 1) —rraj 1'
du dxr n n n
EXERCICIOS
1. Calcular a derivada de cada fungao.
(a) f(z) = (2* -3z +8)3 (e) f(z)=cos"kx,k#0
(b) flz) = L5 (f) f(z) =tan’(a® — 3z +8)
() f(x)=(62—=T73°@B2*+9)> (9) f(x)=cot?(V8z®+27)
(d) f(z)= V/8x3+27 (h) f(z)= tan2 x secd .

2. Calcular a derivada de y = 2", onde r € R e > 0. (Sugestao: Note que
"= e" log x

e use a Regra da Cadeia.)

3. Determinar as retas tangente e normal a curva no ponto indicado e a abscissa no

grafico em que a reta tangente é horizontal.
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(a) y = (42? — 8z + 3)*, em P = (2,81);
(b) y= (22 —1) em P = (1,1);

(¢) y=(z+21)5 em P =(1,32);

(d) y=+v222+1, em P = (—1,V/3);

(e) y =3z +sen(3x), em P = (0,0);

(f) y =x + cos(2x), em P = (0,1);

Se h(z) = (fog)(x), f(2) =—4, g9(2) =2, f'(2) =3 e ¢(2) =5, determinar h(2) e

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 6.1

1.

(a)y=-2r+ley=42+1;(b)y=-3r—-3ey=12x+1; (c)y=8—16e¢
y=—sr+5 (D y=fHr—jey=—120-98 () y= —jr+ 3 ey =4z + 5 (f)
y=—c+ley=x+1;(gy=-3r+4ey=3z+5; (h)z=—-ley=—-2.

(a)y=-8r—16ey=20+L (b)y=12z-16ey=—15z+ 2 ouy =12z + 16

ey=—fr—i(y=—3r—3ey=2c-3(d)y=—3z+ey=3z+3<ou
y=—-3z—Pey=sr— 3

(a) Como f'(—27) =2 e f/(—27) = —2 temos que f nao é derivdvel em zo = —2;
(b) Como f'(1t) =3 e f/(17) = —2 temos que f ndo é derivdavel em zy = 1; (c)
Como f'(07) = 6 e f'(07) = —3 temos que f nao é derivdavel em zo = 0; (d)
Como f(17) = =3 e f'(17) = —2 temos que f & derivdvel em zo = 1; (e) Como

f(1T) = 400 e f/(17) = +oo temos que f nao é derivavel em 2o = 1; (f) Como
f/(0f)=0e f'(07) =0 temos que f é derivavel em zy = 0.

(2) f"(=1) =105 (b) f"(1) = =55 (¢) f"(2) = =%; (d) f"(5) = hs-

(a) Em [0, 2] ndo, pois f(0) ndo existe, em [1, 3] sim; (b) Em [—1, 1] ndo, pois f'(0)
nao existe, em [—2, —1] sim; (c¢) Em [0, 4] ndo, pois f'(4~) nado existe, em [—5,0]

sim; (d) Em [—2, 2] ndo, pois f nao existe em | — 2,2[, em [—1, 1] nao.

(a) 92,4m/s, 82,6 m/s e 72,8 m/s; (b) 45,714 s; (¢) —336 m/s.

. (a) 8m/s; (b) 10m/s; (b) 12m/s.
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9. Como S(r) = 4mr? temos que a taxa de variagao ¢ S’(r) = 87r; (b) S'(r) = 87 m/s.

10. Como d = 100t temos que taxa de variagao é igual a 100 km/h.
11. (a) 3z% — 60z + 500; (b) $200, 00; (c) $201, 00.
12. (a) 6z + 1; (b) $241,00; (c) $244, 00.

13. Basta notar que

f/(.f[)) = lim

5 (- 20)@+ o)
— Im 9(x) — g(xo) — (x — o)
v—wo  (x— x0)(z + 0)
— lim 9(x) — g(x0) — (x — xo)
v—=z0 (2 — o) (T + 7o)
— Im 9(x) — g(xo) — lim (z — @)
v—wo (r — x0) (T + )  7—m0 (x — 2p)(x + o)
— 1 1 _
= ¢ (20 2_130 - Q_xo =

14. Basta notar que, para cada x € R,

o) — 1 L) = @)

h—0 h h—0 h h—0

fh) . fO+h) = f(0)

Secao 6.2

= lim — = lim Y = 1'(0) = ax.

1. (a) =202 + 8z — 1; (b) 162" + 72° + 62° — 252* — 422* — 142 — T; (c) 362 — 68z +

26; (d) —ZHZeE3; (e) —22u el () oc? 1; (g) — cossec?x; (h) secatanw; (i)

(x2—2x+3)2 )
— cosseczx cot x.

2. (a) =2,3e3; (b) =4, 2 e =15 (¢) 0, =3 + 321, =3 — 321 e =5, 3; (d) -2, 2 ¢

0; (e) 0, 4 e ndo existe solugao; (f) —3, 1 e ndo existe solucao.

3. (a)y=Yr—50cy=—22+208 b)y=20+2ecy=—20-3(c)y

ey =4x — 15.
4. P=(-23,-8V3) e Q = (3v3,5V3).

5. P=(3,—%)eQ=(1,0).
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6. (a) 7 cm/s; (b) 36 cm?® /s; () 127 cm? /s.

Secao 6.3

2 2 o 6234622 —9x—4.
1. (a) 3(z* — 3z +8)" (22 — 3); (b) 2—(2 L

¢) 18 (6 — 7)* (8% +9)* + 32 (62 — 7)° (822 + 9) a; (d) 8LLLL 2,
e) —7 (cos® (kx)sen (kz)) (k);
(tan? (22 — 3x + 8)) (1 + tan? (2? — 3z + 8)) (22 — 3);

(

(

(f) 3

(g) 24 (cot? v/8x3 4 27) (—1 — cot? v/823 + 27) 3‘8%1?7352;

(h) 2 (tan xsec® z) (1 + tan? z) + 3 tan® z sec® x;

-\ 1cos\/x 1

i) 3 Ve T oo cosT

2.y =ra" L
3. (a) y=864r—164T ey = —gz+33; 2 3 e 1; (b)) y =202 —19 e y = — 550+ 5¢;
Lly=3ex=L-lel(dy=-23V3z+iV3ey=3vV3z+230; (¢)

y—Gxey— 1x 1+2k7r para todo k € 7Z; (f)y:x+ley:—x—|—1el+1—122k7r,
para todo k € Z.

4 h(2) = —4e N (2) =15.



Capitulo 7
Comportamento de Funcoes

Neste capitulo usaremos os conhecimentos de derivada dada no capitulo anterior para
estudar o comportamento do grafico de uma funcao. O leitor interessado em mais detalhes

pode consultar [3].

7.1 Maximos e Minimos

Sejam X um intervalo de R e f : X — R uma funcao. Um ponto ¢ € X é um ponto

de maximo local de f, se existir um intervalo aberto |a, b[ contendo ¢ tal que:

f(x) < f(e), Vo€ la,bl.

Neste caso, dizemos que f (¢) é o valor mdximo de f em |a,b]. Um ponto d € X é um

ponto de minimo local de f, se existir um intervalo aberto ]a, b contendo d tal que:
fd) < f(z), Vo€ la,b].

Neste caso, dizemos que f (d) é o valor minimo de f em ]a, b].
Se f(z) < f(c), para todo x € X, dizemos que ¢ é um ponto de mdximo absoluto de

f. Se f(d) < f(x), para todo z € X, dizemos que ¢ é um ponto de minimo absoluto de

f.

Exemplo 7.1 Determinar o mdzimo e o minimo, se existirem, da fungao f(z) = 4 — 2*

em cada intervalo:

1. X =[-21].
2. X =]-21]
3. X =11,2.
4o X = 1,2

159
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Solugao. Primeiro vamos construir o grifico da fungao (confira Figura 7.1).

y F 3

Figura 7.1: Gréfico da fungao f(z) =4 — 2.

1. Pelo grafico da fungao, temos que ¢ = 0 ¢ um ponto de méximo e f (0) = 4 é o valor

méximo. Por outro lado, ¢ = —2 é um ponto de minimo e f (—2) = 0 é o valor minimo.
2. Neste caso, esta fun¢do nao tem minimo, isto é, ndo existe ¢ € | — 2,1[ tal que
f(c) < f(x), para todo x € | —2,1[. De fato, suponhamos, por absurdo, que exista um

tal ¢ de modo que
flo < f(x), Vee]—-2/1]

Tomando um d € | — 2, ¢[, temos que f (d) < f(c), o que é uma contradigao.
3. Pelo grifico da fungdo, temos que ¢ = 1 é um ponto de méximo e f(1) =3 é o
valor maximo. Por outro lado, ¢ = 2 é um ponto de minimo e f (2) = 0 & o valor minimo.
4. Neste caso a fun¢do ndo possui nem ponto de méximo e nem de minimo. (Prove
isto!)

Teorema 7.2 (Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao. Se f é continua, entao f

tem pelo menos um ponto de mdzimo e pelo menos um ponto de minimo em [a,b]. |

Teorema 7.3 Seja [ : [a,b] — R uma fun¢do continua. Se ¢ € la,b] é um ponto de

mdzimo ou minimo de f, entdo f'(c) =0 ou f'(c) ndo eziste.

Prova. Suponhamos que f’(c) exista e f (z) < f (c¢), para todo = € [a,b]. Entao

@)= 1)

T—C r —cC

= ['(o).
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Assim,
! gl ERT f(x) B f(C)
F(e) = 7y = i DI <
) f (@)= ()
! el =N\ 7 Tr)— C
£ = 7y = i L= 5
isto &, 0 < f’(¢) < 0. Portanto, f'(c) = 0. [

Exemplo 7.4 Seja f : [—1,1] — R definida por f (z) = x3. Entdo f'(x) = 32%. Assim,
em c =0, temos que f'(0) = 0. No entanto, 0 nao é ponto de maximo e nem de minimo

de f. Portanto, a reciproca do Teorema acima é falsa.

Definicao 7.5 Sejam X CR e f: X — R uma fun¢ao. Dizemos que ponto c € X é um

ponto critico de f se f'(c) =0 ou f'(c) nao existe.

Exemplo 7.6 Determinar os pontos criticos da fun¢ao f : R — R definida por f(x) =
3 -3z + 1.

Solugao. Para obtermos os pontos criticos de f devemos resolver a equacao f'(z) = 0.
Logo,
317 -3=0=2"-1=0=12==+1.

Portanto, x = —1 e & = 1 s@o os pontos criticos de f com f(—1) =3 e f(1) = —1.
Teorema 7.7 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R uma fun¢éio tal que f continua
em [a, b] e derivdvel em ]a,b[. Se f (a) = f (b), entdo existe pelo menos um ponto ¢ € |a, b

tal que f'(c) = 0.

Prova. Primeiro interpretaremos o resultado geometricamente (confira Figura 7.2).

VA

fCa)=f(b) |-=--

O | ———

~Y

0 a

Figura 7.2: Representacao geométrica do Teorema de Rolle.
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Se f(x) = f(a), para todo x € [a, b, entdo f é constante. Portanto, f'(x) = 0, para todo
x € ]a,b] e o teorema vale.

Suponhamos que f(z) # f(a), para algum = € [a,b], digamos f (a) < f(x). Entao,
pelo Toerema 7.2, o ponto de méximo (ou minimo) ¢ de f ocorre em |a,b[. Portanto,
f'(e) =0. [

Exemplo 7.8 Seja f : [~1,1] — R uma funcio definida por f (x) = v/22. Entdo é facil
verificar que f é continua e f(—1) =1= f(1). Como

flay =50

temos que f'(0) nao existe. Entretanto, isto nao contradiz o Teorema de Rolle, pois f

nao é derivqvel em | — 1, 1].

Teorema 7.9 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R wma fungdo tal que f
continua em [a,b] e derivdvel em |a,b[. Entdo existe pelo menos um ponto ¢ € |a,b| tal

que:
f(b) = f(a)

(0

Prova. A equacao da reta secante ao grafico de f que passa pelos pontos P = (a, f(a))

e Q= (b, f(b)) & dada por:

S (b) — f(a)
y- =0T )
ou ainda,
b) —
y=IO T o)y pw),
Vamos definir g (z) por:
gx) = flz)—y
(G A s U PR R
E claro que g ¢ definida e continua em [a, b] e derivével em Ja,b[. Como g (a) = g(b) =0
temos, pelo Teorema de Rolle, que existe pelo menos um ¢ € Ja,b[ tal que ¢'(c) = 0.
Sendo ;
g(@) = ) - LD
obtemos
o= 10110
]

Observagao 7.10 Uma interpretacao geométrica do Teorema do Valor Médio é: existe
pelo menos um ponto P = (c, f(c)), com ¢ € Ja,b], tal que a reta tangente ao grdfico de

f em P seja paralela & reta secante que passa por A = (a, f(a)) e B = (b, f(b)).
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Exemplo 7.11 Seja f : [-1,2] — R uma fungio definida por f (x) = x + 2z. Determi-

nar o numero ¢ do Teorema do Valor Médio.

Solugdo. Como f(—1) = -3, f(2) =12 e f'(z) = 32 + 2 temos que

2)— f(-1
sty _ TO-ICD
2—(-1)
12— (-3)
B 3
= 5.
Logo,
3 +2=5
cuja solugéo é ¢ = +1. Note que, —1 ¢ | — 1,2[. Portanto, ¢ = 1 é o tinico ponto em

| — 1, 2[ que satisfaz o Teorema do.Valor.Médio.

EXERCICIOS

1. Determinar os pontos de maximo e minimo de cada funcao no intervalo indicado.

(a) f(z)=—223—622+51=[-31]
f(z) =32 =100+ 7,1 = [-1,3]

(b)

(¢) flz)=1—x31=][-1,8]
(d) f(z)=2*—522+4,1=10,2].

2. Determinar os pontos criticos de cada fungao.

a) f(z)=-223—-622+5 (9)

(

(b) f(x) =322 10z +7 (h)
(¢) flo)=1-a5 (2)
(d) f(z)=2"—52"+4 (7)
(e) [f(z)=va*-16 (k)
(f) flz)=Va*—z-2 (1)

f(@) =355

f(z) =senx — cosz

f(z) =sen’x — cosx

f(x) =62 — 3sen2z + 8 cos® &
f(z) =z —tanz

f(z)=x —cotx

3. Seja f : R — R uma fungao definida por f(x) =1+ x3. Mostrar que:

(a) f nado possui nem pontos de maximo, nem pontos de minimo local.

(b) f & continua em |0, 1] mas ndo tem maximo e nem minimo ai. Explique por

que isto nao contradiz o Teorema de Weierstrass.

4. Sejam I um intervalo de R e f : I — R uma funcao. Mostrar que f satisfaz as

hipéteses do Teorema de Rolle em [ e determinar todos os ¢ no interior de I tais

que f/(c) =0

(a) f(z)=32%—120+ 11,1 =[0,4] (d)
flz) = =222 —122+ 5,1 =[-7,1] (e)
flx) =2 +42®> + 1,1 = [-3,3]

(b)
(c)

f(z) =sen2zx,I =0, 7]
f(x) =cos2x +2cosz, I = [0,27]
(f) f(z)=senz —cosz, I =0,%].
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5. Seja f : [a,b] — R uma fungdo. Determinar se f satisfaz as hipéteses do Teorema
do Valor Médio em I = [a, b], em caso afirmativo, determinar todos os ¢ € |a, b| tais

que

(a) f(z)=52>—-3z+1,I=1[1,3] (d) f(x)=3x"+5x3+15z,1=[-1,1]
(0) fl)=3*+z-41=[15 (e flz)=senz,]=[0,35]
() flx)=25,1=[-88] (f) flz)=tanz, I =[0,%].

6. Seja f : [0,2] — R uma funcdo definida por f(z) = 5+ 3(x — 1)5. Mostrar que
f(0) = f(2) e f'(c) # 0 para todo ¢ € ]0,2[. Explique por que isto ndo contradiz o

—

Teorema de Rolle.

7. Seja f :[1,4] — R uma funcao definida por f(z) = |x — 2|. Mostrar que nao existe
c € |1,4] tal que
f4) - ()
, p—

Explique por que isto nao contradiz o Teorema do Valor Médio.

8. Sejam f : R — R uma funcio definida por f(x) = 23 + q2®> + pr +7r e I = [a,b].
Mostrar que no méximo dois nimeros em |a, b| satisfaz a conclusao do Teorema do
Valor Médio.

9. Mostrar que
|senb —senal < |b—al, Va,beR.

7.2 Regioes de Crescimento e Decrescimento

Nesta secao estudaremos as regioes de crescimento e decrescimento de uma fungao, as

quais sao imprescindiveis no esbogo do grifico de uma fungao.

Teorema 7.12 Seja f : [a,b] — R uma funcgao tal que f continua em |a,b| e derivdvel

em |a,bl. Entao:
1. Se f'(x) =0, para todo x € ]a,b|, entdo f é constante em todo [a,b].
2. Se f'(x) > 0, para todo x € |a,b[, entdo f é crescente em todo [a,b].
3. Se f'(x) <0, para todo x € |a,b|, entdao f é decrescente em todo [a,b].

Prova. Vamos provar apenas o item 2. Dados z1, x5 € [a,b]. Se 21 < x5, entdo devemos
provar que f(z;) < f(xz2). De fato, aplicando o Teorema do.Valor.Médio em [z1,x5] C

[a,b], existe ¢ € ]z, z2[ tal que

f'(c) _ f(r2) = f(71)
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Como f'(¢) > 0 e xg —x1 > 0 temos que f(x2) — f(x1) > 0, ou seja, f(x1) < f(z2).
Portanto, f é crescente em [a, b]. [

Exemplo 7.13 Seja f (z) = 23 + 22 — 52 — 5. Determinar as regides de crescimento e

decrescimento de f.

Solugao. 1.° Passo. Determinar o dominio de f. Neste caso, D (f) = R.

2.° Passo. Determinar os pontos criticos de f, isto &, resolver a equagao f’(x) = 0. Neste

caso,
32 4+ 22 — 5 =0.
Logo, x = —% e r = 1 sao os pontos criticos de f;
3.2 Passo. Determinar as regioes de crescimento e decrescimento de f.
Como —2 € ] —o0,—2] e f'(—2) = 3 > 0 temos que f ¢ crescente em | — co, —2J;
Como 0 € | —2,1[ e f'(0) = =5 < 0 temos que f ¢ decrescente em [—2,1];
Como 2 € |1,+o0] e f/(2) = 11 > 0 temos que [ & crescente em [1, +00.
Portanto, f é crescente em | — 0o, —2] e [1, +00[ e decrescente em [—32, 1] (confira Figura

7.3).

7\ N/
+—@ g t & t
-2 % -0 1 2

Figura 7.3: Regioes de crescimento e decrescimento de f.

Teorema 7.14 (Teorema do Valor Intermediario) Sejam f : [a,b] — R uma fungao
continua e « = f(a), f = f(b). Se v € [«, 8], entdo existe ¢ € [a,b] tal que vy = f(c). A

Observagao 7.15 Seja f : [a,b] — R uma func¢ao tal que f' continua em ]a,b|. Se existir
c € la,b[ tal que f'(c) >0 (f'(c) <0) e f'(z) # 0, para todo x € |a,b[, entdo f é crescente
(decrescente) em todo |a,b]. De fato, suponhamos, por absurdo, que exista d € la,b| tal
que d # c e f'(d) < 0. Entao, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe e € [c,d] tal

que 0 = f'(e), o que é uma contradi¢ao.
Exemplo 7.16 Mostrar que e* > x + 1, para todo = € [0, +00].

Solugao. Vamos considerar a fungao f : [0, +oo] — R dada por f(z) =¢” — (z+1). A
equagao

fl(x)y=¢"—1=0
tem uma tinica solugdo x = 0. Assim, z = 0 é o dnico ponto critico de f. Logo, f'(x) > 0,
para todo z € |0,4o0[, isto ¢, f & crescente em [0, +oo[. Portanto, f(z) > f(0), para
todo x € [0, 4+00[. Assim,

e —(r+1)>0=e">x+1,
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ocorrendo a igualdade apenas se z = 0.

Exemplo 7.17 Sejam x1,xs,...,x, € Ry.. Mostrar que

Tit -t
-

VT1xg Xy <

Solugao. Sejam
T+ Tyg+ -+ T

A= " e G = Y1129 T,
n
Como % — 12> 0, para cada i = 1,2,...,n, temos, pelo Exemplo anterior, que

i Z; .
ea 1221, Vi=1,2,...,n.

Multiplicando membro a membro, obtemos

zytegt-Hw T1Xg T
T n_p > 142 n

(& = An

Sendo 1 + x9 + - - - + x, = nA, obtemos

n

12% ou G < A.

L4

Note que a igualdade vale se, e somente se, & — 1 = 0, para cada i = 1,2,...,n. Além

disso:

1. Sexy +x9+ -+ x, = C, com C constante, entao P = z1x5 - - - x, serd maximo
quando

T1 =Ty ="'+ = Tp.

2. Se 129+ x, = C, com C constante, entao S = x; + x5 + - -+ + x,, serd minima
quando

T1 = Tg =+ = Tp.

Exemplo 7.18 Sejam f,g : [a,b] — R duas fungdes tais que f e g sejam continuas em
[a,b] e derivdveis em Ja,b]. Se f(a) < g(a) e f'(z) < ¢'(x), para todo x € |a,b[, entdo
f(z) < g(x), para todo x € [a,b].

Solugao. Vamos considerar a funcdo h : [a,b] — R definida por h(z) = g(x) — f (z).
Logo, h(a) > 0 Como

W(xz) =g'(x) — f'(x) 20, Yz € Ja, b,

temos que h é crescente ou constante em |a, b[. Portanto, h(x) > h(a), para todo x € |a, b].
Assim,

g(x) = f(z) > gla) = f(a) > 0= g(z) > f(2).
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EXERCICIOS

1. Determinar as regioes de crescimento e decrescimento de cada funcao.

(a) flx)=2*—z+5 (d) flx)=2*+x—2
(b) f(zx)=2*—622+11x —6 (e) f(zv)=-2*+2z+1
() f(z)=2a*—32>+1 (f) f(z) =223 +5.

2. Mostrar que 2" — 1 > n(z — 1), para todon € Ne z € [1, +o0].
3. Mostrar que z < tanz, para todo x € [0, 5.

4. Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes tais que f'(z) = ¢'(x), para todo = € ]a,b|.

Mostrar que existe uma constante C' tal que f = g+ C.
5. Determinar todas as fungdes f : R — R tais que f'(z) = f(x), para todo = € R.
6. Seja a € R,. Mostrar que existe b € R tal que a = b?. Generalize para todo n € N.

7. Seja f(x) = 23 + qx? + pz + r um polindémio. Use o Teorema de Rolle para mostrar

que f tem no méximo trés raizes reais.

8. Seja f(x) = 32° + 15z — 8 um polindmio. Use o Teorema de Rolle para mostrar que

f tem uma tnica raiz real.

9. Seja f : R — R uma funcao polinomial de grau impar. Mostrar que f possui pelo

menos uma, raiz real.

7.3 O Teste da Derivada Primeira

Nesta secao apresentaremos o teste da derivada primeira, o qual é uma condicao

necesséaria e suficiente para classificar os pontos de maximo e minimo locais de uma fungao.

Teorema 7.19 (Teste da Derivada Primeira) Sejam X C R, f : X — R uma
fungio e ¢ € X um ponto critico de f. Suponhamos que [ seja continua e derivdvel

em um intervalo aberto I C X contendo c, exceto possivelmente no ponto c. Entao:

1. Se o sinal de [’ passa de positivo para negativo em c, entao ¢ é um ponto de mdzximo
local de f.

2. Se o sinal de f' passa de negativo para positivo em ¢, entio ¢ é um ponto de minimo

local de f.
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3. Se f'(x) > 0 ou f'(x) < 0, para todo x € X, com x # ¢, entao ¢ nao é ponto de

mdximo nem de minimo local de f.

Prova. Vamos provar apenas o item 1. Suponhamos que exista um intervalo aberto

Ja,b] € X contendo c tal que

f'(x) >0, Vo € Ja,c[ e f'(z) <0, Vz € ]a,b|.

Assim, f é crescente em |a, | e f é decrescente em [c, b]. Logo,
f(@) < fle), Vo €la,b].
Portanto, ¢ € um ponto de maximo local de f. |

Exemplo 7.20 Determinar os pontos de mdzimo e minimo locais de f (x) = a3 + 2% —
2T — 5.

Solugao. 1.° Passo. Determinar o dominio de f. Neste caso, Dom f = R.
2.° Passo. Determinar os pontos criticos de f, isto &, resolver a equagao f’(x) = 0. Neste
caso,

32° + 22 —5=0.

5
3

3. Passo. Determinar as regioes de crescimento e decrescimento de f.

Logo, x = —2 e x = 1 sao os pontos criticos de f.

wlot

Como —2 € | — o0, —2] e f/(—2) = 3 > 0 temos que f ¢ crescente em | — oo, —2].
Como 0 € | —2,1[ e f'(0) = —5 < 0 temos que f & decrescente em [—2,1].
Como 2 € |1,+o0] e f/(2) = 11 > 0 temos que [ é crescente em [1, +0o0.

4.° Passo. Estudar o sinal de f’. Como [’ passa de positivo para negativo em —g temos

5 (o - 5\ _ 40 /
que —3 &é um ponto de méximo local de f e valor méximo f(—3) = 7. Como [’ passa

de negativo para positivo em 1 temos que 1 é um ponto de minimo local de f e valor
minimo f(1) = —8 (confira Figura 7.4).

g o o e e bt o e ot L
25 0 1 2
3

Figura 7.4: Sinal de f’.
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EXERCICIOS

1. Determinar os pontos de méximos e minimos locais de cada funcao.

) flx)=a>—x+5 (9) f(x)=—a3+22+1

(a

(b) f(x)=2a>—62>+11lx —6 (h) f(x)=22%+5

(¢) f(z)=senx+cosx (i) f(r)=§ —senx

(d) f(x) =sen(2z), Vo €[0,27]  (j) f(z)=Va® -9z

(e) flx)=a*-32"+1 (k) f(z) =cot?z+2cotx, V€[5, 5]
(f) flx)=2"+2 -2 (1) f(x)=cosz —senz.

2. Determinar os comprimentos dos lados do retdngulo de maior drea que pode ser

inscrito em um semicirculo, estando a base inferior sobre o didmetro.

3. Uma carreta deve ser conduzida por 300 km com velocidade constante © km/h. As
leis de transito exigem que 30 < x < 60. Admita que o 6leo diesel custe 30 centavos

por litro e seja consumido & razao de

2

24+ —1/h.
+600/

Se o saldrio do motorista é de D reais por hora, determinar a velocidade mais

econdmica e o custo da jornada em funcao de D.

4. Um retangulo deve ter drea de 400 cm?. Determinar suas dimensoes de modo que

a distancia de um vértice ao meio de um lado nao adjacente seja minima.

5. Mostrar que, dentre todos os retangulos de mesma drea, o quadrado tem o menor

perimetro.

6. Exprimir o nimero 4 como a soma de dois nimeros positivos de modo que a soma

do quadrado do primeiro com o cubo do segundo seja a menor possivel.

7. Um arame de 60 c¢m de comprimento é cortado em dois; uma das partes é dobrada
na forma de circulo, e a outra na forma de um quadrado. Como deve ser cortado
o arame para que a soma das dreas do circulo e do quadrado seja (a) minima? (b)

méxima?

8. Determinar o ponto do gréfico da curva y? = 42 que estd mais préximo do ponto
(2,1).

9. Determinar os pontos do gréafico da curva 22 — % = 1 que estdo mais préximos do
ponto (0,1).
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Mostrar que (2,2) é o ponto do grifico da curva y = 2° — 3z que estd mais préximo
do ponto (11,1).

Um arame de comprimento L ¢é cortado em duas partes, uma delas sendo dobrada na
forma de um tridngulo equilédtero e a outra na forma de um circulo. Como deve ser

cortado o arame para que a soma das dreas limitadas seja (a) minima? (b) méxima?

Mostrar que, dentre todos os tridngulos de mesma érea, o triangulo equildtero tem

0 menor perimetro.

Mostrar que, dentre todos os tridngulos de mesmo perimetro, o tridngulo equildtero

tem area maxima.

Uma cerca de 4,05 m de altura estd a 1,2 m da parede lateral de uma casa. Qual
o comprimento da menor escada cujas extremidades se apoiam na parede e no chao

do lado de fora da cerca?

Um tanque deve ter volume V' e a forma de um cilindro circular reto com hemisférios
ligados a cada extremidade. O material das extremidades custa duas vezes mais por

metro que o material dos lados. Determinar as dimensoes mais econémicas.

Determinar o comprimento da maior barra rigida que pode passar horizontalmente
pelo canto formado por dois corredores, um de 2,4 m de largura, o outro de 1,2 m

de largura.

A secao transversal de um reservatorio horizontal é um triangulo isésceles invertido
cujos lados iguais medem 18 m. Determinar o angulo entre os lados iguais de modo

a se ter a maxima capacidade.

Uma janela tem a forma de um retdngulo encimada por um semicirculo. Determinar

as dimensoes de modo que o perimetro seja 3,8 m e a drea a maior possivel.

Determinar o raio e o angulo de um setor circular de drea méxima e perfmetro
4,8 m.

Dois pontos P e () situados na beirada de um lago circular de 1 km de raio, sao
diamentralmente opostos. Um homem deseja ir de P para () nadando de P até um
ponto R da beirada e, entdao, andando de R a @). Ele pode nadar 2 km/h e andar
4 km/h. Determinar o menor e o maior tempo possiveis para ir de P a () sob as

condicoes estabelecidas.
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7.4 Concavidade e Ponto de Inflexao

Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma funcao. Dizemos que f tem concavidade

voltada para cima (convexa) em X, se para todos 1, x5 € X, com x7 < T, temos que

f(r2) = f(x1)

Ty — 21 (r —21) > f(x), Vo€ |o1,20]

f (1) +

o [ (x2) — f(xl)(

f(z2) +

Equivalentemente, f tem concavidade voltada para cima em X, se para todos x1, x5 € X,

x—1x9) > f(x), Vo € |ry, 20/

com z; < Zg, temos que

[ (x) = f(z1) < f(r2) — f(21)

, Va € |xy, xo

x— I B T2 =1
on flra) 2 o) T2 2T gy gy

Dizemos que f tem concavidade voltada para baizo (concava) em X, se para todos x1, xs €

X, com x7 < x3, temos que

/ ($2) - f(xl)

Ty — 21 (r—21) < f(x), Vo€ o1, 20]

f (1) +

o f(x2) — f(xl)(

To —T1

f(z2) +

xr—x9) < f(x), Yo € |rq,x9].

Observagao 7.21 Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma fun¢ao derivdvel em
xg € X. Seja
T(x) = f(wo) + f'(z0)(x — z0)
a equagao da reta tangente ao grifico de f mo ponto P = (xo, f(xg)). Entdao f tem
concavidade voltada para cima em xy quando existir um intervalo aberto I C X contendo
xo tal que
flz) > T(x), Ve e 1.

Exemplo 7.22 Determinar as regioes de concavidades da funcio f(x) = ax? + bx + c,

com a # 0.

Solugao. Note que, dados z1,5 € R e x € |xq, x2[, temos que

f (IQ) — f(xl) (l’

2 - ) = @) = alla} - o) + (@ + o) )

f(w1) +
= a(z —21)[(z2 + 71) — (v + 21)]
= a(rx —x1)(x2 — x).
Portanto, f tem concavidade voltada para cima em R se a > 0 e tem concavidade voltada

para baixo em R se a < 0.
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Teorema 7.23 Seja f : [a,b] — R uma fungdo derivdvel em |a,b|. Entdo:

1. f" é crescente em |a, b| se, e somente se, o grifico de f tem concavidade voltada para

cima em |a, b|.

2. f" é decrescente em |a,b[ se, e somente se, o grifico de f tem concavidade voltada

para baizo em la, b|.

Prova. Vamos provar apenas o item 1. Suponhamos que f’ seja crescente em |a, b[. Pelo

Teorema do Valor Médio, existe ¢ € ]a, b] tal que

g - L0110
A funcao
o) = (o) + T )y

¢ definida em [a, b] e derivavel em |a, b[. Como ¢'(z) = f'(c) — f'(x) temos que ¢'(c) =0,
isto é, ¢ € um ponto critico de ¢. Por hipdtese, o sinal de ¢’ passa de positivo para
negativo em c e, assim, ¢ &€ um ponto de méximo de ¢. Logo, o ponto de minimo de ¢
é atingido nos extremos do intervalo [a,b]. Assim, ¢(x) > 0, para todo x € la, b, pois
¢(a) = ¢(b) = 0. Portanto,

p@+ PO 0y > ), v

isto é, o gréfico de f tem concavidade voltada para cima em |a, b|.
Reciprocamente, suponhamos que o grifico de f tem concavidade voltada para cima

em |a, b[. Entao

F@)=fl@) _ f0)=fla) _ ] ()= f0)

p — p— , Yz € Ja,bl.

Fazendo x — a na primeira desigualdade e x — b na segunda, obtemos

Portanto, f’ é crescente em |a, b|. [
Teorema 7.24 Seja f : [a,b] — R uma funcdo tal que f" exista em |a,b[. Entao:

1. Se f"(x) > 0, para cada x € |a,b[, entdo o grifico de f tem concavidade voltada

para cima em |a, b|.

2. Se f"(x) < 0, para cada x € |a,b|, entido o grifico de f tem concavidade voltada

para baizo em |a,b|.
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Prova. Vamos provar apenas o item 1. Sejam xy € |a,b] qualquer e I C la,b] um

intervalo aberto qualquer contendo zy. Entao

f(@) =T(x) = f(x) = f(xo) = f'(x0)(x — wo), V& € L.
Assim, pelo Teorema do Valor Médio, existe ¢ € |xg,x[, para z € I fixado com = > xq
(ou x < zy), tal que
f(@) = f@o) = f'(c)(@ — o).
Logo,
f(@) =T(x) = (f'(c) = ['(w0))(z — o).

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio, existe d € |z, c[ tal que

f'(e) = f'(xo) = f"(d)(c — xo).

Portanto,
f(x) = T(x) = f"(d)(c — x0)(x — x0) >0, V&> 20,

isto é, f tem concavidade voltada para cima em |a, b. [ |

Sejam X C R um intervalo e f : X — R uma fun¢do. Um ponto (¢, f(c)) do gréfico

de f é um ponto de inflexao de f se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. f & continua em c.
2. A concavidade de f muda em c.

Exemplo 7.25 Determinar a concavidade e os pontos de inflexées da funcio f(x) =

23+ 22— 5 — 5.

Solugao. 1. Passo. Determinar o dominio de f. Neste caso, Dom f = R.

2.° Passo. Resolver a equagao f”(x) = 0. Neste caso,

6x+2=0.

1

5 ¢ 0 tnico candidato a ponto de inflexao de f e ¢ claro que f ¢ continua em

Logo, x = —
r=—1
3.° Passo. Estudar o sinal de f”.

Como f”(—1) = —4 < 0 temos que o gréfico de f tem concavidade voltada para baixo
em ] — oo, —3[ e f’(0) = 2 > 0 temos que o gréfico de f tem concavidade voltada para

cima | — %, +ool. Portanto, z = —% é ponto de inflexao de f, confira Figura 7.5.

SN N
RIS RN

wl—g

Figura 7.5: Sinal de f”.
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Teorema 7.26 (Teste da Derivada Segunda) Seja f : [a,b] — R uma fungdo tal que

1" exista em ]a,b[ e f'(¢) =0, com c € |a,b]. Entao:
1. Se f"(c) <0, entdo ¢ é um mdximo local de f.
2. Se f"(c) >0, entdo ¢ é um minimo local de f.
3. Se f"(c) =0, entdo o teste nao se aplica.

Prova. Vamos provar apenas o item 1. Como f’(¢) = 0 temos que

T(z) = f(c) = f'(e)(z = ¢) = f(c).

Suponhamos que f”(¢) < 0. Entao f tem concavidade voltada para baixo em ¢, isto é,

existe um intervalo aberto I C ]a, b[ contendo ¢ tal que

flz) <T(x)= f(c), Ve e l,x#c.
Portanto, ¢ € um méximo local de f. |

Exemplo 7.27 Uma caixa “sem a tampa” deve ser construida com base quadrada e drea

total constante C'. Determinar os lados da caiza de modo que o volume seja o mdaximo.

Solucao. Sejam x a base e y a altura da caixa, respectivamente. Entao a drea total da
caixa sem a tampa é dada por
A = 2%+ 4xy.
Como A = C temos que
C — 12
4x
Por outro lado, o volume da caixa ¢ dado por
> (C—a?) Czx a*

Ve=g?y="-— "7 - =
Ty Az 11

y:

o qual é funcdo de x e x € |0, VC [. Assim, vamos obter os pontos criticos de V, isto &,

C 322 C C
/ 2
=— - — = =+ .
V 1 1 0=z 5 = 3
Logo, x = % é o ponto critico de V. Como
3z C 3 /C
v - Vel = —— 4 —
-2 ¢ ( 3 ) 2\ 3 <Y

temos que xr = \/g é ponto de maximo de V. Portanto,

435
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Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma funcao. Uma reta y = ax + b é uma

assintota obliqua para o grafico de f, se:

lim (f(z)—y)=0ou lim (f(z)—-y)=0

T—+00 T——00
Intuitivamente, a reta y = ax + b é uma assintota obliqua para o grafico de f se os pontos

P do grafico de f aproximam-se de y = az + b quando d(P,0) — +o0.

Proposigao 7.28 Sejam X C R uma intervalo e f : X — R uma fungao. Sejay = ax+b

uma assintota obliqua para o grifico de f. Entao:

1. b=1lim, o (f (z) — ax).
[@)

2. Selim, .o (f (v) — ax) for finito, entdo a = lim,_, o =~.

Prova. Como

0= lim (f(z)—y)= lim (f(z) —ax—0b) = lim (f(x) —ax)—0>

r——+00 T——+00 T——+00

temos que b = lim, ., (f () — ax). Agora, se lim,_, 1, (f () — ax) for finito, entao

lim M:O e a= lim M
r——400 xT r—+oo I

Exemplo 7.29 Determinar as assintotas do grifico da funcgao
3T
y=——7+4 3.
r—1

Solugao. 1.° Passo. Determinar o dominio de y = f(x). Neste caso, Dom f =R — {1}

e x = 1 é uma assintota vertical, pois

lim ( 3x1+3x> = 1400

z—1t \ T —

2.° Passo. Determinar, caso exista,

a= lim f(x)ea: lim /()
r——+00 T r——00 €T
Assim,
a= lim f(x): lim < 3 +3>:3.
T—+oo I z—+oo \ & — 1
De modo anélogo, lim, ., o) — 3

x
3.° Passo. Determinar, caso exista,

b= lim (f(z)—ax) eb= lim (f(x)—ax).

T——+00 T——00

Assim,

r—+00 r—+o00 \ T —

b= lim (f(z)—az)= lim ( 3x1+3x—3x>:3.

Portanto, y = 3x + 3 é uma assintota obliqua para o gréfico de f.
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EXERCICIOS

1. Determinar as regices de concavidades e os pontos de inflexoes de cada fungao.

(@) @)= —2®+32-5 () ) =52

(b) f(z)=2*+1022+252—50 (i) f(z)=2—3/(xz—3)?

(¢) f(z)=/x2(3z + 10) (j)  f(z) =cosxz +senz, Yz € [0,27]
(d) f(z)= \/_+ Va3 (k)  f(x) =cosx —senz, Yz € [0,27]
(e) flx)= ()  f(z)=cot?x+2cotx, Vo e [E, 3]
() 1) = 2 m) 5(@) = e, Vo€ (-5,

0) F@) = = () )=

2. Seja f(x) = ax* + bx® + cx? + dr + e uma fungao polinomial. Que condigoes deve

satisfazer os coeficientes a, b e ¢ para que f tenha pontos de inflexdes?

3. Seja f(z) = vt +ax®+ 3:C +1 uma fungao polinomial. Que condigoes deve satisfazer

o coeficiente a para que f tenha concavidade voltada para baixo?

4. Seja f: R — R uma fungao definida por f(z) = xsenz. Mostrar que os pontos de

inflexoes de f pertencem a curva y?(4 + 2?) = 422

5. Determinar os valores méximos e minimos locais de cada fungao.

6. Determinar as assintotas de cada fungao.
(a) flz)=2%  (d) flz)=5+4a® (9) [flx) =V1+z+4a?
) @)= (o) fla)=uze (h) flx) = V/a® =22
(0 f@)=%5 () f@=Vita@+2 () fl2)=#5

7. Sejam X C R um intervalo e f: X — R uma func¢ao. Mostrar que f é convexa em

X se, e somente se,

f(L=ta+1b) < (1—1)f(a) +f(b)

para todo t € ]0,1[ e a,b € X, com a < b.



7.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

CONCAVIDADE E PONTO DE INFLEXAO 177

Sejam X C R um intervalo e f : X — R uma fun¢ao. Mostrar que f é convexa em
X se, e somente se,

f(sa+1tb) < sf(a)+tf(b)

para todo t,s € R,, com t + s = 1.

Sejam X C R um intervalo e f : X — R uma fung¢ao. Mostrar que se f é convexa

em X, entao

s <aT+b> < f(a)-;f(b)

para todos a,b € X.
Enuncie e mostre, para fungoes concavas, resultados acimas.

Sejam f, g : R — R duas fungoes convexas. Mostrar que se f é crescente, entao fog

é convexa.
Divida o niimero 8 em duas partes tais que a soma de seus quadrados seja minima.

Um segmento tem 18 c¢m de comprimento. Divida-o em duas partes tais que o

produto de seus comprimentos seja maximo.

Dado um quadrado de lado [, marcam-se sobre os lados, a partir da cada vértice,
no mesmo sentido, quatro segmentos congruentes. Unem-se as extremidades desses
segmentos, obtendo-se um quadrado inscrito no primeiro. Determinar a medida de
cada segmento, de modo que o quadrado inscrito tenha drea minima. Qual é a drea

desse quadrado?
O minimo valor da func¢do f(z) = 2® + bz + 3 ¢ —6. Determinar o valor de b.

Um fazendeiro calcula que sua colheita de batatas no presente momento devera
atingir a 120 sacos, no valor de $25,00 por saco. Se esperar mais tempo, sua
colheita aumentard de 20 saco por semana, mas o preco baixard de $2, 50 por saco

e por semana. Quantas semanas deverd esperar para obter o maximo rendimento?

Determinar a fungao f(z) = az® + bz + ¢, com a # 0, tal que f(1) = —8 e tem um

méximo no ponto P = (—1,4).

Sejam aq, as, ...,a, € R, com n > 1. Determinar o valor de z no qual a funcao
f@)=(z—a1)*+ (z—a)* + -+ (v —a,)?

atinge o seu valor minimo.

Um carro A estd a 65 km a leste de um carro B e estd viajando para o sul a
85 km/h, enquanto o carro B estd indo para o leste a uma velocidade 80 km/h. Se
os carros continuam seus cursos respectivos, determinar a minima distancia entre

eles.
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7.5 Regras de L’Hopital

Nesta secao apresentaremos regras para calcular os limites de quocientes de funcoes

que apresentam indeterminacoes da forma

Teorema 7.30 (Regra de L’Hoépital) Sejam f,g : [a,b] — R duas fungdes e ¢ € ]a,b]

tais que f e g sejam derivdveis em |a,b[, exceto possivelmente em c. Se

(@)
@)

é da forma indeterminada g ou 2 emc e ¢'(v) # 0 para algum x # c, entdo

@
Mg ()

desde que
lim (@)
a—e g'()
exista, ou
!
TG
r—cC g ([E)
[ |
Observacao 7.31 Note que
/
lim f (@) = lim f(z)

e glx) et (@)

Exemplo 7.32 Calcular o sequinte limite
I e’ —1
im ———.
z—0 log (z + 1)

Solugao. Como
e’ —1 0

lim —— =~
soolog(z+1) 0

temos uma indeterminagao. Assim, pela Regra de L’Hopital,
im —— —_ =
1

Exemplo 7.33 Calcular o sequinte limite

I e +e =2
im ———.
=0 1 — cos (2x)
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Solugao. Como

. e“+e =2 0
lim ——— = —
z—0 1 —cos(2x) O

temos uma indeterminagao. Assim, pela Regra de L’Hopital,

. e +e =2 . et —e" . e +e” 1
lim ———— =lim—— = lim — = —.
=0 1 —cos (2x) =—02sin(2x) =2-04cos(2zx) 2

Note que aplicamos a Regra de L’Hopital duas vezes.

Exemplo 7.34 Calcular o seguinte limite

tim 50

Solucao. Como
. log(z) oo
lim = —
z—o0 /T 00

temos uma indeterminacao. Assim, pela Regra de L’Hopital,

1
lim log(x):hm I =1 2\/5— i 2

Solucao. Como

temos uma indeterminacao. Note que nao podemos aplicar a Regra de L’Hopital. Mas

neste caso, primeiro devemos munipular algebricamente a indeterminacao até chegarmos

a uma das indeterminacoes % ou 2.

. 1 1 . o r—e+1 . 1—¢"
lim —-)] = lim ——— = lim ———
e—0t \e* —1 e—0t x (e —1)  e—0t e — 14 ze®

_ —e* B 1
a0t et 4 et et 2

Exemplo 7.36 Calcular o sequinte limite

lim 2?log .
z—0t

Solugao. Como

1 2 — o [ —
IIE(% z“logz =0 (—o0)
temos uma indeterminacao. Note que nao podemos aplicar a Regra de L’Hopital. Mas

neste caso, primeiro devemos munipular algebricamente a indeterminacao até chegarmos

a uma das indeterminacoes % ou .

log x

lim z?logz = lim
x—0t z—0+t =2 z—0t —3 z—0+t 2
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Exemplo 7.37 Calcular o sequinte limite

lim (1 — )" .

r—1—

Solugao. Como

lim (1 — )" =0°

rz—1—
temos uma indeterminacao. Note que nao podemos aplicar a Regra de L’Hopital. Mas
neste caso, primeiro devemos munipular algebricamente a indeterminacao até chegarmos
0

a uma das indeterminagoes g ou 2.

lim (1 _ x)10g$ — lim e(log:clog(l—a:)) — elimzﬁlf(logajlog(l—a:))

r—1- r—1—

1
lim, w (hmzﬂ1 _—11_I_>
f— e m = e 7@

2 2
<1imwlf 2llogz)” ) (nmﬁl— 7(10“)3{210“) 0
= e =e€ —e = 1.

Aqui usamos o fato de que a funcao exponencial é continua.
Exemplo 7.38 Calcular o sequinte limite

lim (1+ 3z)% .

z—0t

Solugao. Como

. 1
lim z7 = 1%
z—0t

temos uma indeterminacao. Note que nao podemos aplicar a Regra de L’Hopital. Mas

neste caso, primeiro devemos munipular algebricamente a indeterminacao até chegarmos

a uma das indeterminacoes g ou 2.

1 1 s log(143x)
lim (1 + 3ZL') 22 — lim e2 log(1+3z) _ €l1mxao+( og(1+3s )
z—0t+ z—0t

3
. 1+3x
lim,_ o+ (—2 )
e

nojco

=e .
Exemplo 7.39 Calcular o sequinte limite

) 1
lim z=.
Tr—-+00
Solugao. Como
. 1 0
lim z+= = 0o
Tr—+00

temos uma indeterminacao. Note que nao podemos aplicar a Regra de L’Hopital. Mas

neste caso, primeiro devemos munipular algebricamente a indeterminacao até chegarmos

a uma das indeterminacoes g ou 2.

. 1 . log(z) im. log(z)
lm zz = lim e = :ehm““"( =)
r——400 Tr——400

1
limg— 400 ('&)
= e ') =€ =1.
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Observacao 7.40 Note que é extremamente importante verificar se um dado quociente

tem a forma indeterminada % ou 22 antes de aplicar a Regra de L’Hopital.

EXERCICIOS

1. Determinar, se existir, os limites.

(a) lim 2HEE (o) lim(1 - o) (i) lim (cos3x)w=
T—— T— z—0
(b) lim=—te=t (f) lim (1+3)" () lim et
(¢) lim emi; (9) lime"(e—(1+21)) (k) lim L, VneN
: 1 : sec3 x : er
(d) xlir& xew (h) iliI(l) e (1) mll_{go <, VneN.

2. Deixa-se cair de um balao um objeto de massa m. Se a forca da resisténcia do ar
¢ diretamente proporcional a velocidade v(t) do objeto no instante ¢, entdo pode-se

mostrar que
mg 1
u(t) = 7(1 — =)
em
onde k£ > 0 e g é uma constante gravitacional. Determinar

li :
A

7.6 Graficos de Funcoes

Nesta secao agruparemos todas as informagoes das Segoes anteriores para esbocar o
grafico de uma funcao.
Para esbogar o grafico de uma fungao definida pela expressao y = f(x), sugerimos os

seguintes passos:

1. Determinar o dominio de f;

2. Determinar os pontos criticos de f;

3. Determinar as regioes de crescimento e decrecimento de f;

4. Estudar o sinal de f'(x) e determinar os pontos de méximo e minimo locais de f;

5. Estudar o sinal de f”(z) e determinar as regies de concavidades e pontos de inflexdes
de f;

6. Determinar o comportamento de f, isto é, as assintotas de f;

7. Determinar, se possivel, os pontos de interse¢ao com os eixos coordenados;
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8. Esbocar o grafico de f.
Exemplo 7.41 FEsbocar o grifico da sequinte funcao
f(z) = —2° + 3z + 4.

Solugao. 1.° Passo. Determinar o dominio de y = f(x). Neste caso, Dom f = R.
2.° Passo. Determinar os pontos criticos de y = f(z), isto &, resolver a equagao f'(z) = 0.
Neste caso,

—32°+3=0.

Logo, x = —1 e x = 1 sao os pontos criticos de f.
3. Passo. Determinar as regioes de crescimento e decrescimento de f.
Como —2 € | —o00,—1] e f'(—2) = —9 < 0 temos que f é decrescente em | — oo, —1].
Como 0 € [—1,1] e f’(0) =3 > 0 temos que f ¢é crescente em [—1, 1];
Como 2 € [1,+o0] e f/(2) = —9 < 0 temos que f & decrescente em [1, +00].
4.° Passo. Estudar o sinal de f’(z) e determinar os pontos de méximo e minimo locais
de f.
Como [’ passa de negativo para positivo em —1 temos que —1 é um ponto de minimo
local de f e valor minimo f(—1) = 2.
Como [’ passa de positivo para negativo em 1 temos que 1 é um ponto de méaximo
local de f e valor mdximo f(1) = 6.
5.2 Passo. Estudar o sinal de f”(z) e determinar as regides de concavidades e pontos de

inflexdes de f, isto &, resolver a equagao f”(x) = 0. Neste caso,
—6x = 0.

Logo, z = 0 ¢é o tinico candidato a ponto de inflexao de f e é claro que f é continua em
x=0.

Como f”(—1) = 6 > 0 temos que o gréfico de f tem concavidade voltada para cima
em | —o00,0[ e f’(1) = —6 < 0 temos que o gréfico de f tem concavidade voltada para
baixo em |0, +oco[. Portanto, z = 0 é um ponto de inflexdo de f e f(0) = 4.

6.° Passo. Determinar o comportamento de f. Note que

lim f(z) =—o0, lim f(x)=+o0

r—-+00 r——00
e f nao possui assintotas.
7. Passo. Determinar, se possivel, os pontos de intersecao com os eixos coordenados.
Se z =0, entdo y = f(0) = 4 e o ponto (0, 4) pertence ao grafico de f. Se y = 0, entdo
a equagao
—234+3x+4=0

nao tem raizes racionais. Assim, nao é possivel determinar o valor exato da intersecao

com o eixo dos x.
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8.2 Passo. Esbocar o grafico de f (confira Figura 7.6).

VA

=Y

Figura 7.6: Gréfico da fungao f(z) = —2% + 3z + 4.

Exemplo 7.42 FEsbo¢ar o grifico da sequinte funcao

2

flz) =

2 —1
Solugao.1.” Passo. Determinar o dominio de y = f(z). Neste caso,
Dom f = | — oo, —1[ U |1, 00|,

pois

2?—-1>0x<—1oux>1l.

2.° Passo. Determinar os pontos criticos de y = f(z), isto &, resolver a equagao f’(z) = 0.

Neste caso,

3 —2x
1) var =1

Logo, = —/2 e & = /2 sdo os pontos criticos de f, pois 0 ¢ Dom f.
3.2 Passo. Determinar as regioes de crescimento e decrescimento de f.

Como —2 € ] —00,—V2] e f'(—2) = —24V/3 < 0 temos que f é decrescente em
] ) _\/5]

Como —3% € [-v2,—1[ e f'(—%) = £/T > 0 temos que f & crescente em [—v/2, —1].

Como 3 € |1, V2] e '3 = —4%\/7 < 0 temos que f ¢ decrescente em |1, /2].

Como 2 € [v/2,+00[ e f/(2) = /3 > 0 temos que f é crescente em [v/2, +00].
4.° Passo. Estudar o sinal de f’(z) e determinar os pontos de méximo e minimo locais

de f.

=03 —2r=0<2=0 ou x::t\/ﬁ.
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Como [’ passa de negativo para positivo em —+/2 temos que —\/§ ¢ um ponto de
minimo local de f e valor minimo f(—+/2) = 2.

Como [’ passa de negativo para positivo em v/2 temos que v/2 ¢ um ponto de minimo
local de f e valor minimo f(v/2) = 2.
5.° Passo. Estudar o sinal de f”(z) e determinar as regides de concavidades e pontos de

inflexdes de f, isto &, resolver a equagao f”(x) = 0. Neste caso,

a2+ 2
(22 —1)* Va2 — 1

Logo, nao existe ponto de inflexao para o gréfico de f.

# 0, Vo € Dom f.

Como f"(x) > 0, para todo x € Dom f, temos que o grafico de f tem concavidade
voltada para cima em Dom f.

6. Passo. Determinar o comportamento de f. Note que

lim f(x)=+o00 e lim f(z)= +o0.

z——1" z—1=
Logo, as retas ©+ = —1 e x = 1 sao assintotas verticais ao gréfico de f. Agora, vamos

determinar, caso exista,

a= lim /(@) e a= lim f(x)
T——+00 €T T——00 i
Assim,
a = lim (z) = lim ( < )
T—400 I T——400 xr2 —1
1
= lm |[— | = lim |—— | =1.
r——+00 |.§C| 1 . x% r—-+00 /1 o #
De modo anédlogo, lim,_,_ @ = —1 Finalmente, determinaremos, caso exista,
b= lim (f(x)—azr) e b= lim (f(x)—ax).
T—+00 T——00
Assim,
b= Jim (et = ) — 1
o :1:—1>I—noo T o ;c—1>moox xr2 — 1
22
= lim = lim =0.
M< ) - ()
De modo anélogo, lim,_, . (f () —x) = 0. Portanto, y = —x e y = x s@o as assintotas

obliquas para o gréfico de f.
7.2 Passo. Determinar, se possivel, os pontos de intersecao com os eixos coordenados.
Neste caso, nao existe pontos de intersecao com os eixos coordenados.

8.° Passo. Esbogar o grifico de f (confira Figura 7.7).
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o

Figura 7.7: Gréfico da fungao f(x) = \/;”2—_1

EXERCICIOS

1. Esbocar o gréfico de cada funcao.

(a) flr)=—a"+30—5 () fla)=a3Vo—a?

(b) f(z)=2*+1022+252—50 (m) f(z)=x— 3/(z—3)?

(c) flz)=—32°+ 4 (n) flo)=(x—4)5 + ($+4)§
(d) f(z)=2®—322+62—3 (o) f(x)=senz + cos

() flx)=a*—22%+1 (p) f(z)=xz—senx

(f) fl&)=3/(x—1)2+3 (q) f(z) =sen2x + /3 cos 2x
(9) f@) =22 () () =2 +2cos3

(h) fla)=z+1 (s) f(x)=senxz+senzcosx
(i) flz) =25 (t) f(z) =sen2z — sen 2x cos 2z
0) @) = (W) f(x)=sens —sen’s

(k) flz) = &5 (v)  f(x) =cosz — cos® .

7.7 Taxas Relacionadas

Suponhamos que = e y estao relacionadas pela equagao 22 +y*> = 1 e que v = f(t) e

y = g(t), onde t € um parametro (tempo). Entao

d d
2x—x + 2y— i

dt dt =0
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Neste caso, dizemos que dz o B o3 taxas relacionadas, pois conhecendo uma, determi-
da © dt ) )

namos a outra.

Exemplo 7.43 Um dos catetos de um tridngulo retdngulo decresce 2,5 cm /min, en-
quanto que o outro cresce 5 cm /min. Em certo instante, o comprimento do primeiro
lado é de 20 cm e o do sequndo lado vale 15 cm. Apds 2 min, a que taxa estd crescendo

a drea?

Solucgao. Para resolver esse tipo de problema devemos primairo fazer uma figura. Dados

do problema
dx

v = — LA cm / min.

dt dt
Note que no instante ¢ = t3, temos x = 20 cm e y = 15 cm. Na realidade, o que

=—2,5 cm/min e vy =

queremos é determinar 24, quando ¢t = 2 min. Como

dt’

temos que

Quando t = 2 min, obtemos

r=x9+vit=20—2,5-2=15
Y=Y+ vt =15+5-2=25

Logo
dA 1 12,5
- 2(=2.5.9254+15-5)= == —§.25.
22 * )= ’
Portanto,

dA
o= 6,25 cm?/min.

Exemplo 7.44 Uma escada de 510 cm de comprimrnto se apdia em um muro vertical.
Se a extremidade inferior da escada se afasta do muro a razio de 20 cm /s, quao rapida-
mente estd descendo a extremidade superior no instante em que a inferior dista 240 cm

do muro?

Solugao. Para resolver esse tipo de problema devemos primairo fazer uma figura. Dados

do problema: [ = 510 cm, fl—f = 20 cm/s. Queremos determinar d?;,

240 cm. Pelo Teorema de Pitdgoras, obtemos

quando = =

2 + 9% = 5102

Assim,
dx dy 0 dy -z dx

2: 2% 1 9 i
R T e TR
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Como

y = V5102 — 22

temos que
dy —x dx

dt Bl — 2 dt

Quando x =240 cm, temos que

dy — —240

=2 20~ —0,023.
dt 5102 — 2402

Portanto,

dy
— =—0,023 cm/s.
dt /
Exemplo 7.45 Uma piscina tem 7,5 m de largura, 12 m de comprimento, 0,9 m de
profundidade em um extremo e 2,7 m no outro, o fundo sendo um plano inclinado. Se a
dgua estd sendo bombeada para a piscina & razao de 0,27 m3/min, qudo rapidamente se

eleva o nivel da dgua no instante em que ele é de 1,2 m na extremidade mais profunda?

Solugao. Para resolver esse tipo de problema devemos primairo fazer uma figura. Dados

do problema: % = 0,27 m/min. Queremos determinar & <> quando x = 1,2 m. Note
que
1 12y
V="7>5= — ==
9t © 1,8 =z
Logo,
7,5 12
V=-"1-""0a?=V =257
5 1,896 = T
Assim,
av dr  dx 1 dV
=25-20— = — = ——.
U P T W T Sor
Quando x = 1,2 m, obtemos
dx 1
= —0,27 =~ 0,0045.
dt ~ 50-1,2
Portanto,
d
d—“: —0,0045 m/ min .

Exemplo 7.46 Um trem deixa uma estacao, num certo instante, e vai na dire¢ao norte
a razao de 80 km/h. Um sequndo trem deiza a mesma estag¢io 2 horas depois e vai na
diregao leste a razdo de 96 km/h. Achar a taza na qual estio se separando os dois trens

1h30 min depois do sequndo trem deizar a estacao.

Solucgao. Para resolver esse tipo de problema devemos primairo fazer uma figura. Dados

do problema: E = 80 km/h e d—f = 96 km/h. Queremos determinar 4 %, quando ¢ =
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1,5 h. Note que quando o segundo trem sai da estacao, o primeiro ja tem percorrido

2-80 =160 km. Logo, pelo Teorema de Pitagoras, temos
22 = 2% 4 (160 + y)*

Sendo x = 96t e y = 80t, pois fl—f =96 km/h e % =80 km/h, obtemos

= /96212 4 (160 + 80t)2

N

Logo,
dz  2-96% +2- (160 + 80t) - 80

dt  2.,/962 + (160 + 80t)°

Assim, quando t = 1,5 h, obtemos

dz 2962 1.5+ 2- (160 + 80 - 1.5) - 80

dt  2../962 152+ (160 + 80 - 1.5)?
72448
20 115,05
24/99136
Portanto,

dz

% 115,05 km/h.

= ;05 km/
EXERCICIOS

1. Uma cidade x é atingida por uma moléstia epidémica. Os setores de saiide calculam
que o nimero de pessoas atingidas pela molestia, depois de um certo tempo ¢,
medidos em dias a partir do primeiro dia da epidemia, é, aproximadamente, dada

por
t3

(a) Qual a razao da expansao da epidemia no tempo t = 47
(b) Qual a razao da expansao da epidemia no tempo ¢t = 87

(c) Quantas pessoas serao atingidas pela epidemia a partir do quinto dia?

2. Numa granja experimental , constatou-se que uma ave em desenvolvimento pesa,

em gramas,

£(t) = 20+ 3(t+4)? se 0<t <60
] 824604 se 60 <t<90

onde t é medido em dias pergunta-se:

(a) Qual a razdo de aumento do peso da ave quando ¢t = 507
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(b) Quanto a ave aumenterd no quinto dia?

(¢) Qual a razao de aumento do peso quando t = 807

3. Uma pega de carne foi congelada numa freezer no instante ¢ = 0. Apds t horas, sua

temperatura, em °C, é dada por
T(t) =30 — 5t + 1 0<t<h
N t+1 — —
Pergunta-se: Qual a velocidade de reducao de sua temperatura apés duas horas?

4. Um baldo deixa o solo a 500 m de um observador, a razao de 200 m/min. Quao
depressa estd crescendo o angulo de elevacao da linha de visao do observador no

instante em que o balao estd a uma altura de 1000 m?

5. Uma viga medindo 30 m de comprimento estd apoiada numa parede e o seu topo
estd sedeslocando a uma velocidade de 0,5 m/s . Qual serd a taxa de variagao da
medida do anguloformado pela viga e pelo chao quando o topo da viga estiver a

uma altura de 18 m?

Respostas, Sugestoes e Solucoes

Secao 7.1

1. (a) Pontos de méximo —3 e 0 e pontos de minimo —2 e 1;
(b) Ponto de maximo —1 e ponto de minimo 2;
(c) Ponto de maximo —1 e ponto de minimo 8§;
(d) Ponto de maximo 0 e pontos de minimo 3v/10 e —3+/10.
2. (a) Pontos criticos —2 e 0;

b) Ponto critico 2;

¢) Nao tem pontos criticos;

d) Pontos criticos —%\/10, 0e %\/10;

f) Ponto critico %;

(

(

(

(

(e) Ponto critico 0;
(f)

(

(

g) Nao tem pontos criticos;
)

h) Pontos criticos —%7‘( + km, para todo k € Z;
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(i) Pontos criticos —%ﬂ' + km, ke %71’ + km, para todo k € Z;
(j) Pontos criticos km, para todo k € Z;

(k) Pontos criticos km, para todo k € Z;
(

1) Nao tem pontos criticos.

. (a) E f4cil verificar que f ¢ crescente em todo R. Logo, f ndo tem ponto de maximo

e nem de minimo;

(b) Nao contradiz o Teorema de Weierstrass, pois |0, 1] ndo é um intervalo fechado.

. (a) E claro que f & continua em [0, 4], derivdvel em ]0,4[ e f(0) = f(4) = 11. Como

f'(x) = 62 — 12

temos que ¢ = 2 é o tnico ponto no interior de [0, 4] tal que f'(¢) = 0;
(b) E claro que f é continua em [—7, 1], derivdvel em | —7,1[ e f(—7) = f(1) = —9.
Como
f(x) = -4z — 12
temos que ¢ = —3 ¢é o unico ponto no interior de [—7, 1] tal que f'(c) =0
(¢) E claro que f ¢ continua em [—3, 3], derivavel em | —3,3[ e f(—3) = f(3) = 118.
Como
f'(z) = 42® + 8z
temos que ¢ = 0 ¢ o tnico ponto no interior de [—3, 3] tal que f'(c) = 0;

(d) E claro que f & continua em [0, 7], derivével em |0, 7[ e f(0) = f(r) = 0. Como
f'(z) = 2cos 2z

temos que ¢ = % ¢ o tinico ponto no interior de [0, 7] tal que f'(c) = 0;

(e) E claro que f ¢ continua em [0, 27], derivavel em 0,27 e f(0) = f(2r) =

Como

f'(z) = —2sen2z — 2senx
temos que ¢; = —%’ﬂ', co=0ec3 = %’N sdo os pontos no interior de [0, 27] tal que
f'(e) =0;
(f) E claro que f é continua em [0, 37, derivével em |0, 37 e £(0) = f(3r) = —1L.
Como

f'(z) = cosx +senx

3

temos que ¢ = 47 ¢é o tinico ponto no interior de [0, 7] tal que f’(c) = 0.
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5. (a) E claro que f ¢ continua em [1, 3] e derivével em ]1,3[. Como f (1) = 3, f (3) = 37
e f'(z) = 10z — 3 temos que
f@-r) _37-3

Oc—3 - 5 7

Portanto, ¢ = 2 é o tinico ponto em |1, 3[ que satisfaz o Teorema do Valor Médio;

(b) E claro que f é continua em [1,5] e derivavel em ]1,5[. Como f (1) = 0,
f(3)=76¢ f'(z) =6+ 1 temos que
fGB)-f1) _16-0

6c + 1 1 9

Portanto, ¢ = 3 é o tinico ponto em |1, 5[ que satisfaz o Teorema do Valor Médio;

(c) E claro que f ¢é continua em [—8, 8] e mas nao ¢ derivavel em | — 8, 8[, pois

Portanto, f nao satisfaz as hipéteses do Teorema do Valor Médio;

(d) E claro que f é continua em [—1, 1] e derivdvel em | —1,1[. Como f (—1) = —23,
f(1)=23e f'(x) = 152* + 152 + 15 temos que

f)=f(=1) _ 23— (=23)

15¢* + 1562 + 15 = = 23.
5¢” + 15¢“ + 15 1_(_1) 5 3
Portanto,
o 1 V705 oo 1 /705
L 2 " 30 2 2 30

sdo os pontos em | — 1, 1[ que satisfazem o Teorema do Valor Médio;

(e) E claro que f é continua em [0,%] e derivavel em ]0,Z[. Como f(0) = 0,

f(3) =1e f'(z) = cosz temos que

cosc:f@)_f(o):l_ozz.
5—0 s

oy

0o

Portanto, ¢ = arccos ( ) é o unico ponto em |0, %[ que satisfaz o Teorema do Valor

Médio;

™

(f) E claro que f ¢ continua em [0, 2] e derivdvel em ]0, Z[. Como f(0) =0, f () =1

e f'(x) = sec? x temos que

~—

™
sec’ ¢ = / (4

—f(0) 1-0 4
—0 p

INE

Portanto, ¢ = arccos( E) ¢ o tnico ponto em ]0, 7| que satisfaz o Teorema do

4
Valor Médio.
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E claro que f satifaz as hipéteses do Teorema de Rolle, exceto quanto ao fato de
que f’(1) ndo existe, e f(0) =8 = f(2). Como
2

temos que f’(x) # 0, para todo x # 1. Entretanto, isto nao contradiz o Teorema de

Rolle, pois f nao é derivével em |0, 2[.
Como |f'(z)| =1 para todo = # 2 e
f@-r 1

4-1 3
temos que nao existe ¢ € |1, 4] que satisfaga a igualdade. Nao contradiz o Teorema

do Valor Médio, pois f nao é derivdvel em ]1,4].

. Como f'(x) = 322 + 2qx + p temos que a equagao polinomial

b) — f(a
s 4 oge sy 1O =1
b—a
tem no méximo duas raizes em |a, b[. Portanto, existe no méximo dois mimeros em

Ja, b] que satisfaz a conclusdo do Teorema do Valor Médio.

Seja f : [a,b] — R definida por f(x) = senz, para todos a,b € R, com a < b. Entao,

pelo o Teorema do Valor Médio, existe pelo menos um ¢ € |a, b[ tal que
f(b) — f(a) senb—sena

COsC = =

b—a b—a

Como |cosc| < 1, para todo ¢ € R temos que

|senb —senal < |b—al, Va,beR.

Secao 7.2

1. (a) A funcdo f é decrescente em | — o0

1
2

(b) A funcao f é crescente em | — 00,2 — %\/g], decrescente em [2 — %\/i 2+ %\/g]
e crescente em [2 + 11/3, +-00f;

] e crescente em [1, +o00];

(c) A funcdo f é decrescente em ] + 0o, —2+/6], crescente em [—3+/6, 0], decrescente

em [0, 11/6] e crescente em [21/6, +o0];
(d) A fungao f é crescente em todo R;

(e) A fungdo f é decrescente em | — oo, —21/6], crescente em [—1+/6, 11/6] e decres-
cente em [21/6, +00f;

(f) A funcado f é crescente em todo R.
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E claro que a fungao ¢ : [1,+oo[ — R definida por p(z) = 2" —1 —n(z —1) é

continua e derivével em |1, +oo[. Como
(@) =na" ' —n=n("""-1)>0, Vo€ ]l,+oo,

temos que ¢ é crescente. Logo, ¢(x) > ¢(1), para todo = € [1,+o00[. Portanto,
2" —1>n(zx—1), paratodon € Ne z € [1,+o0].

E claro que a funcdo ¢ : [0,%] — R definida por ¢(z) = tanz — z é continua e

derivavel em |0, 5[. Como
¢ (z) =sec’r — 1 =tan’x > 0, Vo € ]O,g[,
temos que ¢ é crescente. Logo, p(z) > ¢(0), para todo = € [0,F]. Portanto,

z < tanz, para todo z € [0, Z].

. E claro que a funcdo ¢ : [a,b] — R definida por ¢(z) = f(x) — g(z) é continua e

derivavel em |a, b[. Como

¢'(z) = f'(x) = g'(x) =0, Vz € |a,b],

temos que existe ¢ € R tal que p(x) = ¢, para todo x € [a,b]. Portanto, f(z) =
g(x) + ¢, para todo z € [a, b].

E claro que a funcio ¢ : R — R definida por ¢(z) = f(x)e™* ¢é derivdvel. Como
¢ (z) = fl(x)e™™ — f(x)e™™ =0, Vz eR,

xT

temos que existe ¢ € R tal que p(z) = ¢, para todo x € R. Portanto, f(z) = ce®,
para todo x € R.

E claro que a funcio ¢ : R — R definida por ¢(z) = 22 — a ¢ continua. Como
fO)=—-a<0e fla+tl)=a*+a+1>0

temos, pelo Teorema do Valor Intermedidrio, que existe b € |0, a+ 1[.tal que f(b) =

0, isto ¢, a = b>.

Como lim, o, f(z) = —o0 e lim, . f(x) = oo temos, pelo Teorema do Valor
Intermedidrio, que f possui pelo menos uma raiz real. Como f'(x) = 3x2 + 2qx +p
temos que a equacao polinomial 322+ 2gz + p = 0 tem no mdximo duas raizes reais.

Logo, pelo Teorema de Rolle, f tem no méximo trés raizes reais.

Sendo lim,_, o f(z) = —o0 e lim,_, f(x) = oo temos, pelo Teorema do Valor
Intermediario, que f possui pelo menos uma raiz real. Suponha que existam a, b € R,
com a < b, tais que f(a) = f(b) = 0. Como f é continua em |[a, b] e deriviavel em
la,b[ temos, pelo Teorema de Rolle, que existe pelo menos um ¢ € |a, b tal que
f'(c) = 15¢* + 15 = 0, o que é impossivel, pois #* + 1 # 0, para todo z € R.

Portanto, f tem uma tnica raiz real.
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Suponha que
f(x) =2" +ap 12" "+ +ayx + ap, Yz €R,

onde n é um numero impar. Tomando
n
b=1+ E |an_i| >0,
i=1

obtemos |a,_;| <b—1,paracadai=1,...,n,e
lag+atb+ -+ a1 0" | SO —DI+b+---+ "] =b"—1<b".
Como

F(0) =" 4 (anab" ' 4+ arb+ag) >0

f(_b) = —b" + (an—l(_b)n_l 4+ al(—b) + CL()) <0

temos, pelo Teorema do Valor Intermedidrtio, que existe pelo menos um ¢ € | —b, b
tal que f(c) =0.

Secao 7.3

1

a) Ponto mfnimo 3;

(
(b) Ponto de maximo 2 4 2+/3 e ponto de minimo 2 — £/3;
(

c) Pontos de méximo § + 2k, para todo k € Z e pontos de minimo %” + 2k7, para
todo k € Z;

3m.

d) Ponto de maximo 7§ e ponto de minimo =f;

)
e) Ponto de maximo 0 e pontos de minimo —% 6e %\/6,
)

f) Nao possui pontos de méximo e minimo;

h) Nao possui pontos de méaximo e minimo;

i 1 1

i) Ponto de méximo —37 e ponto de minimo 37;

(

(

(

() Ponto de maximo —%+/6 e ponto de minimo 1v/6;
(h)

(i)

(j) Ponto de méximo —v/3 e ponto de minimo /3;

k) Ponto de minimo $;

(
(

para todo k € Z.

1) Pontos de médximo —% + 2k, para todo k € Z e pontos de minimo ‘%’r + 2k,

2. Se x e y sao os lados do retangulo e 7 o raio do circulo, entdo v = ¥ = rv2 u c.
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3. Como o custo da viagem é dado por

2 D
C(x) = 300 (2+x—> + 300D 55— 4 <60,

600 T
temos que
300D
C'(zx)=x— 3

Logo, x = v/300D km/h e

C(V/300D) = 300 | 2 + WASSLE + 1/(300D)>.

600

4. Se z e y sao os lados do retangulo, entdo = = 20v/2 cm e y = 10v/2 cm.

5. Se x e y sao os lados do retangulo, entao a drea é dada por S =xy e y = % Como

o perimetro é
S
p=2x+y) =2 (x+;>

temos que

Logo, z =y =S u c.
6. Sejam x e y os nimeros. Entao x + y = 4. Como
fla)=2*+y* =2+ (4 —2)’,0 <z <4,

temos que
f'(z) =22 — 3(4 — x)*.

Logo,xz%ey:

[SNJ SN

7. Se x e y sao as partes, entao x +y = 60, x = 27r e y = 4l, onde r é o raio do circulo

e [ é o lado do quadrado. Como

2 2
2, 52__ % (60 — )
= =4 "<z <
flz) =mrs+1 47r+ 16 ,0 <2 <60,
temos que
oy o 60—x

Logo, (au):Jc:erJ:1 cmey:%f4 em; (b) x =60 em.

8. Devemos minimizar a fun¢ao distancia
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11.

12.
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onde P é um ponto qualquer da curva y? = 4z. Assim, basta minimizar a funcao

flx)=(x -2+ @y —-1)?2 =2 -4/ +5.

Logo, x = 1 é o ponto de minimo de f. Portanto, P = (1,2) é o ponto mais préximo
do ponto (2,1).

: P:(_§>%)GQ:(§>%>

Devemos minimizar a fungao disténcia
F(P) = d(P.(11,1)),
onde P é um ponto qualquer da curva y = 2 —3x. Assim, basta minimizar a funcao
f(z)=(z — 11>+ (y — 1)? = 2% — 62* — 22 + 102 — 162 + 122.

Logo, x = 2 é o ponto de minimo de f. Portanto, P = (2,2) é o ponto mais préximo
do ponto (11,1).

(a)x:3+37f\/§ ucey:?”;‘fjg ue;(b)zx=1L uc.

Sejam x, y e z os lados do tridngulo e 2p = = + y + 2z o perfmetro. Entao a drea do

tridngulo ¢ dada por

A=/plp—z)p—y)(p—2) =/ (p—2)(p— )P — 2).

Como e
p—2)p—y)p—2) = >

¢ constante temos que a soma (p — x) + (p — y) + (p — z) € minima quando

— — _]
2p
x_y_z_ .

3

Sejam z, y e z os lados do tridngulo e 2p = = + y + z o perfmetro. Entao a drea do

tridngulo ¢ dada por

A=+/plp—x)(p—y)(p—2).
Como
p—2)+(p—y)+@—2)=p

) € maximo quando

N

¢ constante temos que o produto (p — z)(p — y)(p —
p—r=p-—y=p—z=

isto é,
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7,03 m.

Raio do cilindro r = {’/% m e altura do cilindro h = 4 % m.
O comprimento da barra é igual a g (1 + \B/Zl)% m.

0 =90°.

Raio do semicirculo r é igual a altura do retangulo h = 4‘1% m.
Raio r =1,2 m e o dngulo 0§ = 2 rad.

Minimo % h e méximo (@ + %) h.

Secao 7.4

1.

(a) Ponto de inflexdo 0, concavidade voltada para cima em | — 0o, 0] e concavidade
voltada para baixo em [0, +00[;

(b) Ponto de inflexdo —%2, concavidade voltada para cima em [—+ + 00| e concavi-

3 )
dade voltada para baixo em | — oo, —13_0];

(¢) Ponto de inflexdo 2, concavidade voltada para cima em [2, 00| e concavidade

3
voltada para baixo em | — oo, %],
(d) Ponto de inflexao 2, concavidade voltada para cima em [2, 400 e concavidade

voltada para baixo em [0, 2];

(e) f nao possui pontos de inflexdo, concavidade voltada para cima em |0, +oo[ e

concavidade voltada para baixo em | — 0o, 0[;

(f) Pontos de inflexdo —+/3, 0 e v/3, concavidade voltada para cima em [—+/3, 0] U
[v/3, +-00[ e concavidade voltada para baixo em | — oo, —/3] U [0, /3];

(g) Ponto de inflexao 0, concavidade voltada para cima em [—1,0]U ]1, +o0o[ e con-

cavidade voltada para baixo em | — oo, —1[ U[0, 1[;

(h) Pontos de inflexdio —2 — /3, 1 e —2 + /3, concavidade voltada para cima em
[—2 — /3, -2 4+ V3] U [1, +00[ e concavidade voltada para baixo em | — oo, —2 —

V3 U[-2 ++/3,1];
(i) f nao possui pontos de inflexdo e sempre tem concavidade voltada para cima;

(j) Pontos de inflexao %’r e 774“, concavidade voltada para cima em [%’r, %’r] e concavi-

dade voltada para baixo em [0, 22] U [ZF, 27];

ot

T

(k) Pontos de inflexdo Z e ¢, concavidade voltada para cima em [%, 2] e concavi-

4 €
dade voltada para baixo em [0, 2] U [, 2r];

(1) f ndo possui pontos de inflexdo e sempre tem concavidade voltada para cima;
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V5—1
2

[—%, 0] e concavidade voltada para baixo em [zg, §];

(m) Ponto de inflexdo xy = arcsen( ), concavidade voltada para cima em

(n) f ndo possui pontos de inflexdo e sempre tem concavidade voltada para cima.
2.a#0e3b®—8ac>0oua=0eb#0.
3. a< —2oua>2.

4. Note que
f"(x) =0«< 2cosx — xsenz = 0.

Como y =zsenz e cosx = £4/1 — (%)2 temos que
2 2 2
i () v = vmvesho () o1 ()
x x x

& 22yt =4(2* — P o P4+ 2?) = 42”

37.

a) Valor minimo local —<7;

(
(b) Valor minimo local 5;

(¢) Valor méximo local Va2 + b2 e valor minimo local —v/a? + b2;
(d) Valor méximo local o;

(

e) Valor minimo local 1.

a) Assitota horizontal y = 5 e assintota vertical z = 3;

b

~—

Assitota horizontal y = 3 e assintota vertical z = 1;

C

~—

Assitota horizontal y = 0;
d) Assitota vertical x = 0;

(
(
(
(
(e
(
(
(
(

Assitota obliqua y = = + 1 e assintota vertical x = 3;

~—

Assitotas obliquas y = x e y = 3x;
g) Assftotas obliquas y = —2z — ; e y = 2z + §;
h) Assftota obliqua y = x — 3;

i) Assitota obliqua y = x + 1 e assintotas verticais t = —1 e z = 1.

7. Primeiro notamos que

:EE]a,b[@a<x<b®0<x—a<b—a@0<?<l.
—a

Assim,
v € Jab] &t= ”Z:Z’ €101 ©a=(1—t)a+tbe ]0,1].
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Agora, suponhamos que f seja convexa em X. Entao

f@+ IO 0y > ), o o
Logo,
ra=na+m) < 7@+ @ - parm o)
_ f(a)—i—f(bz:j:(a)t(b—a)
= J(@+(F0) - f@)

Reciprocamente, suponhamos que
f(L=t)a+th) < (1—1)f(a) +Lf(b),
para todo t € ]0,1[ e a,b € X, com a < b. Logo,

flx) = f((1=1t)a+1b)
< (1=1)f(a)+tf(b)

(1-5=5) s+ (5=2) )

fla) + W(I —a), Yz € a,bl.

Portanto, f é convexa.
Basta tomar s = 1 — ¢ no exercicio 7.
Basta tomar s = ¢ = % no exercicio 8.

Sejam X C R um intervalo e f : X — R uma funcao. Entao f é concava em X se,

e somente se,
(1 =0)f(a) +tf(b) < f((1 = t)a+tb),

para todo t € |0,1] e a,b € X, com a < b. Agora siga os passos da prova dos
exercicios 7, 8 e 9.

Como é crescente e convexo temos que

fog((l—=t)a+tb) = f(g((1—t)a+tb))
< f((T—1t)g(a)+tg(b))
< (1- )f(g(a))+tf( ())

para todo t € |0,1] e a,b € R, com a < b. Portanto, f o g é convexa.
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12. Se z e y sao as partes, entao z =y =4 u ¢

13. Se x e y sao as partes, entao r =y =9 cm

14. O comprimento do segmento z é igual a é u c e a drea é igual a % U a.
15. b= —6 ou b = 6.

16. 2 semanas.

17. f(z) = —32% — 6z + 1.

18.
x_a1+a2+~~+an

19. 21./545 km.

Secao 7.5

L (a) 22 (b) 32 (c) oo; (d) oo; (e) 05 (£) e; (g) oo (h) oo; (i) 1; (§) 15 (k) 05 (1) oo.

Secao 7.7

1. (a) 48; (b) 0; (c) aproximadamente 278 pessoas.
2. (a) 54 g; (b) 60,5 g; (c) 1,28 Kg.
3. =2 °C/h.

4. 0,08 rad/ min.

5. —45 rad/s.
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