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1 Algumas Aplicacoes das Derivadas na Adminis-
tracao e na Economia

1.1 CUSTO, CUSTO MEDIO E CUSTO MARGINAL

Admitindo-se que o custo total y para se produzir e negociar x unidades de um artigo
¢ uma funcao somente de z, entao a funcao de custo total pode ser representada por

Sao usadas funcoes de varios tipos para representar curvas de custo total. Em geral,
as curvas de custo tem as seguintes propriedades:

1. Quando nenhuma unidade é produzida, o custo total é igual a zero ou positivo, isto
é, f(0) > 0. Se f(0) > 0, entao f(0) é o montante das despesas gerais ou dos custos
fixos de producao.

2. O custo total aumenta quando x aumenta e, portanto, f’(x) é sempre positivo.

3. O custo de producao de uma quantidade muito grande de qualquer artigo usual-
mente atinge um ponto no qual este aumenta a uma taxa crescente. Portanto, a
curva de custo total é, normalmente, concava para cima, isto é, f”(x) > 0. En-
tretanto, dentro de uma faixa limitada, a curva de custo total é, com frequéncia,
concava para baixo, correspondo ao custo marginal decrescente.

Se a fungdo de custo total é f(x) entdo, o custo médio ou por unidade é

c x . ,

em(z) =7, = e @) e o custo marginal é f'(x).
x x

A primeira derivada do custo médio (o custo médio marginal) é cm'(x) =

zf'(x) — f(x)

12

Se |em’(x)=0|< zf'(x) — f(x) =0, isto é, f(z) =z f'(z) = — =|{’(x)=cm(x)

Portanto, o custo médio ¢ minimo para um valor de z, tal que o custo médio se iguale
ao custo marginal; isto é, as curvas do custo médio e do custo marginal se interceptam no
ponto de custo médio minimo. Observe que se x existir, supoe-se que seu valor seja minimo
para o qual cm/(z) = 0, devido a terceira propriedade das curvas de custo mencionadas
acima.

Para uma determinada curva de custo total, a existéncia deste minimo pode ser testada
da maneira usual.



1.2 ELASTICIDADE

A elasticidade pontual da fungao y = f(x) no ponto z é a taxa de varia¢ao proporcional
em y por unidade de variacao em x:
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Observe que a elasticidade n de uma funcao é independente das unidades com as quais as
variaveis sao medidas. Isto resulta da definicao de elasticidade, em termos de variagoes
proporcionais, que sao necessariamente independentes das unidades de medida.

A elasticidade pontual da demanda, oferta, custo, produtividade e outras fungoes é
um importante conceito na teoria economica.

1.3 RECEITA, RECEITA MARGINAL E ELASTICIDADE
DE DEMANDA

Para qualquer funcdo demanda dada y = f(z) onde y é o prego por unidade e = é o

ntumero de unidades; a receita total R é o produto de x por y, isto é, | R = z.y = z.f(x)

A receita marginal em relacao a demanda é a derivada da receita total em relacao a
x, ou seja, R'(x) e é, portanto, a taxa de variagdo na receita em relagao a variagdo na
demanda.

Observe que a receita média, ou a receita por unidade, representa também o preco por
unidade y - isto é, a curva de receita média e a curva de demanda sao idénticas.

Uma vez que x e y sao sempre nao negativos no contexto de nossa estrutura analitica
previamente estabelecida, R também é sempre nao negativa. Contudo, R'(z) pode ser
positivo ou negativo - isto é, embora a receita total seja sempre nao negativa, ela pode
aumentar ou diminuir, a medida que a demanda aumenta.

Note também que existe uma relacao entre a receita marginal e a elasticidade de
demanda, dada por:
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1.4 RENDA, CONSUMO E POUPANCA NACIONAIS

A relacao entre a renda nacional total disponivel e o consumo nacional total é co-
nhecida frequentemente como funcdo de consumo. Nas formas simples de andlise tedrica
da fungao de consumo, assume-se que a medida que a renda aumenta (ou diminui), o
consumo aumenta (ou diminui), embora com menos intensidade que a renda; isto é, a
tendéncia marginal ao consumo ¢ igual a taxa de variacao no consumo, a medida que a
renda disponivel varia.

Se a fungao de consumo ¢é dada por ¢ = C'(z) onde ¢ é o consumo nacional total e
a renda nacional total (e ¢ e x sdo medidas nas mesmas unidades), entao, a tendéncia
marginal ao consumo é C’(x).

Nas andlises tedricas elementares da renda nacional, assume-se frequentemente que a
renda disponivel é igual ao consumo (C'(X)) mais a poupanca (S(x)). Isto é expresso como

r = C(x)+ S(z)|, logo, a tendéncia marginal a poupanga é S'(x) =1 — C'(x)

Na analise da renda nacional, o investimento é considerado como formacao de capital
e representa um acréscimo no capital real, por exemplo em equipamentos, edificios, esto-
ques, e assim por diante. Assume-se que o investimento e o consumo estejam relacionados
de maneira tal que uma despesa no investimento inicial possa resultar num acréscimo na



renda igual a varias vezes esta quantia. Uma expressao numérica precisa para esta relagao
¢ dada pelo multiplicador. Este é a razao entre o tltimo acréscimo na renda e o acréscimo
no investimento que o originou.

O multiplicador k esta relacionado a tendéncia marginal ao consumo e é dado por

1 1
b=1z C'(z)  S'(z)

Observe que se C'(z) = 0, entdo k = 1 ; isto é, se nenhuma renda adicional é gasta, o
acréscimo total na renda é igual a despesa inicial; se C'(x) — 1, k — o005 isto é, se toda
a renda adicional é gasta, o acréscimo total na renda torna-se infinitamente grande.

1.5 EXERCICIO

12 Questao Para cada uma das seguintes fungoes de custo total, ache o custo médio (7),
custo marginal, custo médio marginal, o minimo custo médio e mostre que neste minimo,
o custo marginal e o custo médio sao iguais (ver ?77?).

a) y = 2% + 200z + 10000 (R. Tmin = 100 Fppy, = 400)
b) y = 25z — 82 + 23 (R. Tpin =4 Ypin, = 9)
c) y=22%+5x+18 (R. ZTonin =3 Yppin = 17)
d) y=32>+52+6 (R. Tnin = V2 Fppin = 6v/2 + 5 a2 13.485)
e) y = 20x + 223 + 42° (R. Tonin =0 i, = 20)
1
f) y=2x+ 2%lnz (R. Zinin = —  Yppin = 2 — — ~ 1.6321)
e
1
g) y=2xe " 4 xe® (R. Tnin = 3 “In2 7, =2V2~ 2.8284)

22 Questao A funcao de receita total de uma fabrica de mdveis coloniais é expressa
pela equacao R = 24x — 322

a) Qual é a receita maxima que esta companhia pode esperar obter, supondo que esta
equacao seja valida? (R. Tinaw =4 Rypas = 48)

b) Que equagdo representa a fun¢ao de receita média e marginal?
¢) Num tnico gréfico, trace as fungoes de receita total, média e marginal.
32 Questao Para cada um dos seguintes pares de funcoes de demanda e de custo (médio

ou total), ache o lucro maximo, a receita maxima que se pode obter e verifique que a
relacdo entre a receita marginal e a elasticidade de demanda ¢é vélida (ver 77).

a) y=18—zey.=2z+14 (R. Rpazr = (9,81)  Liae = (8,50
b) y=24—Tzrey.=6—=x (R.Rm(w:(g,%) Lmax:(l—f,%

)
)
c) y=26—-32"ey.=32"+2r+14 (R Rpaw = (5.%) Limaw = (%\/%7 %\/%))
d) y=12 -4z e y. = 8v — z* (R. Ripaz = (3,3)  Lumaz = (3,9))
e) y=12—5z ey, =4x+6 (R. Rpaz = (5,1) )



4*  Questao Suponha que o consumo nacional seja dado pela funcoes

0,2
Cil) = 1+32%, Cale) = 10+ 0,80+ 0,5V ¢ Cy(e) = 0.7+ 5.

a) Encontrar a fungdo poupanga nacional Si(x), Sa(x) e S3(x);

b) Encontre a tendéncia marginal ao consumo e a tendéncia marginal & poupanga;

c) Encontre o multiplicador k para o valor x = 1 (ver 77)

(RR()=—2 h()=-20 k(1)==)
Datas das provas
’ Prova ‘ Data ‘ Turma ‘ Turno ‘ Local ‘
4 26/09 terca 02 e 04 | Manha e Noite | sala de aula
4 27/09 quarta 01 Manha sala de aula
Final | 04/10 quarta | 01, 02 e 04 | Manha e Noite | & definir

Boa Sorte



