CODIGO DE IDENTIFICAGAO DO CANDIDATO:

ALGEBRA LINEAR

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2024.2

1. (1,0) Dados os vetores u = (1,—1,2) e v = (—1,2,3) em R?  determine o valor de A\ de modo

que w = (=3, \, 2\ + 3) seja combinagao linear de u e v.
2. Seja V = P3(R) o espago vetorial dos polindémios sobre R com grau menor ou igual a 3.

a) (1,0) Mostre que B = {1,2+ 2,3z — 2%,z — 2®} é uma base de V;
q

(b) (1,0) Sendo C = {1,z,22, 23} a base canonica de V, determine [I]§ a matriz de mudanca

de base da base C para a base B.

(c) (0,5) Dado p(z) = 1 + x + 22 + 23, determine [p(z)]s a matriz das coordenadas de p(z)

com relagao a base B.
3. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita n sobre R.

(a) (1,0) Se n for impar, prove que nao existe nenhuma transformagao linear 7' : V — V tal
que Im(T) = Nuc(T);

(b) (1,0) Mostre que a afirmacao no item (a) é falsa se n for par.

4. (1,0) Mostre que toda matriz A € M,x,(R), tal que A*> = A, é semelhante a uma matriz

diagonal.

5. (1,5) Considere o operador linear D : Pa(R) — Py(R) definido por

D(p(x)) = 2*p"(z),

em que p”(z) denota a derivada segunda de p(z). Quem sao os autovalores de D? Este operador

é diagonalizavel? Justifique sua resposta.
6. Considere R? munido com o produto interno
(1,72, 23) , (Y1, Y2, ¥3)) = T1y1 + 272Y2 + 3233

(a) (1,0) Seja W = [(0,1,1),(1,1,0)] . Encontre uma base para W+;

(b) (1,0) Determine uma base ortonormal para W.
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ESTRUTURAS ALGEBRICAS

Prova do Processo Seletivo PPGMat-UFPB 2024.2

a+b

1. Fixe ¢ € R positivo e considere G = {z € R| —c <z < ¢}. Defina a x b := 1+ (ab)/c*

(a) (1,0) Se a,b € G, entdo mostre que a xb € G.

(b) (1,0) Mostre que (G, %) é um grupo abeliano.

2. Sejam (G, *) um grupo finito e Sg := {H | H é um subgrupo de G}. Denote por #(Sg) a

cardinalidade de Sg.
(a) (0.5) Se |G| = 6, entao determine #(Se¢) -
(b) (1,0) Se G ¢ ciclico, entao determine #(S¢).
(¢) (0,5) Se #(S¢) = 3, pode-se concluir que G é ciclico? Justifique sua resposta!
3. (1,0) Seja G um grupo de ordem 99. Mostre que G é abeliano.
4. Considere o ideal* T = (2% — y? y — 2?) C C|x,y].

(a) (0,5) Mostre que z*(1 — x?) € 1.
(b) (1,0) Mostre que (x — 1,y — 1) é um ideal maximal do anel C|z,y| contendo I.

(c) (0,5) I é um ideal radical?! Justifique sua resposta!

Qlz, y]
(zy)

p(t) = ag + art + - + agt® — ag + a10 + - - - + a40? sendo 0§ = x — y € Q[z, y].

5. Considere o anel quociente A = e ¢ : Qt] — A o homomorfismo de anéis* definido

por

(a) (0,5) q(t) = 1+t + t* pertence ao nticleo de p? Justifique sua resposta
(b) (1,0) Determine o niicleo de .
6. Sejam A um anel comutativo com unidade e A[t] o anel dos polinémios na variavel ¢ com
coeficientes em A. Fixe a € A e defina J, = {p(t) € A[t] | p(a) = 0,p'(a) = 0} .3
(a) (0,5) Mostre que J, é um ideal de A[t].
(b) (0,5) E J, um ideal finitamente gerado de A[t]? Justifique sua respostal

(¢) (0,5) Se A =7 el é um ideal principal préprio e nao nulo de Zlt], pode-se concluir que

todo ideal K C I é principal? Justifique sua respostal

2 2

*Sendo <x2 — 2y — a:2> o ideal gerado por 22 — 4% e y — 22 em C[z, y].

fSe (A, +,-) um anel comutativo com unidade e J C A um ideal. Dizemos que J é radical se J = v/J sendo
VJ={a€ A|a" €J para algum n inteiro positivo }.

¥Se (A, +,) e (B, +1,-1) forem anéis comutativos com unidades 14 e 15. Uma fungdo f : A — B é denominada
homomorfismo de aneis se: f(14) =1p, f(x+y) = f(x)+1 f(y) e f(z-y) = f(z) 1 f(y) para todo z,y € A.

$p/(t) indica a derivada de p(t) em relacio a t, isto é, p/(t) = ay+2ast+- - -+dagt?™! se p(t) = ag+ait+ast®+- - +agt?
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. (2,0) Seja a(t) = (acos(t/c),asin(t/c),bt/c), t € R e ¢* = a* + b*.

(i) Mostre que « esta parametrizada pelo comprimento de arco.
(ii) Determine a curvatura de .

(iii) Calcule a torcao de a.

(2.0) Suponha que todas as normais a uma curva parametrizada passem por um ponto fixo.

Mostre que o trago da curva estd contido em um circulo.

(2,0) Dizemos que um difeomorfismo ¢ : S; — S, preserva drea se a area de qualquer regiao
R C S éigual a drea de p(R). Prove que se ¢ preserva dreas e é conforme, entdo ¢ é uma

i1sometria.

(2,0) Calcule as curvaturas Gaussiana e média do cilindro x? + y? = 1.

. Assinale certo ou errado nas afirmagoes abaixo justificando sua resposta.

(0,5) Se uma superficie pode ser coberta por duas vizinhangas coordenadas cuja intersecao é

conexa, entao a superficie é orientavel.
(0,5) Todo meridiano de uma superficie de rotagao é uma geodésica.
(0,5) Se S nao é homeomorfa a uma esfera, entao S possui apenas pontos elipticos e hiperbdlicos.

(0.5) As geodésicas da esfera sao os grandes circulos.
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1. (1.0) Sejam A e B subconjuntos nao vazios de RY. Mostre que se A ou B ¢ aberto, entdo o

conjunto

A+B:={a+b:a€A e be B}

é um aberto.

2. (2.0) Sejam A C RY um conjunto aberto e conexo e f : A — R uma funcio diferencidvel. Se
f'(x) = 0 para todo = € A, mostre que f(z) = f(y) para todo =,y € A. A mesma conclusao é

verdadeira sem a hipétese de conexidade? Justifique sua resposta.

3. (1.5) Seja A = (a;;) uma matriz N x N simétrica e defina f : RY — R por f(z) = (Az,z).
Mostre que existem v € S¥~1 e X € R tais que Au = Au, onde SV 1 :={z e RV : ||z|| = 1}.

4. (1.5) Enuncie o Teorema da Fun¢ao Inversa. Demonstre o Teorema da Fungao Implicita usando

o Teorema da Funcao Inversa.

5. (1.5) Considere xy € RY e B[zg,r] a bola fechada de centro zy e raio r > 0. Mostre que se

f : Blzg,r] = R é uma funcao continua, entao

1
lim ——— do = ,
/B T = £

r—0+ vol(Blzo, r])
onde vol(B|xg,7]) denota o volume da bola Blxg, 7] em RY.

6. (1.5) Considere o sistema nao-linear

r+y+z2=06
xy +rz+yz=11
ryz = 6.

Note que o ponto (1,2,3) é solugao deste sistema. Mostre que esta solugao é unica em uma

vizinhanga deste ponto.

7. (1.0) Seja B[z, R] a bola fechada de centro xq e raio R > 0 em RY. Mostre que

vol(Blxy, R]) = vol(B[0, 1]).RY
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1. (1,5)
a) Prove (por indugdo) a Desigualdade de Bernoulli: para todo nimero real x > —1 e todo
n € Nvale (1+2)" > 1+ nx.

b) Sendo 0 < a < 1, mostre que a correspondéncia n — a" define uma sequéncia decrescente

e limitada.

1 1
c) Mostre que inf {a";n € N} = 0. (Dica: como — > 1, tem-se — = 1 +d, com d > 0. Daf use

a)) a a

2. (2,0) Sejam (ay,), (b,) e (z,) sequéncias tais que lima, = 0, (b,) é limitada e existe uma
constante C' > 0 tal que |z, — z| < Ca,b, para todo n suficientemente grande. Dai:
a) Prove que lima,b, = 0.

b) Usando a), mostre que limz,, = x.

3. (1,5) Mostre que se a, > 0 para todo n € N e a série Y - | a, converge, entao

k k
lim E a, = sup E Q.
k—o0

n=1

keN £

4. (1,5) Sejam A, B C R. Dizemos que um subconjunto F' C A x B é fechado em A x B se para
toda sequéncia (x,,y,) em F com limz, =a € A e limy, =b € B tem-se (a,b) € F. Mostre
que se f: A — B é continua, entdo o conjunto Gy = {(z, f(x)); x € A} (ou seja, o grafico de
f) é fechado em A x B.

5. (1,5) Seja f : I — R derivéavel no intervalo I, com f’ continua em a € I. Mostre que para

quaisquer sequéncias de pontos x, # y, em I, com limx, = a = limy,, tem-se

@) — tim L) = T 0)

Tn = Yn
(Dica: use o Teorema do Valor Médio de Lagrange)
6. (2,0) Considere f,g: (0,8] — R fungoes. Justifique as afirmagoes abaixo:
a) Se f é dada por f(x) =0,se z € Q, e f(x) =1, se x ¢ Q, entdo f nao é integravel.

1
b) Se g é dada por g(z) =z, se x ¢ N, e g(x) = o 5e T € N, entao g é integravel.
T



