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Nivel 3 - Resolucao e comentarios

Problema 1. Jodo e Joémerson criaram um jogo com as sequintes regras:
(i) Sdo escritos os nimeros de 1 a 20 em um papel;

(i1) Alternadamente, cada jogador risca um, dois ou trés nimeros consecutivos, por exemplo, {1}, {10, 11, 12},

{17, 18} e ete. Cada nimero pode ser riscado uma unica vez;
(#1i) Ganha quem riscar o ltimo nidmero.
Sabendo que Jodo € o primeiro a jogar, mostre uma estratégia para que ele possa ganhar sempre.

Solugao do problema 1. Jodo comega tirando os nimeros 10 e 11. Considere os conjuntos A = {1,...,9} e
B ={12,...,20}, ambos com 9 elementos cada. A partir da jogada de Joémerson, cada jogador s6 poderd efetuar
sua jogada retirando elementos de apenas um dos conjuntos. Basta entao Joao adotar uma estratégia simétrica em

relagao a Joémerson, por exemplo:
e se Joémerson tirar 13 e 14, Joao retira 2 e 3;
e se Joémerson retirar 1, 2 e 3, Joao retira o 12, 13 e o 14.

e assim sucessivamente, de modo que Joao sempre ganhara.

Problema 2. Sabendo que os polindmios x? + ax + 2017 e 22 + bx + 2018 possuem raizes inteiras positivas e

possuem uma Taiz em comum, determine a e b.

Solugao do problema 2. Para a resolucao deste problema, usaremos os fatos e relagoes a seguir:

e Seja p(z) = apz™ + a12™ ' + ...+ a,—12 + a,, um polindmio com coeficientes reais (ou mesmo complexos) e

sejam rq,...,r, suas raizes (distintas ou néo). Entao:

ay
7“1+7‘2—‘r...—|—rn: -
ag
az
rreo +rirs+rirg+ ...+ rn_1rn, = +=
ag
as
T1rer3 + T4 + .+ T2l 1Ty = _2
ag

a
n n
rire - Tn :(—1) 2
ag

Para o caso de um polinémio de segundo grau z? + nx + p, as Relacoes de Girard se resumem a

rT+ro=-—n

rire =p

e Se m é um inteiro maior que 1 e nao é primo, entao possui um divisor primo menor ou igual a y/m.

Sejam r e s as raizes do polinomio 2 + ax 4+ 2017 e r e t as raizes do polinémio x2? + bx + 2018.
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Pelas relagoes de Girard, temos que

rxs = 2017
r+s = —a
rxt = 2018
r+t = —b.

Temos que 2017 nao é divisivel por nenhum primo até /2017 = 45, ou seja, 2017 é primo. Assim, temos necessa-
riamente » = 1 ou » = 2017. Como 2017 nao divide 2018, temos que r = 1. Portanto, s = 2017 e t = 2018.
Logo, a = —2018 e b = —2019.

Problema 3. Enguanto estudava para OPM, Marcos se deparou com o sequinte problema: “Usando apenas a
imaginacdo pense numa laranja e enlace-a pelo equador de forma bem justa. Depois, pegue o fio, estenda-o e
aumente 1 metro no comprimento obtido. Faca outro circulo com o novo comprimento do fio e enlace a laranja de
novo. Vocé acha que pela folga que ficou passaria um rato? Nao responda ainda, seria muito facil. Antes, vamos
repetir o problema, apenas trocando a laranja por uma bola um pouco maior: a Terra. Circunde-a pela linha do
equador e aumente o comprimento obtido em 1 metro. Enlace-a de novo e responda: um rato em pé, que possui 10

cm de altura, passaria pela folga?”.

Usando apenas artificios matemdticos, ajude Marcos a chegar numa solucao.

Informacao: O raio da Terra é 6400 km, aprozimadamente.

Solucao do problema 3. Vamos tratar o problema de uma forma genérica.

Seja C uma circunferéncia de raio r; e L; o comprimento, em metros, de C;. Temos entao que

L
Li=2rr; = nr; = 71
2m

Acrescentando um metro ao comprimento, obtemos um novo comprimento Ly = L; + 1. Sejam Cy a circunferéncia

com mesmo centro de C e comprimento Lo, e 79 seu raio.

h

UFPB - Departamento de Matematica Joao Pessoa Resolugao e comentérios



g

OPM 2017 Nivel 3

A “folga” procurada é o valor de ro — 1. Notemos que

Li+1
or

Li+1=Lo =2n1ry =19 =

Portanto, temos que
bitl L 12 5em > 10
—— =—m>-m= m m.
27 2r 2w 8 19¢ ¢

T9g —T1 =

Isto mostra que a folga obtida independe se o procedimento descrito foi feito numa laranja ou num planeta. Assim,
o rato passaria sim pela folga tanto da laranja quando na folga da Terra. Perceba que a informacao do valor do

raio da Terra nao é necessaria.

Problema 4. Pierre de Fermat, matemdtico amador do século 17 responsdvel por um dos problemas mais fa-
mosos da matemdtica (O dltimo teorema de Fermat, pesquise por ele apds a prova), tem seu mome em vdrios

teoremas como forma de homenagem. Um exemplo € o conhecido “Pequeno Teorema de Fermat”, que diz que

se p > 0 é um niimero primo que n3o divide o niimero inteiro a, ent3o o resto da divisio de a?~! por p é 1.

(a) Calcule o resto da divisdo de 20152°17 por 2017.

(b) Mostre que 20152017 420162018 + 2018216 ¢ divisivel por 2017.

(Sugestao: Lembre-se, por exemplo, que 2016 = 2017 — 1 e use o bindémio de Newton)

Solucao do problema 4. Fundamentaremos esta resolugao nas seguintes propriedades:

e Dados m,n € Z, existem tnicos q,r € 7Z tais que
m=ng+r, com0<r<|n|

Dizemos que n divide m (ou m é divisivel por n) quando r = 0.
e Se m é um inteiro maior que 1 e nao é primo, entao possui um divisor primo menor ou igual a y/m.

e Dados z,y € R e n € N, temos que

(@ +y)" = kzn:_o (Z) byt

(a) Notemos inicialmente que 2017 é primo. De fato, temos que /2017 < 45 e como 2017 nao é divisivel por

52016

nenhum primo até 45, segue que 2017 é primo. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, o resto de 201 na

divisdo por 2017 é 1. Assim, podemos escrever
20152916 = 2017m + 1 para algum m € Z.

Portanto, 20152017 = 20152016 x 2015 = 2017 x (2015m) + 2015. Concluimos assim que o resto de 20152017
na divisao por 2017 é 2015.
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(b) Através do bindmio de newton, podemos escrever

20162018 = (2017 — 1)2018
2017
201
=y ( Ok 8) x 20177 x (—1)2018=F
h=0 2018
2017
— —1)2018 201 k -1 20187’(}'
(1) +Z<k>x08x()
k=1
2018 019
Cada parcela do somatério Z < i > x 20177 x (—1)?9187F est4 acompanhado de uma poténcia de 2017.
k=1
2018 014
Assim, o somatdrio Z < i > x 2017% x (=1)2°18=F ¢ divisivel por 2017. Logo, podemos escrever 20162018
k=1

como
20162918 = 2017z + (—1)2'® = 20172 + 1

para algum x € Z.

Da mesma forma, através do binomio de Newton, podemos escrever 20182016 = (2017 4 1)2016 = 2017y + 1

para algum y € Z.

J4 pelo item (a), podemos escrever 20152°'7 = 2017z + 2015 para algum z € Z.

Portanto, somando temos que

20152917 + 2016%9'® + 2018%"1% = 2017(z 4+ y + 2) + 1 + 1 + 2015 = 2017(x + y + 2 + 1).

Uma outra solugao é possivel usando congruéncias lineares:

20162018 (—1)2018 1 (mod 2017)
20182016 = 12016 = 1 (mod 2017).

Pelo item (a), temos que 20152°'7 = 2015 (mod 2017). Logo,

20152017 42016218 + 20182016 = 2015414+ 1=2017=0 (mod 2017).

Problema 5. Uma sinuca matemdatica é composta por um retangulo no plano cartesiano delimitado pelos pontos
(0,0),(M,0),(M,L) e (0,L) com L,M > 0, um “bolao” situado no ponto (0,L) e duas cagapas (buracos) nos
pontos A= (M,0) e B=(M,L).

Um matemdtico brinca na sinuca tentando colocar o bolao nos pontos A = (M,0) e B = (M,L), mas com a
condi¢do de que o boldo sé pode tocar os segmentos horizontais. Assuma que as trajetorias da bola sao retas e,
além disso, que os dngulo de incidéncia e de reflexdo sao iguais. (veja o exemplo abaizo)

Por exemplo, Fermat consegue acertar o bolao na cagapa B com apenas um reflexo, mirando no ponto Q) como

exemplifica a figura abaizo.
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(0. L@ 8] (M, 1)

0,0 9~“0 K(M,O)
(0,0) 0

Os angulos 0 destacados acima sdo os angulos de incidéncia e reflexao citados anteriormente. Através de cdlculos

simples, Fermat verificou que as coordenadas do ponto @ sdo % e 0, ou seja, QQ = (%, 0).

(a) A figura abaizo representa o percurso feito pelo bolao quando ele é refletido exatamente duas vezes e cai na

cacapa A. Determine as coordenadas do ponto P.

(0. 1)@ AL B] (M, L)

e
.

4'-.".-‘ .'A‘....'.. '>‘..‘
(0,0) “AA” Al o, 0)

P

(b) Para cada n inteiro positivo, determine as coordenadas do primeiro ponto de reflexdo do bolao e em que

cacapa o bolao caiu, sabendo que antes de cair, o bolao foi refletido exatamente n vezes (no total).

Solugao do problema 5. Retas paralelas cortadas por uma transversal formam angulos congruentes, como mostra

a figura abaixo:

(a) Inicialmente, notamos que pela propriedade exibida acima podemos concluir que § = « como assinalado na

figura:
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(O, L)@ @f F(M. 1)

e
iy,

(0,0) BA A (M, 0)

Podemos entao considerar a seguinte figura:

. AL NE
h

o
-

b « . . o
P

Temos trés igualdades envolvendo a tangente de a:

=

a gc
tan(a) = =; tan(a) = =—; tan(a) =
(@) = 525 tan(e) = 2 tan(a)

Como ab = gé = fd = L, entdo bp = pc = fg.

Além disso, temos ainda que fg = cd. Desta forma, concluimos que
bp = pc = cd.

Portanto, o ponto P situa-se no primeiro tergo do segmento bd, ou seja,

- ().

(b) Notamos que o primeiro reflexo é no segmento horizontal de baixo; o segundo reflexo é no segmento horizontal

de cima; . ... Portanto

— se n é impar, n = 2k + 1, o dltimo ponto de reflexo é no segmento de baixo e, portanto, a bola sé pode
ter caido na cagapa B. Através de uma repetigdo do argumento usado no item (a), podemos concluir

que os angulos de reflexao sao todos iguais. Vejamos a figura seguinte:
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a P2 P4 ¢
i,_ FYW’Y 7\.]\-/7 \
P !

=

JL_Ap TAAT NV

Pn

De modo anélogo ao item (a) podemos chegar na figura seguinte

a

hy

e concluir que

bpi = p1hi = hips = psha = ... = hypokt1.

Portanto, o segmento bd fica dividido em 2k + 2 = n + 1 partes iguais. Logo, as coordenadas do ponto

b1 = TL+17 .

Pp1 sS40

— se n é par, n = 2k, temos o seguinte:

a P2 P4 P2k .
[@ TNy N AN
L TANTY L TARNTY M
m by Ps hy hy

De maneira inteiramente andloga, temos
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Clique aqui para visitar a pdgina da OPM no Facebook (ou digite https://www.facebook.com/opmufpb/?fref=ts
no seu navegador) e fique por dentro de todas as novidades da OPM e visite o nosso site clicando aqui (ou digite
http://www.mat.ufpb.br/opm/ no seu navegador) para conferir a lista de premiados, provas anteriores e muito

mais!
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