Gabarito da Prova do Nivel 3

1. Quem vai informar em quantos zeros o nimero acaba serd a quantidade de vezes
que tivermos o fator 10 no produto. Como 10=2-5, devemos buscar quantos
fatores iguais a5 temos entre 1 e 100, pois os fatores 2 aparecem em quantidade

bem maior. Na tabela a seguir estdo contadas essas possibilidades:

Intervalo Niimero de fatores iguais a 5
la9 1
10a 19
20a29
30a39
40 a 49
50 a 59
60 a 69
70a79
80 a 89
90299
100
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Portanto, como aparecem 24 fatores iguais a 5, certamente teremos 24 fatores

iguais a 2, o nimero 1-2-3-----99-100 acaba em 24 zeros.

2. O angulo BPD ¢é central, logo mede o dobro de 37,5, ou seja, BPD =75°.
Utilizando a Lei dos cossenos no tridngulo BPD, temos:
C=r’+r’=2r’cos(75), ou seja, (*=2r*(1-cos(75)). Portanto,

e 2(1—cos(75)) . Utilizando a dica fornecida e o fato de que 75=45+30,
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temos que cos(75)= YRR Finalmente, temos entdo que:




éz 2(1—cos(75)) :,[ﬂ-

3. Cada conjunto forma uma P.A. de razdo 1 e com n termos. Para calcularmos a
soma dos seus termos, precisamos essencialmente descobrir quanto vale o

primeiro termo em func¢do de n. Vamos denotar por A o primeiro termo do 7 -
ésimo conjunto e por B, o ultimo termo. Assim, temos que
B,=A,+(n—-1):-1=A,+n—1. Além disso, como o primeiro termo de um

conjunto € igual ao dltimo termo do conjunto anterior somado com 1, temos que

B, +1=A _,.Logo, A +n—1+1=A  , ouseja, A, =A, +n.Agoranote que:

=1
A, =2
3

A -A
A -
A —A =

Somando todas essas igualdades, teremos que A —A =1+2+---+(n—1), ou seja,

A = (n—l)-(zn—1+1)+1= I’l-(l;—l)+1

No nosso caso em particular, n=2015. Daf:

2015-(2015-1)
Ayys = : +1=1007-2015+1=2029106.

Portanto, a soma dos termos do conjunto de ordem 2015 sera:

(2029106+2031120)-2015
2

=2030113-2015=4090677695 .




Facamos x=y=1. Logo f(1)-f(1)-f(1)=1+1, ou seja,
(f(l))2 —f(1)=2=0. Resolvendo essa equacdo do segundo grau na
incégnita f (1), encontramos os valores f (1)=2 ouf(1)=-1. Como
o dominio de f € R, ndo podemos ter f(1)=-1 eassim f(1)=2.

Facamos na igualdade y=1 e deixemos xvariar. Logo,

f(x)-f(1)-f(x)==+—. Como  f(1)=2, temos que

27 (x)=f(x)=x+L, donde f(x)=x+-.
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O ndmero 3690 € trivisivel, pois qualquer nimero de trés algarismos
formados com os algarismos de 3690 € divisivel por 3. J4 o nimero
2015 ndo € trivisivel, pois 215 ndo ¢ divisivel por 3.

. A resposta é NAO. O algarismo A poderia ser igual a
1,2,3,4,5,6,7,8 ou 9. Entretanto, de acordo com a tabela a seguir,
sempre encontramos algum nimero com 3 algarismos de A354 que néo é

divisivel por 3.

Possibilidade para A Niimero nao divisivel por 3

1 145

245

335

445

554

635

743

853
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c. Suponha que o nidmeroabcd seja trivisivel. Como sdao 3o0s restos
possiveis na divisdo por 3, podemos sempre garantir que dois deles
deixam o mesmo resto nessa divisdo. Suponhamos que a e b deixam o

mesmo resto 7, quando divididos por 3 e que cdeixe um resto 7, # 1,

quando dividido por 3. Vamos analisar entdo a divisibilidade por 3 do
nimero abc. Como abc=100a+10b+c, o algoritmo da divisdo nos

permite escrever essa igualdade como

abc =100a+10b+c=100(3p+r)+10(3g+1r)+3s+1,.

Observando que 100=99+1e 10=9+1, temos que:

abc =3(100p +10g +5)+1007, +10r, +r, =3(100p +10g + s+ 331, +35,) + 21, + 1,

Como 0<r,r, <3, as possibilidades para 2r, +r, estdo mostradas na tabela

a seguir:

7 r 21+, Resto na divisdo por 3
0 1 1 1
0 2 2 2
1 0 2 2
1 2 4 1
2 0 4 1
2 1 5 2

De acordo com essa tabela, o nimero abc nao € divisivel por 3. Mas isso
ndo pode ocorrer, pois abcd € trivisivel. Essa contradi¢do veio do fato de
termos suposto que o resto na divisdo de cpor 3 era diferente do resto da
divisdo de a e bpor 3. Logo esse resto deve ser o mesmo. Analogamente
mostramos que o resto na divisdo de d por 3 deve ser o mesmo da divisdo

dea e bpor 3.



d. Pela letra (c), se abcdé trivisivel, os digitos devem todos deixar o
mesmo resto na divisdo por 3. Assim, para contarmos quantos nimeros

trivisiveis existem, € suficiente separarmos trés casos:

L a,b,c,d€{0,3,6,9} . Nesse caso, podemos formar 3-4-4-4 =192 niimeros

trivisiveis.

II. a,b,c,de{1,4,7}. Nesse caso, podemos formar 3-3-3-3=81 niimeros

trivisiveis.

L. a,b,c,de{2,5,8}. Nesse caso, podemos formar 3-3-3-3=81 niimeros

trivisiveis.

Assim, temos 192+ 81+ 81 =354 numeros trivisiveis.



