OLIMPIADA PESSOENSE DE MATEMATICA - nov/2013

Resolugao da prova de nivel 3

1) Considere a,b, ¢, d definidos por

Lol
oq=-+—+ —
“T 1716 " 304
p_l, 1,1
oh=-+—+ ——
767 8911
11
o C = — R -
3720 " 1653
1 1 1 1
ed= -4 -4 — 4 —

2 4 26 988

Determine o menor valor positivo n para o qual na,nb, nc e nd sao inteiros.

Solucao: Cada uma das somas de fragoes podem ser efetuadas e simplificadas:

_ 7641941 _ 96 _ 6
® 4= "304 T304 19

o b — 1273+13341 _ 1407 _ 3
8911 8911 — 19

o OLHSTHL _ 609 _ 7
1653 1653 — 19

o — 494424743841 _ 780 _ 15
988 988 — 19

Como todas as fragoes simplificadas tém denominadores iguais a 19 temos que se
n = 19 entao na,nb,nc e nd sao iguais a 6,3,7 e 15, respectivamente e esse é o

menor valor de n para o qual esses valores sao inteiros.

2) Determine uma raiz da equacao exponencial 9% + 15% = 25%.

Solugcao: Para qualquer valor de x € R, temos que 9, 25* e 15" sao todos

diferentes de zero. Logo, podemos dividir cada membro da equagao por qualquer

um desses termos. Dividindo-se os dois membros por 25, obtemos: 2 ;5}65 = ggx que
ivale a S5 — d implificad
equivale a *—5~ = 1 que pode ser simplificada para

O+ (=1

1



Fazendo a mudanca de variavel (%)x = y, obtemos a equacao do segundo grau

Y¥+y—1=0
cujas raizes sao y = %‘?’ Como y > 0, temos que y = _1;‘/5, ou seja,
(B)I 1445
5 2

Aplicando-se logaritmos aos dois membros, obtemos log ((%)x) = log (‘1;\@), ou

seja, r log (%) log ( H\f) o que implica

) | (42

T =

log (5) 2

que é a Unica raiz real dessa equacao.

Observacao: Essa equacao tem uma tunica solucao real que também pode ser

log (g) 2

escrita na forma

xr =
3) Ospontos A, B,C e D estao cada um sobre lados distintos de um quadrado de

lado 1. Unindo-se esses quatro pontos obtemos um quadrilatero cujos lados medem

a, b, c,d. Determine o menor e o maior valor possivel para a expressao a’>+b*+c>+d>.

Solucao:




Usando o Teorema de Pitagoras quatro vezes, temos que
S=a>+b+F+d* = (2*+y°) + (W + )+ (r* + 5°) + (22 + w?)
Comov=1—z,u=1—s,w=1—rez=1-—y, temos
S=2"+1-a) +s2+ 1 =8 +y*+ 1 -y +r*+(1—r)?

Observando-se o gréifico da fungao quadratica f(z) = 22+ (1—x)% = 222 —22+1 com
x € [0, 1] temos que se trata de um arco de parabola cujo valor minimo ocorre no

vértice V(3,1) e cujo valor méximo ocorre em uma das extremidades (0,1) ou (1, 1).

Do

Portanto, % < 2%+ (1 —2)? < 1. Pela mesma razao, obtemos % <sP+(1-s)2<1,
:<y*+(1—y)?<lei<r’+(1-r)* <1. Somando-se essas quatro desigualdades,
obtemos:

1 1 1 1
§+§+§+§S562+(1—:c)2+82+(1—3)2+y2+(1—y)2+7’2+(1—7’)2§1+1+1+1,

ou seja, 2 < S < 4. Concluimos entdo que o menor valor de a®> +b> +c2+d>é2eo

maior valor é 4.

4) A fungao f:{1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} é definida pelos valores da seguinte

tabela
x 11213145
flx)||4/113]5]2
Determine o valor de (f o fo fo---o f)(4).
2013 vezes

Solugao: Pode ser verificado diretamente que
o f(4) =5,
o (fof)4)=[(f(4)=[0)=2,



o (fofof)(4)=[(f(f(4)=[(2)=1,

o (fofofol))=Ff(f(f(4)=[(1)=4,

o (fofofofof)d)=Ff(f(f(f(4))))=[(4)=5,

o (fofofofofof)d) = f(f(f(F(F(4)))=F(5) =2,

Sendo assim, os valores 5,2, 1,4 se repetem nessa ordem, de quatro em quatro, no

célculo de (fo---0o f)(4). Como 2013 =4 x 503 + 1, temos que

(fofoforof)d)=f(4)=5.

2013 vezes

5) Calcule o valor da soma

1 1 1 1 1

+o— et

S=13 T35 2011 - 2013’

na qual observamos o seguinte:

e 0 denominador de cada uma das fracoes é o produto de dois impares consecutivos

escolhidos de 1 a 2013;

e cada impar de 3 a 2011 aparece uma vez nos denominadores de duas fracoes
distintas.

n—1)2n+1) — 2n-1 2n+1-

Sugestao: Determine valores de A e B tais que ©

Solucao: O termo geral do somatério é ( L Inicialmente, vamos tentar

2n—1)(2n+1)"
escrever essa fracao como soma de outras duas fragoes mais simples:

1 A N B
2n—1)2n+1) 2n—1 2n+1’

que equivale a 1 = A(2n+1)+B(2n—1) que é o mesmo que (2A4+2B)n+(A—B) = 1.
Para que essa igualdade seja valida para todo valor de n, devemos ter 2A+2B =0 e

4



A— B = 1. Multiplicando-se a segunda equacao por 2 e somando-se com a primeira,

obtemos: 4A = 2, ou seja, A = % Como B = —A, temos B = —5. Dessa forma,

D=

obtivemos que
1 1 1

2n—1)2n+1) 22n—1) 2(2n+1)
Fazendo agoran = 1,2, 3,...1006, obtemos que

en=1=2L=1-1
on:2$§:%—%0
on:3:>%:%—ﬁ
en=4=2L =212

{ ]

o n=1006 = s— 1 1

2011-2013 — 4022 4026

Somando-se todas essas igualdades, membro a membro, obtemos

1 1 1 1 _1 1, 1 1 4 .oy 1 1
T3 t3s 57t T omeo3 —3 6§+ 0 T10 1T + 102 — 1096

D=

ou seja,
1 L 2012 1006

S =3 " 1026 2026 2013’




