1.

Caso tiremos 30 bolas, ndo temos como garantiegiségam 10 da mesma cor,
pois podemos tirar as 10 que ndo sabemos se sdcabrau pretas, e, das 20
restantes podemos ter 9 de uma cor, 9 de outra@tias duas restantes, de uma
outra cor.

O ideal entdo seria retirarmd® bolas e mai8+ 9+ 9+ 1, porque dai mesmo
gue tiremos aquelas 10 que podem ser brancas t@s grenesmo que retiremos
9 de cada uma das cores restantes, aquela +1&acser de uma das cores
restantes, portanto garantindo que existem, petms)d0 da mesma cor.

Dai, o nimero minimo de bolas a serem retiradaa garantirmos que, pelo
menos 10 tém a mesma cor é 38.

Primeiro observamos que os triangulé&Be EFH sdo congruentes porque,
tém seus angulos internos iguais e possuem uneladmomum. O anguld®BE

é igual ao anguld:éH , portanto, as medidas dos laddB e EH sé&o iguais,
bem como as medidas dos laddE e FH . Para calcularmos a area solicitada,

precisamos calculaEF>. Mas, pelo Teorema de Pitagoras,

EF?=EH?+FH?= AB®+FH *=30+ 20= 5C

Vamos denotar porx o numero de pessoas famintas e par numero de
pessoas normais. Mesmo que as pessoas comam oordguilo que querem

comer, isto é, cada faminta coma 7 pedacos e cadsahcoma 3, temos que de
5 pizzas (=60 fatias) irdo sobrar pedacos. Isso djaer que
7x+ 3y < 60.

Por outro lado, se cada pessoa comer o minimo gde pomer, as 4 pizzas
(=48 fatias) nao serao suficientes para todos.dssr dizer que

6x+ 2y > 48.

Como x e ysado numeros naturais, basta efetuarmos algumastivest para
encontra-los. Perceba que< 9. Veja a tabela a seguir:
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Deve ser> 4, pela segunda inequacaa®8, pela primeira inequacao

Deve ser>7, pela segunda inequaca&®, pela primeira inequacao

Deve ser>10, pela segunda inequaca&®8, pela primeira inequacao

Deve ser>12 , pela segunda inequacac &0, pela primeira inequacao

Deve ser>15, pela segunda inequacae: &3, pela primeira inequacao

Deve ser>18, pela segunda inequacac &5, pela primeira inequacao
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Deve ser> 21, pela segunda inequacé& 1, pela primeira inequacao




Logo, a Unica possibilidade¥=8 e y=1, ou seja, foram 9 pessoas a pizzaria,
sendo que 8 estavam famintas.

. Denotando porx e y nimeros inteiros tais que — y> =105, 0 que queremos

descobrir € o0 numero de solucgdes inteiras desssagquObserve quE)5 pode
ser fatorado como 105=35< 7. Além disso, temos que

X’ -y?=(x-y)x+y). Portanto, a equacdo se transforma em
(x-y)x+y)=3x5x7 e as possibilidades para soluciona-la s&o asrgegui

(x-y) (x+y) X y
3 35 19 16
5 21 13 8
7 15 11 4
15 7 11 -4
21 5 13 -8
35 3 19 -16
1 105 53 52
105 1 53 -52

Agora observe que uma solucdo da equacaey” =105 como x =19,y = 16,
tem associada a ela, outras 3, que s&019,y=-16, x=-19,y=1€ e
x=-19,y=-16.

Portanto, se fizermos essa contagem para todoasos,cteremos ao todo 16
maneiras diferentes de escrevermos o numero 10% aoma diferenca de
quadrados perfeitos de inteiros.

Para verificarmos que ndo é possivel escrever erb®6= 53x z como uma
diferenca de quadrados perfeitos de niameros istgredemos tentar repetir o
argumento anterior. Chegariamos nos seguintesrsisiecom suas respectivas
solugdes.

(x-y) (x+y) X y
2 53 27,5 25,5
53 2 27,5 -25,5

Como as unicas possibilidades sédo essas, e a®a®lnéo sao inteiras, vemos
que o numero 106 ndo pode ser escrito como umaedfe de quadrados
perfeitos de nimeros inteiros.




5. Se André estiver falando a verdade, entdo Rafaddden fala a verdade, o que
nao pode acontecer, pois s6 um deles fala a verdad® André mente e o
culpado ndo é Renato. Por um raciocinio analognaRetambém é mentiroso.
Como apenas um fala a verdade, concluimos queoguefdla a verdade quando
diz que Renato é mentiroso. Dai concluimos queeRafanentiroso e como ele
diz que ndo é o culpado, somos levados a crersgoeé mentira e, portanto, o
culpado é Rafael.



