GABARITO Nivel 3 (Escolas Particulares) - OPM 2008
1) Qual é o maior, V20 + /98 ou v/19 + /99 ? Justifique!

Solucao: Sendo z = V204198 e Yy = \/E—i-\/@, temos 22 = 204+2/201/98+
98 e y2 = 194+2v/19v/99+99, ou seja, 2 = 1184-21/1960 e y? = 118+2+/1881.
Como z e y sao ambos positivos e 2 > y2, temos que = > y. Portanto, o
maior é v/20 + 1/98.

2) Sabendo que cos(5x) = 16cos®x — 20cos3x + 5cosx. Calcule cos18°. De-
termine todos os valores reais positivos, = e y, que sao solugoes da equagao:

x? + 4z cos(ry) + 4 = 0.

Solugao: Substituindo z = 18° na férmula dada, obtemos cos(90°) = 16 cos® 18°—
20 cos® 18°4-5 cos 18°, ou seja, 16 cos® 18°—20 cos® 18°+5 cos 18° = 0. Fazendo
cos 18° = y, obtemos 16y — 20y> + 5y = 0.

Como y # 0, dividimos a equacao anterior por y e obtemos 16y* —20y? 45 =
, ~ . . ~ 2080 _
0 que ¢ uma equagao biquadrada em y cuja solugao é y = +4/ == =

i\/%g. Como cos18° > 0 e cos18° > cos60° = %, temos que a Unica

possibilidade é
. 5+5 10 +2/5
Yy = cos 18" = 5 1 .

A equagao dada é equivalente a 22 — 4z + 4 +4x + 4z cos(zy) = 0, ou seja,
(z — 2)* + 4z (cos(zy) +1) = 0. Obtemos assim a soma de dois niimeros
N~ ————

>0 >0 >0
néo-negativos dando igual a zero o que s6 é possivel quando ambos sdo nu-
los, ou seja, (x —2)? = 0 e 4x(cos(zy) + 1) =0 = x = 2 e cos(zy) = —1
= cos(2y) = —1 = 2y = 7 + 2km = y = T + k7 onde k € N. Portanto, as
solugoes positivas da equagao sao v =2 ey =5 +km, k € N,

3) Seja f : Z — Z a funcgao definida por

_ n—3, se n > 1000
fin) = f(f(n+5)), se n < 1000.

Calcule o valor de f(84).

Solucao: Da definicao de f, obtemos que f(1000) = 997, f(1001) = 998,
£(1002) = 999, £(1003) = 1000, £(1004) = 1001, etc.
Obtemos também que

o £(999) = f(f(1004)) = £(1001) = 998,
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o £(998) = f(£(1003)) = f(1000) = 997,
o £(997) = F(£(1002)) = £(999) = 998,
o £(996) = f(£(1001)) = £(998) = 997,
o £(995) = f(f(1000)) = f(997) = 998,
o £(994) = f(£(999)) = f(998) = 997, etc.

Assim, aplicando-se f a um valor n < 1000, obtemos como resultado 998 se
n for impar ou 997 se n for par. Deduzimos entao que f(84) = 997.

4) Um homem tem 15878 pecas triangulares para formar um mosaico. Cada
triangulo é eqiiilatero com um centimetro de lado. Ele construiu o mosaico
como sendo o maior triangulo equildtero possivel.

a) Qual é a medida do lado do mosaico?
b) Quantas pegas nao foram usadas?

Solugao: a) Observamos que a sequéncia formada pelo nimero de triangulos
em cada linha do mosaico corresponde a 1, 3, 5, ....,2n — 3, 2n — 1, onde n
representa o nimero de linhas do mosaico.

Repetindo a sequéncia de tras para frente e somando-as da seguinte forma:

(14+2n=1)+(3+2n=3)+..+(2n—343)+(2n—14+1) =2n +2n 4 ... + 2n + 2n.

n

Dai, note que 25,, = 2n? — S,, = n?, onde S, corresponde a soma dos termos
da seqiiéncia. Assim concluimos que essa soma é um quadrado perfeito,
menor que ou igual a 15878, como o homem construiu um mosaico como
sendo o maior triangulo eqiiilatero possivel, entao:

n? = 15876 = n = 126
b) Como o quadrado perfeito mais préximo de 15878 é 15876, logo restaram

duas pegas.

5) Sejam a, b e ¢ trés nimeros reais positivos, dois a dois distintos, tais que

loga  loghb  logc

b—c c¢c—a a—b

Mostre que a®b’c® é um inteiro positivo.
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Solucao: Seja y = a®’ct. Entdo:

logy = log(a®) + log(b*) + log(c®) = aloga + blogb + clog c =

logy—aloga—l—b(b )loga—kc(z b)loga:>

a(b—c)+blc—a)+cla—10)
b—c

Logo, logy = 0 de onde concluimos que y = 1 e, portanto, é um inteiro

positivo.

logy = -loga = 0.

6) Trés irmaos e seu cachorro foram a feira de Oitizeiro comprar um balaio
de mangas, mas decidiram comeé-las no dia seguinte. A noite, o mais novo
levantou-se e viu que se desse uma manga para o cachorro poderia dividir
o restante em trés partes iguais. Assim ele o fez, guardou a sua parte e
foi dormir. Depois, o irmao mais velho acordou e percebeu que dando uma
manga ao cachorro poderia dividir as que sobravam em trés grupos iguais.
Entao ele deu uma manga para o cachorro, pegou a sua parte e foi dormir.
O irmao do meio fez a mesma coisa sem que os outros dois vissem. No dia
seguinte, os trés acordaram, repartiram as mangas igualmente entre eles e
vendo que sobrou uma, deram-na ao cachorro. Determine o menor nimero
possivel de mangas que eles compraram, sabendo que nenhuma manga foi
cortada.

Solucao: Utilizando-se do método por tentativas, pode-se, a partir do niimero
de mangas recebida por cada irmao na tultima partilha, verificar qual o menor
nuimero que satisfaz todas as condigoes da situagao-problema.

e Assim, partiremos do caso em que cada irmao recebesse 1 manga apds
a partilha. Desse modo, havia restado antes da partilha 3-1+1 =4
mangas, logo antes do irmao do meio pegar sua parte antes de dormir,
havia restado 44-2+1 = 7 mangas, no entanto, o irmao mais velho havia
deixado mangas para serem divididas entre seus 2 irmao igualmente,
sem deixar resto e sem cortar nenhuma manga, como 7 é impar, isso
nao seria possivel. Assim, os irmaos nao poderiam receber 1 manga
cada um.

e Considerando que cada um recebeu 2 mangas apods a partilha, teremos
que antes desta havia 2-:3+1 = 7. Como o irmao do meio deixou mangas
para serem divididas entre seus irmaos de forma igual, percebemos que
o numero de mangas que restaram apos pegar sua parte deveria ser
par, logo nao poderiam ter restado 7 mangas apos essa etapa. Assim,
os irmaos nao poderiam ter recebido 2 mangas na partilha.
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A partir da anédlise dessas duas possiveis solugoes percebemos que apos
cada irmao retirar sua parte a noite e dar uma manga para o cachorro,
o numero de mangas que deve restar serd par. Seguindo esse raciocinio,
teremos:

¢ 3—3-3+1=10=10+54+1=16 = 16+ 8+ 1 = 25. Como 25
¢é impar, eles nao poderiam ter recebido 3 mangas

e 4—3-4+41=13, que é impar.
e 5—3-5+1=16= 16+ 8+ 1 = 25, que é impar.

e 6—=3-6+1=19, que é impar.

7T—=3-7T4+1=22=2241141=34=34+17+1=52 =
52 426 + 1 = 79. Como o numero impar s6 aparece apds a etapa
correspondente ao momento antes do irmao mais novo pegar sua parte,
concluimos que o menor nimero de mangas comprado pelos irmaos é

79.



