OPM 2007 - NIVEL 3 - SOLUCOES

(1) a) Se x = y entao z* yy—xyy Suponhamos = > y. Entao n = x —y > 0 e dai 2™ > y",
ou seja, 7Y > ¢yrV = L > L = g%y¥ > 2¥y”. Se x < y obtemos a mesma desigualdade.
Assim, em geral, temos x yy > xyy .

b) Usando a desigualdade do item anterior com os pares (a,b), (a,c) e (b,c) temos:
a®® > a’b?, a’c > ac® e b°ct > bcb = (a?)?(b)?(c%)? > a’b acc b = abtepTec . Multipli-
cando os dois membros por a®’c¢, obtemos

(aa)3<bb)3(cc)3 > aa+b+cba+b+cca+b+c = a“bbcc > (CLbC) a+g+c

(2) a) Seja r = v/5 — v/3. Um exemplo de progressio aritmética é
(V3, V347, V3+2r, V3+3r, V3+4r, ...)

ou seja,

(vV3, V5, 2v5 — /3, 3v5—2v3, 4V/5-3V3, ...).

b) Suponhamos que possa existir um progressao aritmética com primeiro termo a; e razao
r # 0 com termos a, = V3, a, = Vb e a, = V7. Entéao a;+(m—1)r = V3, a+(n—1)r = V5,
a+(p—1)r = /7. Subtraindo a primeira da segunda e a segunda da terceira equacoes, obtemos
(m—1)r—m-1)r=v3-+vV5e(n—1r—(p—1)r =+5—+/7 Dividindo-se essas duas
ultimas equacgoes, obtemos % = g %, 0 que é absurdo pois o primeiro membro é racional
e o segundo ¢ irracional.

(Pam verificar que T = VB-VE f\} € irracional, podemos elevar ao quadrado duas vezes e obter que x

VBT 5
_ 2 _ ~ ~ . 3 . .
¢ raiz da equacgdo x* — 102> + 2z 10z 4+ 1 =0 e que essa equacGo naGo possui raizes mczonazs.)

(3) Temos f(2) =5, (fof)(2) = f(5) =3, (fofof)(2) = f(3) =2, (fofofof)(2) = f(2) =5,
(fofofofof)(2)=f(5)=3,(fofofofofof)=f(3)=2,etc. Observamos dessa forma
que a cada grupo de trés composicoes de f consigo mesma, aplicado no ponto 2, obtemos 2
como resposta. Como 2007 é divisivel por 3, obtemos que Ef ofofofo---o0 fl(Z) =

~~
2007 vezes

(4) A quantidade n de panfletos em um pacote deve ser divisor de 5400 e também de 8820, ou
seja, n é divisor comum de 5400 e de 8820. Quanto maior o valor de n, menor sera a quantidade
total de pacotes. Logo, n deve ter um valor méximo, isto é,

n = mdc(8820, 5400) = mde(2* x 3% x 5 x 77, 2% x 3% x 5%) = 2% x 3% x 5 = 180.

_ 2tg 0 - 2/5 _2/5 _ 5 . 2tg(20) . 10/12 120
(5) a) tg(20) = 1—(t§9)2 = 113 T %4/ 1w tg(40) = 1—(t§(29))2 = 125144 — 119
7 tg(40)—tg(F)  120/119—1 1
tg(46 — %) 1+tg(40)tg(4§) = 1+120/119 239"
b) Como tg(40 — ) temos que 40 — T = arctg (535) = § = 460 — arctg (555)
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Antes Depois

Ao ser girado, a agua passa a definir um prisma triangular de altura 10 cm e cuja base é

um triangulo retangulo isosceles de catetos medindo 5 cm. Como a area da base do prisma é
% X b xbh= %, temos que seu volume é % x 10 = 125. Antes de ser girado, a dgua definia

um paralelepipedo de base quadrada de area 100 e altura h; logo, o volume da agua era 100h.
Portanto, 100h = 125 e dai temos h = 1,25 cm.



