XXVI Olimpiada Brasileira de Matematica
GABARITO Segunda Fase

Solucgdes Nivel 3

Solucéo do Problema 1:

Os possiveis produtos X, %, S0 (V2-1)(2-1)=3-2V2, (V2+)(2+1)=3+2J2 e
(v2-1)(v/2+1)=1. Suponha que a produtos sdo iguais a 3—2+/2,b produtos sdo iguais a
3+24/2 e1002-a-b produtos sio iguais a 1.

A soma éigual a a(3— 2v/2) +b(3+ 24/2) +1002 — a—b =1002 + 2a+ 2b + 2(b— a)+/2.

Assim, para que a soma sgja inteira, devemoster a = b. Logo a soma €igual a 1002+ 4a.

Como a varia de 0 a 501 (pois a + b ndo pode ser maior que 1002), a soma pode assumir 502
valores inteiros.

Critério de correg&o:

i) Observar que os produtos X,,,_; - X, SO podem ter as formas 3— 2J2,3+2J2 el:

[3 pontos]

ii) » Baseado na irracionalidade de \/5 , mostrar que os totais de produtos da forma 3— 2\/5 e
daforma 3+ 2\/5 devem ser iguais: [+ 3 pontos]

¢ Caso apenas afirme que tais quantidades devem ser iguais, sem justificar: [+ 1 ponto]

iii) e Concluir que a soma pode assumir 502 valores inteiros, justificando que tais valores sdo

distintos (através da expressao que fornece o valor do somatério, por exemplo): [+ 4 pontos]
¢ Caso apenas afirme que sdo 502 valores distintos: [+ 2 pontos]

Observagoes:
1002 2004

O enunciado continha um erro: o somatoério deveria ser 2 Xor1 X%k . E ndo 2 X1 %ok -
k=1 k=1

Os alunos que encontraram corretamente a resposta para o nimero de valores inteiros distintos

2004
gque a soma 2 Xo_1Xok = X X5 + XXy + X Xg + ...+ X007 Xa008 @SSUMIT, @ qual € 1003 (de fato,
k=1
agora, na notacdo da solucdo acima, a soma € 2004 + 4%, e a varia de 0 a 1002) também devem
ganhar 10 pontos.

Solugéo do Problema 2:




BD

SejaA@D =BDC =¢.Entsio DC=—— e AD =BD sen «, donde
cosa.
BD

AD BDsena senocosa  sen2o
A igualdade ocorre quando sen 2a =1, ou sgja, quando o = 45°,
Segunda Solucdo do Problema 2:

A B

4

4 A
D ™ H n C

Segam H a projegéo de B sobre DC, DH = m, HC = n e BH = h. ABDH é entdo um retangulo,
donde AD = BH =h.
Como o tridngulo CBD é retangulo, temos h? = mn. Logo,

DC DC m+n_ m+n

AD BH h Jm'
Mas sabemos que (\/E - x/ﬁ)z > 0, donde M+ n= 2+/mn. A igualdade ocorre quando m = n.
Segue que

D_C_m+n>2
AD  Jmn

Critério de Correcao:
DC 1 DC m+n

= O =
AD  senocoso ! AD Jmn

Chegar a [+5 pontos]

Provar que be 22 [+5pont
var qu D - [+5 pontos]
. DC
Afirmar sem provar que E 22 [+1ponto]

Solugéo do Problema 3:

Para cada grupo de 5 alunos, existe um Unico time formado que os contém. Logo, contamos
12) 12-11-10-9-8 _ _ _
N - 792 times para cada 5 alunos escol hidos. Por outro lado, em cada time de

6
6 jogadores, temos ( )= 6 modos de escolhermos cinco jogadores, ou seja, existem 6 grupos de

5



5 jogadores que geram 0 mesmo time na nossa primeira contagem. Logo, o total de times

792
formados éigual a 5 132,

Segunda Solucdo do Problema 3:

Ha (162) maneiras de escolher 6 dentre 12 alunos. Além disso, fixados 5 alunos, ha 7 maneiras de

montar um time com esses 5 alunos mais outro aluno. Assim, considerando que cada 5 alunos
jogaram juntos num mesmo time exatamente umavez, o total de maneiras de escolher 6 dentre 12
alunos é igual a 7 vezes 0 nimero de maneiras de formar os times ao longo do ano. Logo o

niimero de maneiras de formar ostim&eaolongodoanoél 12)_12:1110-9-8:7
7\ 6 7-6-5-4-3-2-1

=132.

Critério de correcao:
i) Encontrar que ha:
12
(A) ( 5 ) maneiras de escolher 5 alunos dentre 12 alunos
ou
12 _
(B) ( 5 ) maneiras de escolher 6 alunos dentre 12: [3 pontos]

(alunos que fizerem ambos também recebem 3 pontos)

ii) Mostrar que para cada time ha 6 maneiras de escolher 5 alunos (e que, portanto, 0 nimero de
maneiras de dividir os times éigual ao total da contagem (A) dividido por 6)

ou

Mostrar que, fixados 5 alunos, ha 7 maneiras de montar um time com esses 5 alunos mais outro (e
que, portanto, 0 nimero de maneiras de dividir os times é igual ao total da contagem (B) dividido
por 7): [+ 5 pontos]

iif) Concluir, obtendo o total de maneiras de dividir os times, que é 132: [+ 2 pontos]

Observacdo: o estudante ndo precisa provar que existe uma maneira de dividir os times 132 vezes
de modo que cada 5 alunos haviam jogado juntos.

As pontuacdes a seguir ndo se acumulam com as demais.

e Qualquer tentativa frustrada de escrever as divisdes de times explicitamente: [0 ponto]

e Qualquer tentativa frustrada de contagem direta, utilizando o principio fundamental da
contagem €/ou dividindo em casos €/ou utilizando probabilidades: no maximo [2 pontos]

e Escreveu ou encontrou uma maneira de descrever todas as divisdes de times explicitamente
ou algo equivalente dividindo em casos €ou utilizando probabilidades, obtendo o resultado
correto: [10 pontos]




Solucéo do Problema 4:
A equagdo é equivalente a n- 2" = (m-1)(m+1). Suponha n > 3. Temos m impar, digamos m =
2k +1. A equacfo fica entdo n-2"°=k(k +1). Portanto, 2"° dividek ou k+ 1, poiskou k+ 1

(o quefor impar) dividen. Assim, k+1>2"2 e k<n, donde n+1>2""3.

Mostremos, por inducdo, que N+1< 2" paran > 5. Paran = 6 (base de induco), temos 6 + 1
=7 e2°73 = 8. Supondo que a desigual dade é vélida para n = k, provemos que a mesma é vélida
paran = k + 1 (passo indutivo). De fato, temosk + 1 < 2% < 2(k + 1) < 2°-2 Como k + 2 < 2(k
+ 1), temos k + 2 < 2“~2, completando a demonstragao.

Assim, bastatestar 0 < n < 5. Portanto as solucdes so (m; n) = (1;0) e (m; n) = (9;5).

Critério de correcao:
i) Escrever a equacdo naforma n- 2" = (m—1)(m+1) : [2 pontos]
i) Concluir que m é impar e chegar & equagéo naforma n-2"3 =k(k+1) ou

n-2"2 =k(k-1) (nocasoem quesefazm=2k—1) ou, ainda, n-2"3 = (mT_lImT-HL)
[+ 2 pontos]

iii) Mostrar que n+1>2"3 ou obter (e demonstrar!) alguma desigualdade da forma
f(n) > g(n), sendo f(n) uma fungdo polinomial e g(n) uma funcdo com exponenciais; em
seguida, provar, com o auxilio do principio da inducgo finita, que n+1< 2" para n>5 (ou
que f(n) < g(n) paran maior aalgum nimero menor que 10): [+ 5 pontos]

iv) Testar oscasos 0< n<5:[+1 ponto]

Observacdo: o aluno que sO nao escrever a solugdo (m; n) = (1; 0) deve receber pontuagéo
completa.

Os seguintes critérios ndo se acumulam com os anteriores:

e Soencontrar asolucdo (m; n) = (1; 0): [0 ponto]

e Soencontrar asolucdo (m; n) = (9; 5): [1 ponto]

SO encontrar as solugdes (m; n) = (9; 5) e (m; n) = (1; 0) [2 pontos]

Solucéo do Problema 5:

Sga n= p* py2...p¢«, (com p, < p, <...< P, primos) um ndimero sinistro. Como p, > 2 paratodo
i, n>2%"%""% [ 2 pontos]

Como n tem 4 algarismos, n< 10000, donde 2%**%"** < n<10000, elogo o; + o, +...+ o, <13.
[ +1 ponto]

Se um dos fatores primos fosse maior ou igual a 11, a soma dos fatores primos seria =11, donde
o, +a,+..+a, 211 e n22-11>10000, absurdo. [ +1 ponto]

Assim, os Unicos fatores primos possiveis séo 2, 3, 5e 7. Como 3® <1000, se a soma dos
expoentes for <5, 0 niimero deve ser 5° =3125. A soma pode ser também igual a 7, donde o
niimero pode ser 2*-5%=2000, ou 2°-5"=5000 (note que 7’ >10000).

N&o pode ser igual a 8=3+5, pois 3’ -5>10000.



Pode ser igual a9 =7 + 2, podendo o niimero ser igual a 2°-7=1792 0u 2" - 7° = 6272.

Pode ser igual 210 =2 + 3 + 5, podendo o niimero ser igual a 2°-3-5=3840, 2’ -3*-5=5760,
2".3-5*=96000u 2°-3*-5=28640 (note que os fatores primos n&o podem ser 3 e 7, pois
3°.7>10000).

A soma ndo pode ser 11, nem 12 (pois 2'°-3-7 e 5" -7 sdo maiores que 10000) nem 13. Assim
0s nimeros sinistros de quatro algarismos sdo 5° =3125, 2*-5° = 2000, 2°-5* = 5000,
22.7=1792, 2"-7°=6272, 2°-3-5=3840, 2’ -3*-5=5760, 2'-3-5?=9600e 2°-3*.5=28640.
[ +6 pontos]

Observacao: SolucBes que ndo encontram todos 0s nUmeros sinistros de quatro algarismos ou que
encontram um falso nimero sinistro ganham no méximo 8 pontos.
Deve ser retirado pelo menos um ponto por cada nimero sinistro que falte.

Solucéo do Problema 6:

Sendo o, 8 e y as medidas dos angulos internos nos vértices A, B e C, respectivamente, temos
m(£1BL) = m(£BIL) :a—;_B. Logo BL = IL, e como BL = AL e IL = AB, concluimos que 0
triangulo ABL é equilétero, logo o arco AB mede 60° e, portanto, m(£ACB) = 120°. [3 pontos]

O quadrilatero CXHY ¢ inscritivel, onde X e Y sd0 os pés das alturas tracadas de A e B. Logo
ZAHB mede 180° — 120° = 60°. Como m(£AOB) = 120°, concluimos que o quadrildtero OAHB é
inscritivel. (Isto também pode ser provado, por exemplo, utilizando-se a propriedade de que o
simétrico deH em relagdo a AB pertence ao circuncirculo de ABC). [3 pontos]

Isto implica que M(£ZAHO) = m(£ABO) = 30°, e como OH = AH, temos M(ZAOH) = m(£ZOAH)
= 75°. [+2 pontos]

Finalmente, temos m(£BAC) = m(£ZOAH) — m(£LOAB) — m(£XAH) = 75° — 30° — 30° = 15°% e
m(£ABC) = 180° — 120° — 15° = 45°. [+2 pontos]

L




Complemento do Critério de Correcéo:
Resposta correta sem justificativa: 3 pontos.

Tentativas por Geometria Analitica ou Trigonometria que ndo cheguem a resposta correta: no
maximo 6 pontos.



