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Resumo

Neste trabalho provamos resultados de existência, multiplicidade e blow-up de
soluções para um problema de valor de fronteira originado de “Modelos para Corro-
são” (ou Corrosion Modeling em inglês) envolvendo um parâmetro λ > 0. Obtemos
a existência de uma infinidade de soluções do problema usando a chamada teoria de
Lyusternik-Schnirelman, além de ideias devidas a S.I. Pohozaev e A. Bahri. A base
de nossa analise do comportamento limite, Blow-up, é uma estimativa uniforme de
∂vλ
∂n

em L1(∂Ω), onde vλ é a solução do problema para o parâmetro λ, combinada com
uma adaptação de técnicas desenvolvidas por Brezis e Merle. Precisamente, prova-
mos que quando λ→ 0+ nossas soluções, passando a uma subsequência, desenvolve
um número finito de singularidades sobre ∂Ω.
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Abstract

In this work we prove results of existence, multiplicity and blow-up solutions for
a boundary value problem originated Corrosion Modeling and involving a parameter
λ > 0. We obtain the existence of an infinity of solutions of the problem using the
so-called theory of Lyusternik-Schnirelman, and ideas due to S.I. Pohozaev and A.
Bahri. The basis of our analysis of limite behavior, Blow-up, is a uniform estimate
∂vλ
∂n

in L1(∂Ω) where vλ is the solution for the parameter λ, combined with an
adaptation of techniques developed by Brezis and Merle. Precisely, we prove that
when λ → 0+ our solutions, from to a subsequence, develops a finite number of
singularities on ∂Ω.
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Introdução

Neste trabalho estudamos um problema de valor de fronteira não-linear originado
de “Modelos para Corrosão” (ou Corrosion Modeling em inglês). Em eletroquímica,
a reação de oxirredução produz uma corrente que é normalmente modelada por
um problema de valor de fronteira elíptico não-linear. Na verdade, tais sistemas
eletroquímicos consistem de um eletrólito em contato com uma superfície metálica.
A superfície pode ser anódica ou catódica, correspondendo a uma corrosão – ou a um
processo de deposito, respectivamente. Uma condição comum para Modelos para
Corrosão está associada aos nomes de Butler e Volmer. Eles afirmam que existe uma
relação exponencial entre a voltagem na fronteira e a corrente normal na fronteira,
isto é,

∂w

∂n
= λ(eβw − e−1(1−β)w) + 2g,

onde o coeficiente 0 < β < 1 (frequentemente referido com coeficiente de trans-
ferência) é uma “constante fundamental”; dependente dos componentes do sistema
eletroquímico, mas muito suavemente de suas concentrações. A constante λ, por ou-
tro lado, é altamente dependente das concentrações podendo assumir tanto valores
negativos como positivos - valores próximos de zero corresponde a uma transição en-
tre o estado “passivo” e “ativo” da fronteira. A fonte, termo g, representa a corrente
de fronteira imposta externamente.

Se tomarmos β = 1/2 e v = w/2 a condição de fronteira acima simplifica-se em

∂v

∂n
= λ sinh(v) + g. (1)

Analisamos a versão bidimensional deste cenário. Assumimos que o domínio em
questão, Ω ⊂ R2, não contem fontes ou dissipadores a reação é essencialmente
modelado por um operador de Laplace simples, isto é, a voltagem potencial v satisfaz

∆v = 0 em Ω, (2)

sujeito a condição de fronteira (1) em ∂Ω. A corrente imposta externamente é
equilibrada, isto é,

∫
∂Ω
g dσ = 0. Uma discussão mais detalhada disto e modelos de

corrosão mais elaborados, encontram-se em [9], por exemplo.
O caso especial onde Ω = D = o disco unitário é estudada em detalhes em [4],

o objetivo é examinar a multiplicidade de soluções e seus comportamento de “blow-
up”. Com esta finalidade foi assumido que não existe a corrente de fronteira imposta
externamente, isto é, a condição de fronteira torna-se

∂v

∂n
= λ sinh(v) sobre ∂Ω. (3)
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Assim, a função v = 0 é uma solução para todos os valores de λ. Para λ < 0 é a
única. Mas para cada valor inteiro não negativo de λ temos uma família não-vazia
de soluções afastando-se da solução nula. Para λ = 0 a nova familia de soluções é
trivial, é constituída simplesmente de constantes, mas as famílias correspondentes a
λ = 1, 2, . . . são muito mais interessantes. Estas soluções continuam a existir para
todos os valores entre 0 e λ, e conforme λ → 0+ elas apresentam um interessante
comportamento de “blow up”. Todas estas soluções são dadas por fórmulas explicitas.
Sejam k um inteiro positivo, K(x, y) denotando a função K(x, y) = log(x2 + y2) e
pj, 0 ≤ j ≤ 2k − 1, denotando os 2k pontos do círculo unitário que na “notação
complexa” é dado por pj = ei

jπ
k , e defina µk(λ) =

(
k+λ
k−λ

)1/2k. Então as funções

v2k,λ(x, y) :=
2k−1∑
j=0

(−1)jK((x, y)− µk(λ)pj),

são de fato soluções do problema de valor de fronteira (2), (3) para 0 < λ < k. Deste
modo, podemos concluir que

dado λ > 0 existe infinitas soluções não-trivial do pro-
blema de valor de fronteira (2), (3), nomeadas v2k,λ,
k ≥ [λ] + 1, onde [λ] denota a parte inteira de λ.

estas soluções tem as propriedades que

quando λ→ 0+, v2k.λ desenvolve 2k singularidades loca-
lizadas nos pontos pj, 0 ≤ j ≤ 2k − 1, quando λ → 0+,
∂v2k,λ

∂n
converge para 2π

∑2k−1
j=0 (−1)j+1δpj no sentido de

medida,

e finalmente

‖∇v2k,λ‖2
L2(D) = 8kπ log

(
1

λ

)
+O(1), quando λ→ 0+.

Se introduzirmos o funcional energia

E(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(D) − λ
∫
∂D

[cosh(v(σ))− 1] dσ.

então todas estas soluções tem energia que são de ordem log(1/λ) quando λ→ 0+.

O objetivo deste trabalho é mostrar que o problema (2), (3) tem uma “estrutura
de solução” muito similar para um domínio Ω bidimensional limitado C2,α. Com
respeito a existência provamos que

Existência
Seja Ω ⊂ R2 um domínio C2,α limitado. O problema de valor de fronteira (2) e (3)
tem uma infinidade de soluções clássicas para cada λ > 0 fixo. Mais precisamente,
podemos construir uma família enumerável de soluções {vk,λ}∞k=2. A família vk,λ está
definida para 0 < λ < µk, onde µk é o k-ésimo autovalor de Steklov associado como
problema de valor de fronteira linear

∆ϕ = 0 em Ω,
∂ϕ

∂n
= µϕ sobre ∂Ω.
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Cada uma destas famílias de soluções satisfaz as seguintes estimativas quando λ→
0+:

c∗(k) log

(
1

λ

)
≤ ‖∇vk,λ‖2

L2(Ω) ≤ C∗(k) log

(
1

λ

)
. (4)

c∗(k) log

(
1

λ

)
≤ E(vk,λ) ≤ C∗(k) log

(
1

λ

)
. (5)

Aqui c∗(k) e C∗(k) são duas constantes positivas, e E(v) denota a expressão da
energia

E(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(v(σ))− 1] dσ.

Pode acontecer que o autovalor de Steklov µk tenha multiplicidade maior que um.
Neste caso, não é improvável que a sequência de soluções que construiremos contenha
elementos que estão repetidos um número finito de vezes. Suponhamos, entretanto,
que tais múltiplos originem soluções adicionais. Considere, por exemplo, o caso de
um disco unitário. Neste caso

µ1 = 0, e µ2k = µ2k+1 = k para k ≥ 1.

Primeiramente damos uma forma explicita para a solução v2k,λ; soluções adicionais
aparecem por rotações arbitrarias desta solução. O autovalor µ2k = µ2k+1 = k, de
multiplicidade 2, é assim associado com um conjunto de soluções para (2) e (3) de
gênero 2, tanto quanto poderíamos ter esperado.

Considerando o comportamento blow-up das soluções provamos que
Blow up

Seja Ω ⊂ R2 um domínio C2,α limitado, e seja vλn , λn → 0+ uma sequência de
soluções do problema de valor de fronteira (2) e (3) satisfazendo (4) e (5), e chamando
v0
λn

= vλn − |∂Ω|−1
∫
∂Ω
vλn dσ. Então existe uma subsequência, por simplicidade

também chamada λn, uma medida de Borel finita regular e positiva ν, definida em
∂Ω, e um conjunto de pontos S ⊂ ∂Ω finito e não-vazio tal que(∣∣∣∣∂vλn∂n

∣∣∣∣)∣∣∣∣
∂Ω

→ ν no sentido de medida, quando λ→ 0+.

e

S é o conjunto dos pontos blow-up para a sequência
{v0

λn
}. O conjunto S também é exatamente o conjunto

de pontos σ para os quais ν({σ}) 6= 0.

A principal técnica usada para classificar soluções do problema de valor de fronteira
(2) e (3) é frequentemente associada com os nomes de Lyusternik e Shnirelman ou
Palais e Smale. Estas técnicas caracteriza valores críticos da energia como lim sup
apropriados envolvendo conjuntos de um gênero ≥ k fixo. Os pontos críticos as-
sociados são soluções de (2) e (3). Estimativas para o valor crítico conduzem à
estimativas da energia e a correspondentes L2-norma do gradiente.

A base de nossa analise do comportamento limite, Blow-up, é uma estimativa
uniforme de ∂vλ

∂n
em L1(∂Ω) (que segue diretamente das anteriormente mencionadas

estimativas de energia) combinada com uma adaptação de técnicas desenvolvidas
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por Brezis e Merle [6]. No caso do disco unitário, a medida µ consiste simplesmente
da soma de funções delta de Dirac com suporte no conjunto S.

A grande maioria dos resultado encontrados neste trabalho foram retirados do
artigo “On the ‘blow-up’ of solutions to a two-dimensional nonlinear boundary-value
problem arising corrosion modelling” (ver [13]) devido a Otared Kavian e Michael
Vogelius. E está organizado da seguinte forma. No Capítulo 1 definimos alguns
conceitos e enunciamos alguns resultados usados no decorrer do texto. No Capitulo 2
e provamos alguns resultados preliminares e a existência de uma quantidade infinita
de soluções via um método variacional apropriado. No Capítulo 3 estabelecemos
limitações superiores e inferiores para a energia das soluções construídas no Capítulo
precedente. Neste Capítulo também estabelecemos as limitações L1 uniforme da
derivada normal. Finalmente no Capítulo 4 examinamos o comportamento limite
destas soluções e suas derivadas normais quando λ→ 0+.

xii



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo exibimos resultados e definições básicas que serão utilizados du-
rante todo o trabalho. Além disso, apresentaremos o método de Lyusternik-Schnirelman
utilizado na solução de algumas classes de equações diferenciais parciais. Estudamos
também o problema da Steklov.

1.1 A Derivada Normal e o Teorema de Green
Seja Ω um aberto do RN e ∂Ω sua fronteira. Se x ∈ RN , escrevemos x = (x′, xN)

com x′ ∈ RN−1.
O aberto Ω é dito de classe Ck para k ≥ 1, se para todo ponto σ0 ∈ ∂Ω podemos

conseguir uma vizinhança aberta ω0 de σ0, uma bola B(0, r) ⊂ Rn, uma bijeção
Ψ : B(0, r) → ω0 e uma aplicação contínua ϕ de B(0, r) ∩ (RN−1 × {0}) em R tal
que:

Ψ(0) = σ0, Ψ, ϕ, e Ψ−1 são de classe Ck; (1.1){
Ω ∩ ω0 = Ψ(B(0, r) ∩ (RN−1 × [0,+∞))),
∂Ω ∩ ω0 = Ψ(B(0, r) ∩ (RN−1 × {0}));

∃R0 matriz de rotação e b0 ∈ RN tal que:
Ω ∩ ω0 ⊂ R0({(y′, yN) ∈ RN ; yN ≥ ϕ(y′) + b0}),
∂Ω ∩ ω0 ⊂ R0({(y′, yN) ∈ RN ; yN = ϕ(y′) + b0}).

Se a primeira condição de regularidade (1.1) for substituída por: Ψ, ϕ, Ψ−1 são
lipschitziana (ou de classe Ck,α), então dizemos que Ω é lipschitziano (ou de classe
Ck,α).

Se Ω é de classe Ck a normal exterior à ∂Ω em um ponto σ0 := R0(y, ϕ(y)) + b0

é denotado por

n(σ) := R0
(∇ϕ(y),−1)√
1 + |∇ϕ(y)|2

. (1.2)

Para 1 ≤ i ≤ N , denotamos por ni a i-ésima componente de n(σ). Verificamos que
n(σ) depende unicamente de ∂Ω.

Se u é uma função não nula em ∂Ω, a derivada normal de u em σ é definida por

∂u

∂n
:= ∇u(σ) · n(σ) := (∇u(σ)|n(σ)).

1



1.2. ESPAÇOS DE SOBOLEV

Teorema 1 (Fórmula de Integração por Partes). Seja Ω um aberto de classe C1.
Se u ∈ C1

0(RN) para 1 ≤ i ≤ N temos a fórmula de integração por partes:∫
Ω

∂iu(x)dx =

∫
∂Ω

u(σ)ni(σ)dσ. (1.3)

Ou de forma equivalente, u ∈ C1
0(RN ;RN) e div u :=

∑N
i=1 ∂iui, temos∫

Ω

div(u(x))dx =

∫
∂Ω

u(σ)n(σ)dσ.

Demonstração: Ver [12], página 20.

Corolário 1 (Fórmula de Green). Seja Ω um aberto de classe C1 e u, v duas funções
de classe C2

0(RN). Então temos:∫
Ω

[v(x)∆u(x)− u(x)∆v(x)]dx =

∫
∂Ω

[
∂u

∂n
(σ)v(σ)− ∂v

∂n
(σ)u(σ)

]
dσ,

e
−
∫

Ω

v(x)∆u(x) dx =

∫
Ω

∇u∇v dx−
∫
∂Ω

∂u

∂n
v(σ) dσ.

1.2 Espaços de Sobolev
Seja Ω um aberto de RN e 1 ≤ i ≤ N . Uma função u ∈ L1

loc(Ω) tem uma i-ésima
derivada fraca em L1

loc(Ω) se existe fi ∈ L1
loc(Ω) tal que para todo ϕ ∈ C∞0 (Ω) temos∫

Ω

u(x)∂iϕ(x)dx = −
∫

Ω

fi(x)ϕ(x)dx,

isto equivale a dizer que a i-ésima derivada no sentido das distribuições de u pertence
a L1

loc(Ω). Se fi é como acima, denotamos

∂iu :=
∂u

∂xi
:= fi.

Se α ∈ NN , denotamos |α| := α1+α2+. . .+αN o módulo de α e ∂αu := ∂α1
1 · · · ∂

αN
N u,

onde ∂αu designa a derivada fraca de uma função u ∈ L1
loc(Ω). Para 1 ≤ p ≤ ∞, o

espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é definido por

Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω);∀ α ∈ NN , |α| ≤ m, ∂αu ∈ Lp(Ω)}. (1.4)

O espaço Lp(Ω) está munido da norma ‖u‖Lp(Ω) :=
∫

Ω
|u(x)|pdx (para todo 1 ≤ p <

∞), e o espaço de Sobolev Wm,p(Ω) da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖∂αu‖pLp(Ω)

1/p

. (1.5)

2



1.2. ESPAÇOS DE SOBOLEV

O espaçoWm,p(Ω) é um espaço de Banach, e se 0 ≤ m ≤ n a inclusãoW n,p(Ω) ⊂
Wm,p(Ω) é contínua. Pondo,

‖Dmu‖Lp(Ω) =

∑
|α|=m

‖∂αu‖pLp(Ω)

1/p

,

obtemos uma semi-norma em W 1,p(Ω), e além disto, a aplicação u 7→ ‖u‖Lp(Ω) +
‖Dmu‖Lp(Ω) defini uma norma equivalente a definida em (1.5) quando Ω é suficien-
temente regular. O caso particular em que p = 2 denotamos Wm,2(Ω) por Hm(Ω).

Proposição 1. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é separável se 1 ≤ p < ∞, e é
reflexivo e uniformemente convexo se 1 < p < ∞. Em particular o espaço, Hm(Ω)
é um espaço de Hilbert com o produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω),

onde (u, v)L2(Ω) =
∫

Ω
u(x)v(x) dx é o produto interno em L2(Ω).

O espaço C∞0 (Ω) (ou D(Ω)) denota o espaço das funções de classe C∞ com
suporte compacto contido em Ω, para 1 ≤ p <∞ denotamos:

Wm,p
0 (Ω) := C∞0 (Ω)

Wm,p(Ω)
(1.6)

(Naturalmente Hm
0 = Wm,2

0 ).
Como, para 1 ≤ p < ∞, o espaço D(Ω) é por definição denso em Wm,p

0 (Ω),
podemos identificar o dual de Wm,p

0 (Ω) com um subespaço das distribuições D′(Ω)
(o dual de Lp é identificado a Lp′ , onde 1

p
+ 1

p′
= 1). E denotamos,

W−m,p′(Ω) := (Wm,p
0 (Ω))′

(e H−m(Ω) é o dual de Hm
0 (Ω)). Os elementos de W−m,p′(Ω) são caracterizados pela

seguinte proposição:

Proposição 2. Dizer que uma distribuição T ∈ D′(Ω) é um elemento de W−m,p′(Ω)
equivale a dizer que existem, para todo multi-índice α ∈ NN com |α| < m, funções
fα ∈ Lp

′
(Ω) tal que para todo ϕ ∈ D′(Ω):

〈T, ϕ〉=
∑
|α|≤m

∫
Ω

fn(x)∂αϕ(x)dx,

e ‖T‖W−m,p′ (Ω) = max|α|≤m ‖fα‖Lp′ (Ω).

Demonstração: Ver [12], página 26.

Faz sentido, “intuitivamente”, dizer que Wm,p
0 (Ω) seria o conjunto das funções de

Wm,p(Ω) que, de algum modo, se anulam sobre a fronteira. Com objetivo de deixar
mais precisa a propriedade acima temos:
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Proposição 3. Sejam Ω um aberto de classe C1 e 1 ≤ p <∞. Consideremos uma
função u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω). Então:

u = 0 sobre ∂Ω⇐⇒ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Demonstração: Ver [5], Teorema IX.17.

Definição 1. Seja Ω um aberto do Rn e u, vϕ ∈ W 1,p(Ω). Dizemos que u = v sobre
∂Ω no sentido de W 1,p(Ω) se u− v ∈ W 1,p

0 (Ω).

Para mostrar resultados de regularidade relativos a espaços de Sobolev primeiro
supomos que Ω := RN . Em seguida, para o caso geral construímos um operador pro-
longamento associa cada função u ∈ Wm,p(Ω) a um prolongamento ũ ∈ Wm,p(RN)
tal que, para uma constante C dependente unicamente de Ω, m, p temos ũ|Ω = u e

‖ũ‖Wm,p
0 (RN ) ≤ C‖u‖Wm,p

0 (Ω) e ‖ũ‖Wm,p(RN ) ≤ C‖u‖Wm,p(Ω). (1.7)

Proposição 4 (Densidade). Seja Ω um aberto de classe Cm com fronteira limitada
e 1 ≤ p < ∞. Então para toda função u ∈ Wm,p(Ω) existe uma sequência ϕn em
C∞0 (RN) tal que se un é a restrição de ϕn a Ω, temos:

lim
n→∞

‖u− un‖Wm,p(Ω) = 0 e, se |α| ≤ m, ∂αun → ∂αu q.t.p sobre Ω.

Graças ao resultado de densidade da proposição acima, se supormos que Ω é
de classe C1 as funções de W 1,p(Ω) admitem um traço sobre sua fronteira. Mais
precisamente, a aplicação

γ0(u) := u|∂Ω (1.8)

definida sobre C1(Ω) satisfaz uma desigualdade do tipo:

‖γ0(u)‖Lp(∂Ω) ≤ C‖u‖W 1,p(Ω) (1.9)

e consequentemente se estende, por densidade, a uma aplicação contínua deW 1,p(Ω)
em Lp(∂Ω). Esta aplicação não é sobrejetiva e nem injetiva eW 1,p

0 (Ω) é precisamente
o núcleo de γ0:

W 1,p
0 (Ω) = ker(γ0).

Considerando o espaço

Wm−1/p,p(∂Ω) := {{u}+Wm,p
0 (Ω) : u ∈ Wm,p(Ω)}, (1.10)

munido da norma

‖u‖Wm−1/p,p(∂Ω) := inf{‖v‖Wm,p(∂Ω) : u− v ∈ Wm,p
0 (Ω)} (1.11)

com m ∈ N e 1 ≤ p < ∞. A imagem da função γ0 é precisamente o espaço de
Banach definido em (1.10) e (1.11):

Wm− 1
p
,p(∂Ω) = γ0(Wm,p(Ω)).

O espaço Wm− 1
p
,p(∂Ω) é também um espaço de Sobolev (ver [1], capítulo 7).

Definindo p̄∗ = p N−1
N−mp vale o seguinte resultado de imersão:
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Teorema 2 (Teorema do Traço). Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado de classe C1 e
1 ≤ p <∞. Então existe um operador linear contínuo

γ0 : Wm,p(Ω) ↪→ Lq(∂Ω)

para p ≤ q ≤ p̄∗ se m < N
p
, e para p ≤ q < ∞ se m = N

p
, tal que γ0(u) = u|∂Ω se

u ∈ W 1,p(Ω)∩C(Ω) (De fato, o operador traço γ0 : Wm,p(Ω)→ Lq(∂Ω) é compacto
para 1 < q < p̄∗ e contínuo para q = p̄∗. Para obter estes resultados de compacidade,
é necessário considerar espaços de Sobolev de Ordem Fracionária).

Demonstração: Ver [4], página 256.

Se u ∈ W 2,p(Ω), a derivada de u está em W 1,p(Ω), e assim podemos definir a
derivada normal de u:

γ1(u) := γ0(∇u) · n =:
∂u

∂n
, (1.12)

onde n é a normal exterior a ∂Ω e γ0(∇u) é o vetor de componentes γ0(∂iu) para
1 ≤ i ≤ N . Temos então o seguinte resultado

Proposição 5. Seja Ω um aberto de classe C2 com fronteira limitada e 1 < p <∞.
O operador γ e γ1 definidos em (1.8) e (1.12), para todo u ∈ W 2,p(Ω) e pondo
γ(u) := (γ0(u), γ1(u)). Então:

γ : W 2,p(Ω)/ ker(γ)→ W 2− 1
p
,p(∂Ω)×W 1− 1

p
,p(∂Ω)

é um isomorfismo de espaços de Banach.

Proposição 6. Seja Ω um aberto de classe C1 com fronteira limitada. Então para
toda função u ∈ W 1,1(Ω) temos∫

Ω

∂iu(x)dx =

∫
∂Ω

u(σ)ni(σ)dσ.

1.3 Imersões de Sobolev
Os seguintes resultados são conhecidos como desigualdades ou imersões de So-

bolev.

Proposição 7. Seja m ≥ 1 um inteiro e 1 ≤ p <∞.

(i) Se np < N , pondo p∗m := pN
N−mp . Então Wm,p(RN) ⊂ Lp

∗m
(RN). Mais preci-

samente existe uma constante C(m, p,N) > 0 tal que para todo u ∈ C∞0 (RN)
temos a desigualdade de Sobolev

‖u‖Lp∗m (RN ) ≤ C(m, p, n)‖Dmu‖Lp(RN ). (1.13)

(ii) Se mp = N , para todo q ≥ p existe uma constante C(m, q,N) tal que para
todo u ∈ Wm,p(RN) temos

‖u‖Lq(RN ) ≤ C(m, q,N)‖u‖Wm,p(RN ).
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(iii) Se mp > N pondo α := 1 − N
mp

temos Wm,p(RN) ⊂ C0,α
0 (RN) e existe uma

constante C(m, p,N) tal que para todo u ∈ Wm,p(RN) temos a desigualdade
de Morrey-Sobolev:

∀x, y ∈ RN , |u(x)− u(y)| ≤ C(m, p,N)‖u‖Wm,p(RN )|x− y|α.

(iv) Se Ω é um aberto da classe Cm com fronteira limitada, as propriedades (ii)
e (iii) são válidas trocando RN por Ω e a constante C por uma constante
C(m, p,Ω). Além disso, se mp < N , existe uma constante C(m, p,Ω) tal que

‖u‖Lp∗m (Ω) ≤ C(m, p,Ω)‖u‖Wm,p(Ω).

Se p < N definimos o expoente de Sobolev p∗ por

p∗ =
pN

N − p
,

e vale o seguinte teorema sobre imersão de Sobolev

Teorema 3 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω um aberto limitado do RN e p ≥ 1.

(i) Se p < N , então para todo q ≥ 1 com q < p∗, a imersão W 1,p
0 (Ω) em Lq(Ω) é

compacta.

(ii) Se p = N , então para todo q <∞, a imersão W 1,p
0 (Ω) em Lq(Ω) é compacta.

(iii) Se p > N e 0 < α < 1− p
N
, a imersão W 1,p

0 (Ω) em C0,α(Ω) é compacta.

(iv) Seja Ω um aberto limitado de classe C1, os resultados acima são válidos tro-
cando W 1,p

0 (Ω) por W 1,p(Ω).

(v) Quando N = 1 a imersão W 1,1(Ω) em C(Ω) é contínua e não é compacta,
mas toda sequência limitada (un)n contem uma subsequência (unj)j tal que
para todo x ∈ Ω, a sequência (unj(x))j é convergente.

Uma adaptação da prova da desigualdade clássica de Poincaré (Teorema 1, pá-
gina 275 de ver [10]) produz a seguinte desigualdade, que nos será útil por diversas
vezes:

Proposição 8 (Desigualdade de Poincaré). Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado e
conexo de classe C1 e 1 < p < ∞. Denotando |∂Ω|1 :=

∫
∂Ω
dσ e m(u) :=

|∂Ω|−1
1

∫
∂Ω
u(σ)dσ então existe uma constante C > 0 dependente unicamente de

n, Ω, e p tal que para todo u ∈ W 1,p(Ω) temos:

‖u−m(u)‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω). (1.14)

Em particular, se
∫
∂Ω
u(σ)dσ = 0 então

‖u‖Lp(Ω) ≤ C‖∇u‖Lp(Ω).

6



1.4. PONTOS CRÍTICOS E MULTIPLICADORES DE LAGRANGE

Demonstração: Vamos raciocinar por contradição. Suponhamos que a estimativa
é falsa. Então para cada k ∈ N existe uma função uk ∈ W 1,p(Ω) satisfazendo

‖uk −m(u)‖Lp(Ω) > k‖∇uk‖Lp(Ω). (1.15)

Definimos
vk =

uk −m(uk)

‖uk −m(uk)‖Lp(∂Ω)

k ∈ N. (1.16)

Então
m(vk) = 0, ‖vk‖Lp(∂Ω) = 1;

e (1.15) implica

‖∇uk‖Lp(Ω) <
1

k
k ∈ N. (1.17)

Em particular as funções {vk}∞k=1 são limitadas em W 1,p(Ω)
Em virtude do Teorema do Traço (Teorema 2) existe uma subsequência {vkj}∞j=1 ⊂

{vk}∞k=1 e uma função v ∈ Lp(∂Ω) tais que

vkj → v em Lp(∂Ω). (1.18)

De 1.16 segue que
m(v) = 0, ‖v‖Lp(∂Ω) = 1. (1.19)

Por outro lado, (1.17) implica que par∫
Ω

vψxidx = lim
kj→∞

∫
Ω

vkjψxi = lim
kj→∞

∫
Ω

vkj ,xiψ = 0.

Consequentemente v ∈ W 1,p(Ω), com ∇v = 0 q.t.p. Assim v é constante, desde
que Ω é conexo. Entretanto esta conclusão esta em divergência com (1.19): desde
que v é constante e m(u) = 0 devemos ter v ≡ 0; neste caso ‖v‖Lp(∂Ω) = 0. Esta
contradição estabelece (1.14).

1.4 Pontos críticos e Multiplicadores de Lagrange
Definição 2. Seja X um espaço de Banach, ω ⊂ X um aberto e J ∈ C1(ω,R).
Dizemos que u ∈ ω é um ponto crítico de J , se J ′(u) = 0. Se u não é um ponto
crítico dizemos que u é um ponto regular de J . Se c ∈ R, dizemos que c é valor
crítico de J , se existe u ∈ ω tal que J(u) = c e J ′(u) = 0. Se c não é um valor
crítico, dizemos que c é um valor regular de J .

Seja X um espaço de Banach, F ∈ C1(X,R) e um conjunto de restrições

S := {v ∈ X : F (v) = 0}

suponha que para todo u ∈ S, tenhamos F ′(u) 6= 0. Se J ∈ C1(X,R) (ou de
classe C1 numa vizinhança de S, ou então C1 sobre S). Dizemos que c ∈ R é
um valor crítico de J sobre S se existe u ∈ S e λ ∈ R tal que J(u) = c e
J ′(u) = λF ′(u). O ponto u é um ponto crítico de J sobre S e o número real λ é
chamado de multiplicador de Lagrange do valor crítico c (ou do ponto crítico u).
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Teorema 4 (Teorema da Função Implícita). Seja X, Y e Z três espaços de Banach,
Ω um aberto de X×Y e f ∈ C1(Ω, Z). Suponha que (x0, y0) ∈ Ω é tal que f(x0, y0) =
0 e que ∂yf(x0, y0) seja um homeomorfismo linear de Y sobre Z. Então existe ω ⊂ X
vizinhança conexa de x0 e uma única aplicação ϕ ∈ C1(ω, Y ) tal que ϕ(x0) = y0 e
para todo x ∈ ω temos f(x, ϕ(x)) = 0. Além disso, se x ∈ ω e f(x, y∗) = 0 então
y∗ = ϕ(x). A derivada ϕ′ é dada por:

ϕ′(x) = −(∂yf(x, ϕ(x)))−1 ◦ (∂xf(x, ϕ(x))).

A definição acima é justificada pelo seguinte resultado que estabelece a existência
de multiplicadores de Lagrange. e segue do Teorema da Função Implícita

Proposição 9. Sobre as hipóteses e notações acima, suponha que u0 ∈ S é tal que
J(u0) = infv∈S J(v). Então existe λ ∈ R tal que

J ′(u0) = λF ′(u0).

1.5 O gênero
Definição 3. Seja X um espaço de Banach.

(i) Um subconjunto A ⊂ X é par (ou simétrico com respeito a origem)
quando A = −A := {−a : a ∈ A}.

(ii) O gênero de um subconjunto A ⊂ X fechado e par é o maior inteiro k para
o qual existe uma função ímpar e contínua de A em Rk \ {0}. Denotamos o
gênero de A por γ(A).

Exemplo: Seja U ⊂ Rn um conjunto limitado aberto e par. Então γ(∂U) ≥ n
desde que a função identidade I : ∂U → Rn \ {0} que é contínua e ímpar. Mas,
por um corolário do Teorema de Borsuk (Corolário 2.4.5 p.62 de [14]) não existe
uma função ímpar que nunca se anula em um subespaço próprio do Rn. Então
γ(∂U) = n. Em particular γ(Sn−1) = n.

Proposição 10. Sejam A e B conjuntos fechados e pares.

(i) Se existe uma função contínua e ímpar f : A→ B, então

γ(A) ≤ γ(B). (1.20)

(ii) Se A ⊂ B então (1.20) ainda é verdadeira.

(iii) Se h : A→ B é um homeomorfismo, então γ(A) = γ(B).

(iv) Subaditividade:
γ(A ∪B) ≤ γ(A) + γ(B).

(v) Se γ(B) <∞. Então
γ(A \B) ≥ γ(A)− γ(B).

(vi) Se A é compacto, então γ(A) <∞
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(vii) Se A é compacto. Defina

Nδ(A) = {x ∈ E | dist(x,A) < δ}.

Então para δ suficientemente pequeno,

γ(Nδ(A)) = γ(A). (1.21)

Demonstração: Ver [14] p. 64 Teorema 2.5.1

1.6 A Teoria de Lyusternik-Shnirelman
Muitas vezes, para estudarmos soluções de certos problemas, é interessante es-

tudar um funcional adequado sobre uma restrição bem escolhida. Isso se deve por
múltiplas razões: podemos colocar as questões dos problemas com um ou mais parâ-
metros, e portanto, compreender alguns fenômenos que não parecem claros a priori;
podemos obter as condições necessárias para a existência de solução ou eliminar
as incógnitas do problema para obter soluções a posteriori (como no Teorema dos
multiplicadores de Lagrange): é o caso de procurarmos valores próprios de um ope-
rador A auto-adjunto em um espaço de Hilbert onde os valores próprios aparecem
como multiplicadores de Lagrange dos pontos críticos de v 7→ (Av|v) sobre a es-
fera unitária de H. Também podemos, em alguns casos, procurar uma solução com
propriedades particulares, entre as possíveis soluções para um problema.

1.6.1 A Condição de Palais-Smale

Seja X um espaço de Banach. Consideremos restrições do tipo:

S := {v ∈ X;F (v) = 0}, (1.22)

e supomos que:

F ∈ C1(X,R), e ∀v ∈ S, F ′(v) 6= 0. (1.23)

Definição 4. Sejam X um espaço de Banach, F satisfazendo (1.23), S definido por
(1.22) e J ∈ C1(X,R). Se c ∈ R, dizemos que J |S verifica a condição de Palais-
Smale (no nível c), ou que J satisfaz a condição de Palais-Smale sobre S,
se para toda sequência (un, λn) ∈ S × R tal que;

J(un)→ c em R e J ′(un)→ λnF
′(un) em X ′,

possui uma subsequência (unk , λnk) convergindo para (u, λ) em S × R.

1.6.2 O Campo Pseudo-Gradiente Tangente

Seja X um espaço de Banach, F ∈ C1(X,R) e S definido com em (1.22); su-
ponhamos que F satisfaz a condição (1.23). Se J ∈ C1(X,R) para todo x ∈ S
defina:

‖J ′(x)‖∗ = sup{〈J ′(x), y〉; y ∈ X, ‖y‖ = 1, e 〈F ′(x), y〉 = 0}. (1.24)
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Note que a condição ‖J(u)‖∗ = 0 e x ∈ S significa precisamente que para algum
λ ∈ R temos que J ′(x) = λF ′(x), ou seja, u é um ponto crítico de J sobre S. Em
outras palavras, ‖J(x)‖∗ é a norma da projeção de J ′(u) no hiperplano tangente a
S em x.

Definição 5. Seja X um espaço de Banach, J e F ∈ C1(X,R), S definida por
(1.22), F satisfazendo (1.23). Para todo u ∈ S, dizemos que v ∈ X é um pseudo-
gradiente tangente (ao conjunto S) de J em u, se temos{

‖v‖ ≤ 2‖J ′(u)‖∗
〈J ′(u), v〉 ≥ ‖J ′(u)‖2

∗, 〈F ′(u), v〉 = 0.
(1.25)

E denotando por Sr := {u ∈ S; ∀ λ ∈ R, J ′(u)−λF ′(u) 6= 0} o conjunto dos pontos
regulares de J sobre S, uma aplicação V : Sr → X é chamado de campo pseudo-
gradiente tangente de J se é localmente lipschitziana sobre Sr e para todo u ∈ Sr,
V (u) é um pseudo-gradiente tangente de J em u.

Para garantir a existência de um campo pseudo-gradiente tangente. precisamos
supor que a função F é um pouco mais regular que de classe C1(X,R). Mais
especificamente designando por C1,1

loc (X,R) o conjunto das funções F ∈ C1(X,R) tal
que F ′ é localmente lipschitziana de X em X ′, temos

Lema 1. Seja X um espaço de Banach, J ∈ C1(X,R), F ∈ C1,1
loc (X,R), S definido

por (1.22). Suponha que F satisfaz (1.23) e que J não é constante sobre S. En-
tão existe V um campo pseudo-gradiente de J sobre Sr, tal que V seja localmente
lipschitziana sobre uma vizinhança S̃r de Sr. Mais ainda, se F e J forem pares,
podemos escolher S̃r simétrica com respeito a origem e V ímpar.

Demonstração: Ver [12], página 205.

1.6.3 O Lema da Deformação

Suponha que J : S → R de classe C1 numa vizinhança. Denotemos por [J ≤ a]
o conjunto dos x ∈ S tal que J(x) ≤ a.

Lema 2 (Lema da Deformação). Seja X um espaço de Banach, F ∈ C1,1(X,R), S
definida por (1.22) e satisfazendo (1.23). Suponha que E ∈ C1(X,R) e J := E|S
satisfaz a condição de Palais-Smale sobre S; suponha também que J não é constante
sobre S e que c ∈ R não é valor crítico de J sobre S. Então existe ε0 > 0 tal que
para todo 0 < ε < ε0 existe uma aplicação η ∈ C(R×S, S) satisfazendo as seguintes
condições:

1) Para todo u ∈ S, temos η(0, u) = u.

2) Para todo t ∈ R e u 6∈ [c− ε0 ≤ J ≤ c+ ε0], temos η(t, u) = u.

3) Para todo t ∈ R, η(t, ·) é um homeomorfismo de S em S.

4) Para todo u ∈ S, a função t 7→ J(η(t, u)) é decrescente sobre R.

5) Se u ∈ [J ≤ c+ ε], então η(1, u) ∈ [J ≤ c− ε].
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6) Se J e F são pares, para todo t ∈ R, η(t, ·) é um homeomorfismo ímpar.

Demonstração: Ver [12], página 207.

Teorema 5 (O Princípio de min-max). Sejam X um espaço de Banach, F ∈
C1,1
loc (X,R) e S como em (1.22)e (1.23). Sejam E ∈ C1(X,R) tal que J := E|S

é não constante e satisfaz a condição de Palais-Smale sobre S e B uma familia não
vazia de de subconjunto não-vazio de S. Suponha que para cada c ∈ R e ε > 0
suficiente pequeno, o fluxo η(1, ·) construído no lema da deformação (Lema 2) fixe
B (isto é, se A ∈ B, então η(1, A) ∈ B). Pondo:

c∗ := inf
A∈B

sup
v∈A

J(u).

se c∗ ∈ R, então c∗ é um valor crítico de J em S.

Demonstração: Ver [12], página 208.

1.6.4 Teoremas Lyusternik-Shnirelman

O resultado seguinte é devido a L. Lyusternik & L. Shnirelman, demonstrado
originalmente utilizando a noção de categoria (sobre o espaço projetivo Pn(R)), mas
mostraremos utilizando a noção de gênero:

Teorema 6 (Lyusternik-Shnirelman). Seja E : Rn → R uma função de classe C1.
Seja Sn−1 a esfera de Rn (munido da norma euclidiana) consideramos a função
J(u) := E(u) para u ∈ Sn−1. Então J admite no mínimo n dupla de pontos críticos
sobre Sn−1, isto é, existe (pelo menos) n pares (uk, λk) com uk ∈ Sn−1 e λk ∈ R
tal que E ′(uk) = λkuk para 1 ≤ k ≤ n (naturalmente (−uk, λk) possui a mesma
propriedade).

Demonstração: Denotemos por s(Rn) o conjunto dos subconjuntos não-vazios
fechados do Rn que contem o zero e são simétricos com relação a origem, e γ(A) é
o gênero do conjunto A, quando A ∈ s(Rn). Seja, para 1 ≤ k ≤ n:

Bk := {A ⊂ Sn−1;A ∈ s(Rn) e γ(A) ≥ k}.

Temos Bk ⊃ Bk+1 6= ∅ se 1 ≤ k ≤ n− 1 (note que Bn+1 = ∅). Definimos então:

ck = inf
A∈Bk

max
v∈A

J(v).

Pondo F (x) := ‖x‖2 − 1 para rodo x ∈ Rn e S := Sn−1, as hipóteses do Lema da
Deformação (Lema 2) são cumpridas e Bk é fixo pelo fluxo ímpar η(1, ·). Conse-
quentemente, pelo Princípio de Minimax (Teorema 5), cada ck é um valor crítico
de J sobre Sn−1. Mais ainda, ck ≤ ck+1 se 1 ≤ k ≤ n − 1; por isto, vemos que se
todos os ck são distintos então J possui n valores críticos, isto é, n pares de pontos
críticos. Para mostrar o teorema, nos resta estabelecer o lema seguinte (lembremos
que se γ(A) ≥ 2 então A contém um número infinito de pontos).
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Lema 3. Se para os inteiros 1 ≤ k ≤ n− 1 e 1 ≤ j ≤ n− k temos ck = ck+j, então
o gênero do conjunto

K(ck) := {u ∈ Sn−1; J(u) = ck e ∃λ ∈ R tal que E ′(u) = λu}

é pelo menos j + 1 (isto é, γ(K(ck)) ≥ j + 1).

Este resultado é verdadeiro, independentemente de se está no contexto de um
espaço de dimensão finita, vejamos um resultado análogo em contexto mais amplo:

Teorema 7. Seja X um espaço de Banach, F ∈ C1,1

loc(X,R), S definido por (1.22)
e verificando (1.23), E ∈ C1(X,R) e J := E|S. Suponha que F e J são pares, que
J não é constante, satisfaz a condição de Palais-Smale sobre S e que 0 6∈ S. Para
todo inteiro k ≥ 1 pomos:

Bk := {A ∈ s(X); A ⊂ S, e γ(A) ≥ k} e ck = inf
A∈Bk

sup
v∈A

J(v).

(i) Para todo k ≥ 1 tal que Bk 6= 0 e ck ∈ R então ck é um valor crítico de J
sobre S. Além disso ck ≤ ck+1 e se para para um inteiro j ≥ 1 temos Bk 6= ∅
e ck = ck+j ∈ R, então γ(K(ck)) ≥ j + 1, onde:

K(ck) := {u ∈ S; J(u) = ck, ∃λ ∈ R, tal que E ′(u) = λF ′(u)}.

(ii) Se para todo k ≥ 1 temos Bk 6= 0 e ck ∈ R, então

lim
k→∞

ck = +∞.

Demonstração: Como a sequência Bk é decrescente, é claro que ck ≤ ck+1 sempre
queBk+1 6= ∅. Se ck ∈ R (supondoBk 6= ∅) é claro que o fluxo η construído no Lema
da Deformação (Lema 2) fixa Bk no sentido que se A ∈ Bk, então η(1, A) ∈ Bk.
Como consequência do Princípio de Minimax (Teorema 5), ck é valor crítico de J
sobre S.

Suponhamos que Bk 6= ∅ e que ck = ck+1 ∈ R. Como J satisfaz a condição de
Palais-Smale sobre S, temos que K(ck) é compacto, logo de gênero finito (pelo item
(vi) da Proposição 10). Vamos provar, por redução ao absurdo que, γ(K(ck)) ≥
j + 1. Se γ(K(ck)) ≤ j, podemos ver facilmente (utilizando a propriedade (vii) da
Proposição 10) que existe τ > 0 tal que, se ω = {v ∈ S; dist(v,K) < τ} e K̃ = ω,
temos γ(K̃) = γ(K(ck)). Então (usando novamente o fata que J satisfaz a condição
de Palais-Smale), existe ε1 > 0 e δ > 0 (com δ ≤ 1) tal que:

∀v ∈ [J ≤ ck + ε1] \ ([J ≤ ck − ε1] ∪ ω), ‖J ′(v)‖∗ ≥ δ.

Seja ε0 := min(ε1, δ
2/8). Aplicando o Lema 1.25, existe um campo pseudo-gradiente

tangente V ímpar e uma vizinhança aberta S̃r simétrica com respeito a origem e
localmente Lipschitziana. Seja R(v) := 1

2
min(‖v‖, d(v, (S̃r)

c)) para v ∈ Sr, e

Ω :=
⋃
v∈Sr

B(v,R(v)).

12



1.6. A TEORIA DE LYUSTERNIK-SHNIRELMAN

Seja 0 < ε < ε0, escolhemos uma função localmente Lipschitziana α : X → [0, 1] tal
que:

α(v) = 0 se v ∈ [J ≤ ck − ε0] ∪ [J ≤ ck + ε0] ∪ K̃ ∪ Ωc,

α(v) = 1 se v ∈ [ck − ε ≤ J ≤ ck + ε] \ ω.

Construímos o fluxo η(t, x) com solução da equação diferencial:

d

dt
η(t, x) = −α(η) min(1, ‖V (η)‖)V (η), η(0, x) = x ∈ S

podemos mostrar que η(t, ·) é um homeomorfismo ímpar de S em S e que η(1, [J ≤
ck + ε] \ ω) ⊂ [J ≤ ck − ε] (ver demostração do Lema 4.1 de [12]). Se A ∈ Bk+j é
tal que ck ≤ supv∈A J(v) ≤ ck + ε, pela propriedade (vii) da Proposição 10, temos:

γ
(
A \ K̃

)
≥ γ(A)− γ(K̃) ≥ k + j − j.

Mas pondo B := η
(

1, A \ K̃
)
temos que B ∈ Bk, pois η(1, ·) é um homeomorfismo

de S sobre si mesmo. Isto implica a desigualdade ck ≤ supv∈B J(u) ≤ ck − ε que é
impossível. Por consequência temos que γ(K(ck)) ≥ j + 1 e a parte (i) do Teorema
esta provada.

Para mostrar a parte (ii) lembremos que é impossível que a sequência seja esta-
cionária, isto é, que para algum inteiro k ≥ 1 tenhamos ck = ck+j para todo j ≥ 1.
Com efeito, como J satisfaz a condição de Palais-Smale e por consequência K(ck) é
compacto, portanto de gênero finito, então se ck = ck+j temos que γ(K(ck)) ≥ j+ 1
Isso só é possível para um número finito de j’s. Concluímos que se ck não tende
para o infinito, a outra possibilidade para ck é convergir para c ∈ R com c > ck para
todo k. Mas neste caso,

K := {u ∈ S; c1 ≤ J(u) ≤ c,∃λ ∈ R tal que E ′(u) = λu},

é compacto (pois J verifica a condição de Palais-Smale), com gênero finito, por exem-
plo γ(K) =: n. Repetindo o argumento acima, podemos encontrar τ suficientemente
pequeno tal que se

ω := {v ∈ S; dist(v,K) < τ},

e K̃ := ω então γ(K̃) = γ(K) = n. Então encontrando ε1 e δ > 0 como acima e
pondo ε0 := min(ε1, δ

2/8, c1/2, (c − c1)/2) e, para 0 < ε < ε0 construímos o fluxo
η de sorte que η(1, [J ≤ c + ε] \ ω) ⊂ [J ≤ c − ε]. Agora, se k ≥ 1 é um inteiro
tal que ck > c − ε, podemos tomar A0 ∈ Bk+n tal que supv∈A0

J(v) ≤ c + ε. Mas
pondo A := A0 \ ω, sabemos que A ∈ Bk e que M := η(1, A) ∈ Bk. Por isso,
ck ≤ supv∈M J(v) e, ao mesmo tempo, M ⊂ [J ≤ c − ε], que é impossível pela
hipótese c− ε < ck.

Como em um espaço de dimensão infinita a esfera unitária tem gênero infinito,
ela contém conjuntos de gênero k, para todo k ≥ 1. Então podemos deduzir do
Teorema 7 esta generalização do Teorema de Lyusternik-Shnirelman no caso de um
espaço de dimensão infinita:
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1.7. AUTOVALORES DE STEKLOV

Teorema 8. Seja H um espaço de Hilbert de dimensão infinita, E ∈ C1(H,R) uma
função par e J := E|S, onde S á a esfera unitária de H. Suponha que J satisfaz a
condição de Palais-Smale sobre S, e é limitada inferiormente e não constante. Então
J possui uma infinidade (de pares) de pontos críticos sobre S. Mais precisamente,
se Bk = {A ∈ s(H);A ⊂ S,A compacto e γ(A) ≥ k} e

ck := inf
A∈Bk

max
c∈A

J(v),

então ck é um valor crítico de J sobre S, ck ≤ ck+1; e se ck = ck+j então γ(K(ck)) ≥
j + 1. Além disto, limk→∞ ck = +∞.

1.7 Autovalores de Steklov
O problema de autovalores de Steklov em um domínio limitado suave Ω consiste

de procurar soluções não triviais u para

∆u = 0 em Ω,
∂u

∂n
= µu sobre ∂Ω.

Este problema também é chamado de problema de autovalor de funções Dirichlet-
para-Neumann do laplaciano em Ω.

De maneira mais geral, consideremos o operador elíptico de segunda ordem linear

Pu ≡ Au+ au ≡
n∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj + a(x)u (1.26)

definido em um domínio Ω ⊂ RN , onde ∂Ω é suave. Vamos assumir que os coefici-
entes de P são suave, e que aij = aji em Ω. Assumimos ainda que A é fortemente
elíptico em Ω, no sentido de que existe um α > 0 tal que para todo ξ,∑

i,j

ai,j(x)ξiξj ≥ α|ξ|2, x ∈ Ω. (1.27)

Vamos considerar o operador (1.26) junto com a condição de fronteira da forma

α(x)
∂u

∂n
+ β(x)u = 0 sobre ∂Ω (1.28)

onde α(x) ≥ 0, β ≥ 0, α2(x) + β2(x) 6= 0.
Estamos interessados no espectro do operador P , onde consideramos P como um

operador agindo nas funções de H2(Ω) que satisfazem (1.28) sobre ∂Ω em L2(Ω).

Definição 6. O espectro de P é o conjunto dos λ ∈ C para os quais P − λI não é
invertível. Vamos denotar σ(P ) o espectro de P .

Desde que P é auto-adjunto o espectro de P é um subconjunto dos números
reais.

Lembremos que um operador compacto C em um espaço de Hilbert H é tal que
as imagens de conjuntos limitados são precompactos. È fáil ver que os operadores
compactos não são invertíveis, assim 0 ∈ σ(P ). Mais ainda, se C é compacto, e
λ ∈ C, entãoK = C−λI é um operador de Fredholm, isto é dim kerK e dim coker K
são ambos finitos.
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Proposição 11. Se C é um operador compacto então σ(C) é discreto, e 0 é o único
possível ponto de aderência de σ(C).

Desde que A é um operador elíptico de segunda ordem, A leva H2 em L2(Ω).
Ademais A satisfaz a desigualdade de Gardinig (ver [3]):

〈Aφ, φ〉L2(Ω) ≥ c1‖φ‖W 1,2(Ω) − c2‖ψ‖L2(Ω), c1 > 0, c2 > 0 (1.29)

Usamos esta desigualdade para mostrar que A é um operador de Fredholm com
posto fechado (ver [3]).

Agora se k é uma constante tal que k > c2, então (1.29) mostra que A + kI é
injetiva. Desde que A+kI tem posto denso e fechado, vemos que A+kI é sobrejetivo
e assim um isomorfismo. Seja C̃ = (A + kI)−1 e seja i a inclusão i : H2 → L2(Ω).
Então i é compacto, e assim C = i◦C̃ também é compacto. Além disso, σ(A+kI) =
{λ : λ−1 ∈ σ(C̃)} = {λ : λ−1 ∈ σ(C)}. Assim o espectro de A + kI é discreto e ∞
é o único ponto de acumulação possível; a mesma conclusão é portanto válida para
A.
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Capítulo 2

Existência de uma Infinidade de
Soluções para um Problema de Valor
Inicial Não-linear Bidimensional

Seja Ω ⊂ R2 um domínio C2,α, neste capítulo vamos estudar o seguinte problema
elíptico {

∆v = 0 em Ω
∂v
∂n

= λ sinh(v) sobre ∂Ω.
(2.1)

Estamos interessados em obter a existência de soluções clássicas. Nos capítulos
seguintes analisamos o comportamento limite das soluções quando λ → 0+ (Blow-
up). Tal problema, como referido na introdução, está intimamente relacionado com
modelos de corrosão.

2.1 Formulação Variacional e Resultados Prelimi-
nares

A fim de encontrar soluções para (2.1) utilizamos um método variacional para
obter “soluções fracas” que são pontos críticos do funcional “energia” associado ao
problema. Em seguida, a teoria padrão de regularidade eliptica implica que as
soluções são, de fato, clássicas.

Definição 7. (a) Uma solução clássica para (2.1) é uma função v ∈ C2(Ω)∩C(Ω)
que satisfaz (2.1) pontualmente.

(b) Uma solução fraca para (2.1) é uma função v ∈ H1(Ω) tal que∫
Ω

∇u∇v dx− λ
∫
∂Ω

sinh(v(σ)) dσ = 0 ∀u ∈ H1(Ω) (2.2)

(c) Consideremos o funcional energia associado ao problema (2.1) dado por

E(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(v(σ))− 1] dσ, v ∈ H1(Ω) (2.3)

onde ‖ · ‖L2(Ω) é a norma em L2(Ω).
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No que segue o espaço H1(Ω) é equipado com o produto interno.

(u|v)1 :=

∫
Ω

∇u(x) · ∇v(x)dx+

∫
∂Ω

u(σ)v(σ)dσ; (2.4)

a norma associada é denotada por ‖ · ‖1.
Para mostrarmos que E é bem definido, contínuo e de classe C1 em H1(Ω) e

seus pontos críticos de são soluções fracas para (2.1) precisamos mostrar as duas as
proposições seguintes:

Proposição 12. Dado a ∈ R existe uma constante C > 0 e β > 0, tal que∫
∂Ω

cosh(αv(σ))dσ ≤ C exp(β‖v‖2
1), ∀v ∈ H1(Ω).

Demonstração: Afirmamos que para todo v ∈ H1(Ω) vale a desigualdade de
Trundger-Moser: ∫

Ω

eαv dx ≤ Ceβ‖v‖
2
1 . (2.5)

De fato, existem constantes c1 > 0 e c2 > 0 tal que∫
Ω

e(v/c1‖∇v‖L2(Ω))
2

≤ c2|Ω|, v ∈ H1
0 (Ω)

(ver [11], Teorema 7.15 página 169). Assim, se v ∈ H1
0 (Ω)∫

Ω

eαv dx =

∫
Ω

e
(α‖∇v‖L2(Ω)c1)

(
v

c1‖∇v‖L2(Ω)

)
dx

≤
∫

Ω

e
(α‖∇v‖L2(Ω)c1)2+

(
v

c1‖∇v‖L2(Ω)

)2

dx

=

∫
Ω

e(α‖∇v‖L2(Ω)c1)2

e

(
v

c1‖∇v‖L2(Ω)

)2

dx

≤ e(α‖∇v‖L2(Ω)c1)2

c2|Ω|

= c′e
β′‖∇v‖2

L2(Ω) ,

onde c′ = c2|Ω| > 0 e β′ = (α/c1)2 > 0.
Seja Ω̃ limitado e tal que Ω ⊂⊂ Ω̃, pelo teorema de extensão (ver [10], Teorema

1, página 254) dado v ∈ H1(Ω) existe ṽ ∈ H1
0 (Ω̃) tal que

ṽ = v em Ω e ‖ṽ‖H0
1 (Ω̃) ≤ C‖v‖H1(Ω).

Mas, ‖ṽ‖H1
0 (Ω̃) = ‖ṽ‖L2(Ω̃) + ‖∇ṽ‖L2(Ω̃) o que implica que ‖∇ṽ‖L2(Ω̃) ≤ ‖ṽ‖H1

0 (Ω̃). E
daí,

ṽ = v em Ω e ‖∇ṽ‖L2(Ω̃) ≤ C‖v‖H1(Ω). (2.6)

Como ∫
Ω̃

eαṽ dx =

∫
Ω

eαṽ dx+

∫
Ω̃\Ω

eαṽ dx

=

∫
Ω

eαv dx+

∫
Ω̃\Ω

eαṽ dx
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e
∫

Ω̃\Ω e
αṽ dx ≥ 0, a equação (2.6) implica que para todo v ∈ H1(Ω) vale:∫

Ω

eαv dx ≤
∫

Ω̃

eαṽ ≤ c̃e
β̃‖∇ṽ‖2

L2(Ω̃)

≤ c̃e
β̃C‖v‖2

H1(Ω)

= ce
β‖v‖2

H1(Ω) ,

onde c̄ = c̃ e β̄ = β̃C. Isto prova (2.5).
Agora, pela imersão do traço (Teorema 2) temos:∫

∂Ω

|w|p dσ ≤ cp

(∫
Ω

|∇w|p dx+

∫
Ω

|w|p dx
)
, (2.7)

para todo p > 1. Fixado 1 < p < 2, afirmamos que eαv/p ∈ W 1,p(Ω) para todo
v ∈ H1(Ω) e u ∈ W 1,p(Ω). De fato,

(i) eαv/p ∈ Lp(Ω) para todo v ∈ H1(Ω): devido a (2.5) temos∫
Ω

|eαv/p|pdx =

∫
Ω

eαvdx ≤ ceβ‖v‖
2
1 < +∞, ∀v ∈ H1(Ω);

(ii) ∇(eα/p) ∈ Lp(Ω) para todo v ∈ H1(Ω), pois a regra do produto e a Desigual-
dade de Hölder implicam∫

Ω

|∇(eαv/p)|pdx =

∫
Ω

∣∣∣∣αp eαv/p∇v
∣∣∣∣p dx

=

∫
Ω

∣∣∣∣αp eαv/p
∣∣∣∣p |∇v|p dx

≤
∣∣∣∣αp
∣∣∣∣p(∫

Ω

|∇v|2 dx
)p/2(∫

Ω

(eαv)2/(2−p)
)(2−p)/2

≤ c′‖v‖p1eβ
′‖v‖21 .

Usando (2.7) e as estimativas obtidas em (i) e (ii) temos∫
∂Ω

eαv dσ ≤ cp

(∫
Ω

|∇(eαv)|p dx+

∫
Ω

|eαv|p dx
)
≤ c′′(‖v‖p1 + 1)eβ

′′‖v‖21 .

Mas, 1 + t ≤ et para todo t ∈ R. Portanto,∫
∂Ω

eαv dσ ≤ Ceβ‖v‖
2
1 .

Desde que cosh(v(σ)) = 1
2

[
ev(σ) + e−v(σ)

]
concluímos a proposição.

Proposição 13. Se {vn}n é uma sequência em H1(Ω) convergindo fracamente para
v ∈ H1(Ω) então

sinh(αvn)→ sinh(αv) e cosh(αvn)→ cosh(αv)

fortemente em L2(∂Ω), para todo α ∈ R fixo.
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Demonstração: Vamos mostrar apenas a primeira convergência, pois a segunda é
inteiramente análoga.

Pelo Teorema do Valor Médio,

sinh(αvn(x))− sinh(αv(x)) = α(vn − v)(x) cosh(αξn(x)), (2.8)

com min{vn(x), v(x)} ≤ ξn(x) ≤ max{vn(x), v(x)}. Note que

ξn(x) ≤ max{vn(x), v(x)}

=
(vn(x) + v(x)) + |vn(x)− v(x)|

2

≤ |vn(x)|+ |v(x)|+ |vn(x)|+ |v(x)|
2

= |vn(x)|+ |v(x)|

e

ξn(x) ≥ min{vn(x), v(x)}

=
(vn(x) + v(x))− |vn(x)− v(x)|

2

≥ −|vn(x)| − |v(x)| − |vn(x)| − |v(x)|
2

= −(|vn(x)|+ |v(x)|).

Donde, |ξn(x)| ≤ |vn(x)|+ |v(x)|.

Afirmação 1. As funções t 7→ sinh t e t 7→ cosh t satisfazem: cosh |t| = | cosh t|,
sinh |t| = | sinh t|. Além disso, sinh t é crescente em (−∞,+∞) e cosh t é crescente
em [0,+∞).

De fato,

• cosh |t| =
e|t| + e−|t|

2

=


et + e−t

2
se t ≥ 0

e−t + et

2
se t ≤ 0

= cosh t
= | cosh t|,

• sinh |t| =
et − e−|t|

2

=


et − e−t

2
se t ≥ 0

e−t − et

2
se t ≤ 0

= | sinh t|

e d
dt

[sinh t] = cosh t ≥ 0, ∀t ∈ R ⇒ sinh t é crescente em (−∞,+∞), d
dt

[cosh t] =
sinh t ≥ 0, ∀t ≥ 0 ⇒ cosh t é crescente em [0,+∞). Donde concluímos a afirma-
ção.
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A afirmação acima, juntamente com a equação (2.8) resulta em:

| sinh(αvn(x))− sinh(αv(x))|2 = |α|2|vn − v(x)|2| cosh2(αξn(x))|
= |α|2|(vn − v)(x)|2 cosh2(|α||ξn(x)|)
= |α|2|(vn − v)(x)|2 cosh2(|α|(|vn(x)|+ |v(x)|)),

e assim,

‖ sinh(αvn) − sinh(αv)‖2
L2(∂Ω) =

∫
∂Ω

| sinh(αvn(σ))− sinh(αv(σ))|2dσ

≤
∫
∂Ω

|α|2|vn(σ)− v(σ)|2 cosh2(|α|(|vn(σ)|+ |v(σ)|)dσ

≤ |α|
[∫

∂Ω

|(vn − v)(σ)|4
] 1

2
[∫

∂Ω

cosh4(|α|(|vn(σ)|+ |v(σ)|))
] 1

2

≤ |α|2‖vn − v‖2
L4(∂Ω)

[∫
∂Ω

24 cosh4(|α||vn(σ)|) cosh4(|α||v(σ)|)
] 1

2

= |2α|2‖vn − v‖2
L4(∂Ω)‖ cosh(|αvn|) cosh(αv)‖2

L4(∂Ω).

Isto é,

‖ sinh(αvn) − sinh(αv)‖L2(∂Ω) ≤ |2α|‖vn − v‖L4(∂Ω)‖ cosh(|αvn|) cosh(αv)‖L4(∂Ω)

≤ |2α|‖vn − v‖L4(∂Ω)

(∫
∂Ω

cosh8(|αvn|)dx
) 1

8
(∫

∂Ω

cosh8(|αv|)dx
) 1

8

≤ |2α|‖vn − v‖L4(∂Ω)

(∫
∂Ω

cosh(|8αvn|)dx
) 1

8
(∫

∂Ω

cosh(|8αv|)dx
) 1

8

≤ |2α|‖vn − v‖L4(∂Ω)

(
C exp(β‖vn‖2

1)
) 1

8
(
C exp(β‖v‖2

1)
) 1

8

= 2|α|C
1
4 e

β
8

(‖vn‖21−‖v‖21)‖vn − v‖L4(∂Ω).

Mas, como vn ⇀ v em H1(Ω) então {vn}n é limitada em H1(Ω). Logo,

‖ sinh(αvn)− sinh(αv)‖L2(∂Ω) ≤ C‖vn − v‖L4(Ω). (2.9)

Além disso, da imersão compacta H1(Ω) ⊂ Lp(∂Ω), p < ∞, temos que vn → v em
L4(∂Ω). Isto juntamente com (2.9) implica que sinh(αvn) → sinh(αv) em L2(∂Ω).

Proposição 14. O funcional E : H1(Ω)→ R dado em (2.3) é bem definido e C∞.
Além disso, v é ponto crítico de E se, e somente se, v é uma solução fraca para
(2.1).

Demonstração: Consideremos os funcionais

M(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) e N(v) = λ

∫
∂Ω

[cosh(v(σ))− 1]dσ.

É claro que M é C∞ e M ′(v) · u = 〈∇v,∇u〉L2(Ω) com v, u ∈ H1(Ω). Graças
às Proposições 12 e 13, N está bem definida em H1(Ω) e C∞ com N ′(v) · u =∫
∂Ω

sinh(v(σ))u(σ)dσ. Notemos que v é um ponto crítico de E se, e somente se,

0 = E ′(v)u =

∫
Ω

∇u∇v −
∫
∂Ω

cosh(v(σ))u(σ) dσ, ∀u ∈ H1(Ω),
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isto é, v é solução fraca de (2.1).

Proposição 15 (Regularização). Se v ∈ H1(Ω) é uma solução fraca para (2.1)
então v é uma solução clássica.

Demonstração: Segue da teoria padrão de regularização elíptica, pois o domínio
Ω é de classe C2,α.

2.2 Escolhendo um Funcional Adequado
Para construir uma família da pontos críticos em E, e assim uma família de

soluções para (2.1), temos duas possibilidades: a primeira é construir pontos críticos
do funcional indefinido E em H1(Ω), onde indefinido refere-se ao fato de E não
ser limitado inferiormente (basta tomar v ∈ H1(Ω) constante) nem superiormente
(considere a familia vn = nv, com n ∈ N e v ∈ H1(Ω) tal que v = 0 em ∂Ω);
a segunda possibilidade é introduzir um funcional J que é limitado inferiormente
ou superiormente, tal que seus pontos críticos de sobre alguma subvariedade Σ
produzam pontos críticos de E em H1(Ω) (via alguma uma transformação simples),
ver [2] ou [6]. No que segue optamos pelo segundo caminho.

2.3 Definição e Regularidade do Funcional J
Agora introduziremos um funcional J limitado inferiormente e tal que os pontos

críticos em alguma subvariedade Σ produzem pontos críticos de E em H1(Ω).
Dado u ∈ H1(Ω), u 6= 0 definamos por

J(u) := sup
t>0

E(tu).

Observação 1. O funcional J satisfaz as seguintes propriedades:

(i) J(u) ≥ 0, para todo u ∈ H1(Ω) \ {0} e J(u) = 0 se, e somente se, E(tu) ≤ 0,
para todo t > 0.
Claramente, J(u) = supt>0E(tu) ≥ 0. Se J(u) = 0 temos supt>0E(tu) = 0 e
assim E(tu) ≤ 0 para todo t > 0.

Reciprocamente, se E(tu) ≤ 0, para todo t > 0 temos u|∂Ω 6≡ 0, se não,
E(tu) = t2

2
‖u‖2

L2(Ω) ≥ 0 para todo t > 0, que é uma contradição.

Seja (tn)n∈N ⊂ (0,+∞) tal que tn → 0+, em particular existe M ≥ 0 tal que
|tn| ≤ M para todo n ∈ N. Defina ϕ(σ) = cosh(tnu(σ)) − 1 para quase todo
σ ∈ ∂Ω. É claro que ϕn ∈ L1(∂Ω) para cada u ∈ H1(Ω) \ {0} (pelo Lema 12)
e ϕn → ϕ q.t.p. em ∂Ω onde ϕ ≡ 0 ∈ L1(∂Ω). Observemos que

|ϕn(x)| = | cosh(tnu(σ))− 1| ≤ | cosh(tnu(σ))|+ 1

= cosh(|tn||u(σ)|) + 1 ≤ cosh(M |u(σ)|) + 1,

para todo n ∈ N, e∫
∂Ω

[cosh(M |u(σ)|) = 1] ≤ Ceβ‖u‖
2
1 + |∂Ω|1 <∞.
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Assim a função definida por φ(σ) = cosh(M(u(σ))) + 1 pertence a L1(∂Ω)
e domina ϕn → ϕ q.t.p. em ∂Ω. Portanto, pelo Teorema da convergência
Dominada de Lebesgue, ϕn → ϕ ≡ 0 em L1(∂Ω), e como (tn)n∈N ⊂ (0,+∞) é
arbitrário,

lim
t→0+

∫
∂Ω

[cosh(tu(σ))− 1]dσ = 0.

Daí,

lim
t→0+

E(tu) = lim
t→0+

[
t2

2
‖u‖L2(Ω))2 − λ

∫
∂Ω

[cosh(tu(σ))− 1]dσ

]
= 0.

Mas, E(tu) ≤ 0 para todo t > 0, e portanto, J(u) = supt>0E(tu) = 0.

(ii) J(u) = +∞ se, e somente se, u ∈ H1
0 (Ω) := H1(Ω) ∩ {u : u|∂Ω ≡ 0}.

Claramente, se u ∈ H1
0 (Ω) então u|∂Ω ≡ 0 e

J(u) = sup
t>0

E(tu) = sup
t>0

t2

2
‖u‖2

L2(Ω) = +∞

Reciprocamente, se u ∈ H1(Ω) \ H1
0 (Ω) então u|∂Ω 6≡ 0. Lembrando que

cosh(a) =
∑∞

n=0
a2n

(2n)!
para todo a ∈ R temos:

cosh(tu(σ))− 1 =

[
∞∑
n=0

t2nu(σ)2n

2n!

]
− 1

≥
[
1 +

t4u(σ)4

4!

]
− 1 =

t4u(σ)4

4!
,

para todo t ∈ R. Assim

E(tu) =
t2

2
‖u‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(tu(σ))− 1]dσ

≤ t2

2
‖u‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

t4u(σ)4

4!
dσ

=
t2

2
‖u‖2

L2(Ω) − λ
t4

4!
‖u‖4

L4(∂Ω)

= at2 − bt4,

para todo t ∈ R, onde a = 1
2
‖u‖2

L2(Ω) ≥ 0 e λ
4!
‖u‖4

L4(∂Ω) > 0. E definindo
g : t 7→ at2 − bt4, t > 0, temos que g é contínua, e

lim
t→0

g(t) = 0 e lim
t→+∞

g(t) = −∞,

donde g é limitada superiormente. Daí,

J(u) = sup
t>0

E(tu) ≤ sup
t>0

[
t2

2
‖u‖2

L2(Ω) − λ
t4

4!
‖u‖4

L4(Ω)

]
= sup

t>0
g(t) < +∞.

Portanto, se J(u) = +∞ então u ∈ H1
0 (Ω).
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Nas proposições seguintes estudamos as propriedades de regularidade de J . Pri-
meiro mostramos que quando 0 < J(u) < ∞, então existe (um único) parâmetro
real t(u) > 0 tal que J(u) = E(t(u)u) e, de fato, t(u) é solução para

t‖∇u‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

sinh(t(u(σ)))u(σ)dσ = 0.

Além disso, t(u) é uma função suave no conjunto aberto 0 < J(u) <∞. Mostramos
também que J : H1

0 (Ω) \ {0} → [0,+∞] é contínuo. E finalmente vemos que pontos
críticos de J na esfera unitária produzem pontos críticos em E, via a transformação
u 7→ t(u)u.

Proposição 16. Para u ∈ H1(Ω) \ {0} fixo, definamos

f(t) := E(tu) =
t2

2
‖∇u‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(tu(σ))− 1]dσ, t ∈ R.

Então f é uma função par e f ∈ C∞(R). Suponha que u é tal que supt>0 f(t)
é finito e positivo. Então existe um único número real positivo t(u), satisfazendo
f(t(u)) = supt>0 f(t) = J(u). A função w 7→ t(w) é bem definida numa vizinhança
de u em H1(Ω), e é de classe C∞.

Demonstração: Vemos facilmente que f é par:

f(−t) = E(−tu)

=
(−t)2

2
‖∇u‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh((−t)u(σ))− 1]dσ

=
t2

2
‖∇u‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(tu(σ))− 1]dσ

= E(tu) = f(t).

Para provarmos que f ∈ C∞ basta vermos que ϕ : t 7→
∫
∂Ω

[cosh(tu(σ)) − 1]dσ é
C∞, pois t 7→ t2

2
‖∇u‖2

L2(Ω) é C
∞. Tomemos o quociente de Newton

ϕ(t+ h)− ϕ(t)

h
=

1

h

[∫
∂Ω

[cosh((t+ h)u(σ))− 1]dσ −
∫
∂Ω

[cosh(tu(σ))− 1]dσ

]
=

∫
∂Ω

cosh((t+ h)u(σ))− cosh(tu(σ))

h
dσ,

o Teorema do Valor Médio, implica que

cosh((t+ h)u(σ))− cosh(tu(σ))

h
= hu(σ) sinh(ξ(t, u(σ))),

onde

min{cosh((t+ h)u(σ)), cosh(tu(σ))} ≤ ξ(t, u(σ))

≤ max{cosh((t+ h)u(σ)), cosh(tu(σ))}
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q.t.p. em Ω, e daí,

ϕ(t+ h)− ϕ(t)

h
=

∫
∂Ω

u(σ)ξ(t, u(σ))dσ,

seguindo do Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue que

ϕ′(t) = lim
h→0

ϕ(t+ h)− ϕ(t)

h
=

∫
∂Ω

u(σ) cosh(tu(σ))dσ. (2.10)

De modo análogo, provamos que

ϕ′′(t) = lim
h→0

ϕ′(t+ h)− ϕ′(t)
h

=

∫
∂Ω

u(σ)2 sinh(tu(σ))dσ. (2.11)

ϕ′′′(t) = lim
h→0

ϕ′′(t+ h)− ϕ′′(t)
h

=

∫
∂Ω

u(σ)3 cosh(tu(σ))dσ. (2.12)

e assim sucessivamente, logo f ∈ C∞.
Suponhamos que supt>0 f(t) é finito e positivo, a Observação 1 implica que u é

não-trivial sobre ∂Ω, e f(t) → −∞ quando t → ∞ . Assim existe t(u) > 0 tal que
f(t(u)) = maxt>0 f(t). Notemos que

f ′(t) = t‖∇u‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

sinh(tu(σ))u(σ)dσ

f ′′(t) = ‖∇u‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

cosh(tu(σ))u(σ)2dσ

f ′′′(t) = −λ
∫
∂Ω

sinh(tu(σ))u(σ)3dσ.

Da expressão de f ′′′ e como u ∈ H1(Ω) \ {0} e λ > 0 temos que f ′ é estritamente
côncava em (0,+∞). Temos também que f(0) = 0 e f ′(t) → −∞ quando t → ∞.
Agora, como supt>0 f(t) > 0 = f(0), a derivada f ′ assume valores positivos em
(0,+∞). Combinando estes fatos, concluímos que existe um único t∗ > 0 tal que
f ′(t∗) = 0; além disso, tanto f(t) e f ′(t) são positivos para 0 < t < t∗. Observe
também que t∗ é definido por ‖∇u‖2

L2(Ω) = t−1
∗ λ

∫
∂Ω

sinh(t∗u(σ))u(σ)dσ, assim

f ′′(t∗) = ‖∇u‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

cosh(t∗u(σ))u(σ)2dσ

= t−1
∗ λ

∫
∂Ω

sinh(t∗u(σ))u(σ)dσ − λ
∫
∂Ω

cosh(t∗u(σ))u(σ)2dσ

= λ

∫
∂Ω

[
tanh(t∗u)

t∗u
− 1

]
cosh(t∗u)u2dσ < 0,

pois s−1 tanh(s) < 1 para todo s ∈ R \ {0}. Concluímos que existe um único
t(u) := t∗ > 0 tal que f(t(u)) = maxt>0 f(t). Mais ainda, a última desigualdade
acima e juntamente com o Teorema da Função Implícita (Teorema 4) nos dão que
a função w 7→ t(w) está bem definida e é de classe C∞ em uma vizinhança de u.

Proposição 17. O funcional J : H1(Ω)\{0} → [0,∞] é par e contínuo. Mas ainda,
J é finito em H1(Ω) \H1

0 (Ω).
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Demonstração: Claramente J é par:

J(−u) = sup
t>0

f(t(−u)) = sup
t>0

f(−(tu)) = sup
t>0

f(tu) = J(u).

Além disso, J é finito em H1(Ω) \H1
0 (Ω) pela Observação 1.

Com a finalidade de provar a continuidade consideremos un ∈ H1(Ω) \ {0},
com un → u0 ∈ H1(Ω) \ {0}, quando n → ∞ e procuraremos estabelecer que
J(un) → J(u0). Três casos distintos podem ocorrer: (i) J(u0) = ∞, (ii) J(u0) = 0,
e (iii) 0 < J(u0) <∞.

Caso (i): Dado t > 0 fixo, temos

J(un) = sup
s>0

E(sun) ≥ E(tun), ∀n, e,

E(tun)→ E(tu0) quando n→∞.

Consequentemente

lim inf
n→∞

J(un) ≥ lim
n→∞

E(tun) = E(tu0), ∀t > 0,

e assim,
lim inf
n→∞

J(un) ≥ sup
t>0

E(tu0) = J(u0) =∞.

Isto imediatamente implica que J(un)→∞ = J(u0) quando n→∞.
Caso (ii): Já vimos que J(u) < ∞ se, e somente, se u ∈ H1

0 (Ω). Assim, o
conjunto

U := {u ∈ H1(Ω) \ {0} : J(u) <∞} = H1(Ω) \H1
0 (Ω)

é aberto, pois H1
0 (Ω) é um subespaço fechado de H1(Ω). Agora, como J(u0) = 0 <

∞ temos que u0 ∈ U , e como un → u0 então un ∈ U para n suficientemente grande,
como consequência temos que J(un) <∞ para n suficientemente grande. Excluindo
un para os quais J(un) = 0 (já que para termos a convergência para J(u0) = 0 isto
não é um problema) resta considerar uma sequência un → u0 com 0 < J(un) < ∞
e J(u0) = 0.

Afirmamos que os parâmetros correspondentes t(un) converge pra zero quando
n → ∞; caso contrário, existe uma subsequência t(unk), e uma constante c > 0 tal
que 0 < c < t(unk) para todo k. Desde que E(tunk) ≥ 0, para todo 0 ≤ t ≤ t(unk)
(veja a prova da Proposição 16) segue imediatamente que

E(tu0) = lim
k→∞

E(tunk) ≥ 0 ∀ 0 ≤ t ≤ c.

Isto, por outro lado, implica que E(· u0) é nulo no intervalo [0, c] (já que E(tu0) ≤
J(u0) = 0 para todo t ∈ (0,+∞)), e por diferenciação:(

d

dt

)3

E(tu0) = 0 para todo 0 ≤ t ≤ c. (2.13)

Devido a fórmula (
d

dt

)3

E(tu0) = −λ
∫
∂Ω

sinh(tu0(σ))u0(σ)3 dσ,
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a identidade (2.13) representa uma contradição com o fato que λ > 0 e que u0 não
é idêntico a zero na ∂Ω. Assim J(un) = E(t(un)un) → E(0) = 0 = J(u0), quando
n→∞.

Caso (iii): Analogamente ao caso anterior vemos que U1 := {u ∈ H1(Ω) \ {0} :
0 < J(u) < ∞} é aberto e como uma consequência temos que 0 < J(un) < ∞
para n suficientemente grande. O fato da função u 7→ t(u) ser suave (de classe C∞)
implica que t(un) → t(u0), e também J(un) = E(t(un)un) → E(t(u0)u0) = J(u0)
quando n→∞.

2.4 A Relação entre os Pontos Críticos de J e os
Pontos Críticos de E

Agora veremos como pontos críticos de J produzem pontos críticos para E.
Denotando o aberto {u ∈ H1(Ω) \ {0}; 0 < J(u) <∞} por {0 < J <∞}, vale

a seguinte proposição:

Proposição 18. Seja u ∈ H1(Ω) \ {0} tal que supt∈RE(tu) > 0. E seja t(u) como
definido na Proposição 16. O funcional J : {0 < J < ∞} → (0,∞) é par e de
classe C∞. E, para u ∈ {0 < J < ∞} vale J ′(u) = t(u)E ′(t(u)u). Mais ainda, se
u ∈ H1(Ω) é um ponto crítico de J na esfera

Σ :=

{
u ∈ H1(Ω);

∫
Ω

|∇u(x)|2dx+

∫
∂Ω

|u(σ)|2dσ = 1

}
(2.14)

para o qual o valor crítico c := J(u) é positivo (e finito), então v := t(u)u é um
ponto crítico de E em H1(Ω) correspondente ao mesmo valor crítico c.

Demonstração: É claro que J é C∞ em {0 < J < ∞}, já que neste caso J(u) =
supt>0 f(t) = E(t(u)u). Além disso, J ′(u) = t(u)E ′(t(u)u).

Consideremos F : H1(Ω)→ R dada por

F (w) = (w|w)1 =

∫
Ω

|∇w(x)|2dx+

∫
∂Ω

|w(σ)|2, (2.15)

é claro que F ∈ C∞, Σ = {u ∈ H1(Ω) : F (u) = 1} e F ′(w) 6= 0 para todo w ∈ Σ.
Supunha que u é um ponto crítico J sobre Σ com valor crítico c = J(u).

Afirmação 1. Os multiplicadores de Lagrange correspondentes ao ponto u são nulos.
Consequentemente su é ponto crítico de J em H1(Ω) com mesmo valor critico c para
todo s ∈ R.

De fato, seja µ ∈ R multiplicador de Lagrange do ponto crítico u de J sobre Σ
então

J ′(u) = µF ′(u) em (H1(Ω))′.

Notemos que

〈F ′(u), u〉 = 2(u, u)1 = 2

(∫
Ω

|∇u|2dx+

∫
∂Ω

|u(σ)|2dσ
)

= 2, ∀u ∈ Σ,
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logo
2µ = µ〈F ′(u), u〉 = 〈µF ′(u), u〉 = 〈J ′(u), u〉, ∀u ∈ Σ.

Agora, para todo s ∈ R temos J(su) = J(u), e assim

0 =
d

ds
J(su) = 〈J ′(su), u〉.

Em particular, para s = 1 temos 〈J ′(u), u〉 = 0, e assim 2µ = 0, ou seja, µ = 0.
Portanto todos os valores crítico de J em Σ também são valores críticos em H1(Ω),
pois µ = 0 implica J ′(u) = 0. Novamente com J(u) = J(su) para todo s ∈ R um
ponto crítico para J em Σ produz uma linha de pontos críticos, su com s ∈ R, de J
em H1(Ω). Isto conclui a Afirmação 1.

Afirmação 2. Se u é um ponto critico para J em H1(Ω)\{0} com um valor crítico
correspondente positivo finito, então u/‖u‖1 é um ponto crítico para J em Σ com
algum valor crítico.

Com efeito, mostraremos que J ′(u/‖u‖1) = 0. Se v ∈ [u] := {su; s ∈ R} e v 6= 0,
então〈[

J

(
u

‖u‖1

)]′
, v

〉
= lim

t→0

J
(

u
‖u‖1 + tv

)
− J

(
u
‖u‖1

)
t

= lim
t→0

J(u)− J(u)

t
= 0.

Se v ∈ H1(Ω) \ [u] existe w ∈ H1(Ω) tal que v =
[
w‖u‖21−u(u|w)1

‖u‖31

]
. E como u é ponto

critico de J temos

0 = 〈J ′(u), w〉 =

〈[
J

(
u

‖u‖1

)]′
, w

〉
=

〈
J ′
(

u

‖u‖1

)
,

〈(
u

‖u‖1

)′
, w

〉〉
=

〈
J ′
(

u

‖u‖1

)
,

[
w‖u‖1 − u〈(‖u‖1)′, w〉

‖u‖2

]〉
=

〈
J ′
(

u

‖u‖1

)
,

[
w‖u‖1 − u (u,w)1

‖u‖1

‖u‖2

]〉

=

〈
J ′
(

u

‖u‖1

)
,

[
w‖u‖2

1 − u(u|w)1

‖u‖3
1

]〉
=

〈
J ′
(

u

‖u‖1

)
, v

〉
.

Consequentemente, J ′
(

u
‖u‖1

)
= 0. E concluímos a Afirmação 2.

Agora, lembrando que
J ′(u) = t(u)E ′(t(u)u),

vemos que se u ∈ Σ é tal que 0 < J(u) <∞, e se u é um ponto crítico de J em Σ,
então v := t(u)u é um ponto crítico de E em H1(Ω).

Observação 2. É importante observar que se v ∈ H1(Ω) é uma solução não-trivial
para o problema {

∆v = 0 em Ω
∂v
∂n

= λ sinh(v) sobre ∂Ω, λ > 0,
(2.16)

então E(v) > 0, e v 6∈ H1
0 (Ω), assim 0 < J(v) <∞.

De fato, o fato que v 6∈ H1
0 (Ω) é obvio. Além disso, multiplicando a equação em

(2.16) por v e integrando por parte, obtemos

0 =

∫
Ω

∆vvdx = −
∫

Ω

∇v · ∇vdx+

∫
∂Ω

∂v

∂n
vdσ,
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isto é,

‖v‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

|∇v(x)|2dx = λ

∫
∂Ω

v(σ) sinh(v(σ))dσ.

Assim,

E(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(v(σ))− 1]dσ

=
λ

2

∫
∂Ω

v(σ) sinh(v(σ))dσ − λ
∫
∂Ω

[cosh(v(σ))− 1]dσ

= λ

∫
∂Ω

[
1

2
v(σ) sinh(v(σ))− cosh(v(σ)) + 1

]
> 0,

já que para todo θ ∈ R \ {0} temos

1

2
θ sinh(θ)− cosh(θ) + 1 =

∑
n≥1

1

(2n− 1)!

[
1

2
− 1

2n

]
θ2n

=
1

2
θ
∞∑
n=1

θ2n−1

(2n− 1)!
−
∞∑
n=1

θ2n

(2n)!

=
∞∑
n=2

θ2n

2(2n− 1)!
− θ2n

(2n)!

=
∞∑
n=2

1

(2n− 1)!

[
1

2
− 1

2n

]
θ2n

=
1

2

∞∑
n=2

1

(2n− 1)!

[
n− 1

n

]
θ2n

=
1

2

∑
n≥2

n− 1

(2n− 1)!n
θ2n > 0.

Portanto, é bastante natural a busca pontos críticos para E somente no conjunto
{0 < J <∞}.

2.5 Existência de Infinitas Soluções para o Problema
Via Teoria de Lyusternik-Schnirelman

Para ver que o problema (2.1) tem infinitas soluções é suficiente provar que J
tem uma sequência ilimitada de valores críticos em Σ. Na construção de uma tal
sequência contamos com a teoria de Lyusternik-Schnirelman.

Seja A ⊂ Σ par e fechado. Para cada k ≥ 1 inteiro definimos:

Ak := {A ⊂ Σ; A é fechado, − A = A, e γ(A) ≥ k}, (2.17)

e os números
ck := ck(λ) := inf

A∈Ak
sup
u∈A

J(u). (2.18)
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Afirmação 2. Dado k ≥ 1 existe um subconjunto par e compacto, A ⊂ Σ \H1
0 (Ω),

com γ(A) ≥ k. Em consequência ck <∞ para todo k ≥ 1

Demonstração: Basta tomar

Ak =


k∑
j=1

αjFj(x) :

∫
Ω

(
k∑
j=1

αj∇Fj(x)

)2

dx+

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjFj(σ)

)2

dσ = 1

 ,

onde as funções {Fj}kj=1 ⊂ H1(Ω) são escolhidas de modo que o traço da fronteira
γ0(Fj) = Fj|∂Ω seja linearmente independentes. Suponhamos, sem perda de ge-
neralidade, que a família {Fj}kj=1 seja ortonormal em H1(Ω) e considere a função
T : Sk−1 ⊂ Rk → A ⊂ H1(Ω) definida por T (α1, . . . , αk) =

∑k
j=1 αjFj(x). É claro

que T é linear, ímpar e pela desigualdade de Bessel

‖T (α1, . . . , αk)‖1 =

∥∥∥∥∥
k∑
j=1

αjFj(x)

∥∥∥∥∥
1

≤

(
k∑
j=1

|αj|2
)1/2

= ‖(α1, . . . , αk)‖Rk

donde T é contínua. Segue do item (i) Proposição 10 que k = γ(Sk−1) ≤ γ(A). E
lembrando da continuidade de J (Proposição 17) temos

ck = inf
A∈Ak

sup
u∈A

J(u) ≤ sup
u∈Ak

J(u) <∞,

para todo k ≥ 1.

Usaremos o Teorema 8 para mostrar que os valores ck, definidos acima, formam
um conjunto não-decrescente de valores críticos para J convergindo para +∞.

2.5.1 A condição de Palais-Smale

Para mostrarmos a condição de Palais-Smale necessitamos dos seguintes lemas:

Lema 4. Seja {µk}k≥1, {ϕk}k≥1 sequência de autovalores de Steklov (normalizadas)
e autofunções definidas por

∆ϕk = 0 em Ω,
∂ϕk
∂n

= µkϕk na ∂Ω,

(ϕj|ϕk)1 =

∫
Ω

∇ϕk∇ϕj dx+

∫
∂Ω

ϕkϕj dσ = δjk.

Suponha que λ fixo com µk0 ≤ λ < µk0+1, k0 ≥ 1. Denotando Hk0 o subespaço gerado
por ϕ1, . . . , ϕk0 e H⊥k0

o suplementar ortogonal de Hk0 em H1(Ω) com respeito ao
produto escalar (·|·)1. Então existem duas constantes R > 0 e a > 0 tal que

v ∈ H⊥k0
, e ‖v‖1 = R =⇒ E(v) ≥ a. (2.19)

Demonstração: De fato, para v ∈ H⊥k0
temos ‖∇v‖2

L2(Ω) ≥ µk0+1

∫
∂Ω
v2(σ)dσ, e

E(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) −
λ

2

∫
∂Ω

v2(σ)dσ − λ
∫
∂Ω

[
cosh(v(σ))− 1− 1

2
v2(σ)dσ

]
≥ 1

2

(
1− λ

µk0+1

)
‖∇v‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[
cosh(v(σ))− 1− 1

2
v2(σ)dσ

]
.(2.20)
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Agora, usando a Proposição 12 existem constantes C > 0 e β > 0 tais que para todo
v ∈ H1(Ω) vale∫

∂Ω

[
cosh(v(σ))− 1− 1

2
v2(σ)

]
≤ C

∫
∂Ω

v4 cosh(v)dσ

≤ C

(∫
∂Ω

v8 dσ

)1/2(∫
∂Ω

cosh(2v) dσ

)1/2

(2.21)

≤ C‖v‖4
1 exp(β‖v‖2

1).

Por outro lado, v ∈ H⊥k0
implica que

∫
∂Ω
v dσ = 0, desde que ϕ1 = 1/

√
|∂Ω| (e

µ1 = 0). Assim, a Desigualdade de Poincaré (Proposição 8) e (2.21) implicam que∫
∂Ω

[
cosh(v(σ))− 1− 1

2
v2(σ)

]
dσ ≤ C‖∇v‖4

L2(Ω) exp(β‖∇v‖L2(Ω)). (2.22)

De (2.20) e (2.22) concluímos que

E(v) ≥ 1

2

(
1− λ

µk0+1

)
‖∇v‖2

L2(Ω) − λC‖∇v‖4
L2(Ω)e

β‖v‖21 ,

e assim, se escolhermos R > 0 suficientemente pequeno, então para algum δ > 0 e
todo v ∈ H⊥k0

com ‖v‖1 = R, temos E(v) ≥ δR2 =: a.
Agora mostraremos que para k suficientemente grande (dependendo de λ) temos

que ck > 0

Lema 5. Seja λ > 0 fixo, com µk0 ≤ λ < µk0+1, k0 ≥ 1. Então 0 < ck0+1, e portanto
0 < ck0+1 ≤ ck <∞ para k ≥ k0 + 1.

Demonstração: Seja k ≥ k0 + 1, e seja A ∈ Ak dado. Desde que o gênero de A
é estritamente maior que k0, podemos inferir que existe u∗ ∈ A ∩H⊥k0

. Se tivermos
A ∩ H⊥k0

= ∅, então a projeção ortogonal na direção de H produziria uma função
de A em Hk0 \ {0} contínua e ímpar; por mudança de coordenadas (em relação a
qualquer base de H) obteríamos agora uma função de A em Rk0 \ {0} contínua e
ímpar, e isto implicaria γ(A) ≤ k0 — uma contradição. Seja a > 0 e R > 0 como
no Lema 4, então J(u∗) ≥ E(Ru∗) ≥ a > 0 e portanto

max
u∈A

J(u) ≥ J(u∗) ≥ a,

para todo A ∈ Ak. Concluímos que 0 < a ≤ ck0+1 ≤ ck <∞ para todo k ≥ k0 + 1.

Antes de estarmos em condições de concluir que 0 < ck < ∞ é um valor crítico
de J em Σ, necessitamos mostrar que J satisfaz a seguinte condição de Palais-Smale
(como antes F (u) = (u|u)1 = ‖∇u‖2

L2(Ω) +
∫
∂Ω
|u(σ)|2dσ).

Proposição 19 (A Condição de Palais-Smale). Seja c um valor finito e positivo
dado. Assuma que {un, αn}n≥1 é uma sequência em Σ× R tal que

J(un)→ c, e ε := J ′(un)− αnF ′(un)→ 0 em (H1(Ω))′,

quando n→∞. Então αn → 0, e existe u ∈ Σ e uma subsequência {unj}j≥1 tal que
unj → u em H1(Ω).
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Demonstração: Comecemos mostrando que a sequência vn := t(un)un, é limitada
em H1(Ω) ou equivalentemente que a sequência {t(un)}n é limitada em R. A partir
da definição de t(u),

t(u)2‖∇u‖2 = λ

∫
∂Ω

t(u)u sinh(t(u)u)dσ, (2.23)

para todo u ∈ Σ tal que J(u) > 0. Notemos também que existe uma constante
b > 0, tal que cosh(θ) ≤ 1

4
θ sinh(θ) + b, para todo θ ∈ R (ver a prova da Proposição

20). Portanto, como J(u) = 1
2
t(u)2‖∇u‖2 − λ

∫
∂Ω

[cosh(t(u)u(σ))− 1]dσ, temos

J(u) ≥ 1

2
t(u)2‖∇u‖2− λ

4

∫
∂Ω

t(u)u sinh(t(u)u)dσ−λb|∂Ω| = 1

4
t(u)2‖∇u‖2−λb|∂Ω|.

Desde que {J(un)}n é limitada, segue-se que também é a sequência {‖∇vn‖}n =
{t(un)‖∇un‖}n. Usando (2.23), também temos que {vn sinh(vn)}n é limitada em
L1(∂Ω), e assim temos que a sequência {vn}n é limitada em H1(Ω).

Como {un}n é uma sequência na bola unitária de H1(Ω), e como 0 < J(un) <∞
para todo n suficientemente grande

−2αn = 〈J ′(un), un〉 − αn〈F ′(un), un〉 = 〈εn, un〉 → 0.

Aqui usamos os fatos de que 〈J ′(un), un〉 = 0 e 〈F ′(un), un〉 = 2F (un) = 2. Assim a
sequência {αn}n converge para zero quando n→ +∞.

Usando as relação entre E ′(vn) e J ′(un) introduzida na Proposição 18, observa-
mos que vn satisfaz a identidade variacional[∫

Ω

∇vn(x) · ∇w(x)dx− λ
∫
∂Ω

sinh(vn(σ))w(σ)dσ

]
= 〈J ′(un), w〉 (2.24)

= 〈εn, w〉+ 2αn(un|w)1

para todo w ∈ H1(Ω). A sequência {vn}n sendo limitada, podemos extrair uma
subsequência {vnj}j≥1 tal que vnj ⇀ v fracamente em H1(Ω), vnj → v fortemente
em L2(Ω). Devido à Proposição 13 segue que sinh(vnj) → sinh(v) fortemente em
L2(∂Ω). Pela extração de adicional de uma subsequência, se necessário, podemos
obter t(unj) → t ≥ 0. O limite t deve certamente satisfazer t > 0; porque se
t(unj) → 0 então teremos que vnj → 0 em H1(Ω) e assim E(vnj) → 0, mas isto
contradiz o fato que E(vnj) = J(unj)→ c > 0. Consideremos os funcionais lineares
Rnj ∈ (H1(Ω))′ definidos por

Rnj :=

∫
Ω

vnj(x)w(x)dx+ λ

∫
∂Ω

sinh(vnj)wdσ +
1

t(unj)
[〈εnj , w〉+ 2αnj(unj |w)1]

(2.25)
para w ∈ H1(Ω). Por rearranjo de (2.24) obtemos∫

Ω

∇vnj(x)w(x)dx+

∫
Ω

vnj(x)w(x)dx = Rnj(w).

Da discussão acima conclui-se que os funcionais lineares Rnj convergem para R
definido por

R(w) =

∫
Ω

vwdx+ λ

∫
∂Ω

sinh(v)wdσ,
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em (H1(Ω))′. Concluímos, portanto, que vnj → v∗ em H1(Ω), onde v∗ resolve∫
Ω

∇v∗ · ∇wdx+

∫
Ω

v∗wdx = R(w) =

∫
Ω

vwdx+ λ

∫
∂Ω

sinh(v)wdσ.

Como vnj ⇀ v em H1(Ω), por unidade do limite segue que v∗ = v, isto é, vnj → v
em H1(Ω), onde v resolve

∆v = 0 em Ω,
∂v

∂n
= λ sinh(v) sobre ∂Ω.

2.5.2 Existência de infinitas soluções

Podemos agora formular e provar o principal resultado deste capítulo: a existên-
cia de uma infinidade de soluções para o problema (2.1).

Teorema 9 (Existência de Infinitas Soluções para o Problema (2.1)). Seja λ > 0 fixo
com µk0 ≤ λ < µk0+1, k0 ≥ 1. Então {ck}k≥k0+1 é uma sequência não-decrescente
de valores críticos de J positivos e finitos, e ck → +∞ quando k → +∞. Em
particular, para todo λ > 0 fixo o problema de valor de fronteira (2.1) tem infinitas
soluções {vk}k tal que E(vk)→ +∞, e ‖vk‖ → +∞ quando k →∞.

Demonstração: De acordo com o Teorema 8 (da Teoria de Lyusternik-Shnirelman)
todo funcional J ∈ C1 (com um limite inferior) que satisfaz a condição de Palais-
Smale, como o dado na Proposição 19, possui uma sequência ilimitada não decres-
cente de valores críticos, na esfera Σ, construída exatamente como temos definida
a sequência {ck} em (2.18). A Proposição 17 e o Lema 5 garantem que podemos
desconsiderar o “conjunto de não diferenciabilidade” {J(u) = 0} ∪ {J(u) = ∞} ao
aplicar o Teorema 8. Portanto, para cada λ > 0 fixo o problema (2.1) tem infinitas
soluções vk satisfazendo E(vk) = ck.

O fato de que E(vk) → ∞ segue da não limitação dos valores críticos; para ver
que ‖vk‖ → ∞, simplesmente note que 1

2
‖vk‖ ≥ E(vk).
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Capítulo 3

Resultados auxiliares e estimativas a
priori para a solução variacional

Vamos mostrar alguns resultados a respeito das limitações superiores e inferiores
das soluções construídas anteriormente. Suponhamos que

0 = µ1 < λ < µ2.

Resumidamente falando estabeleceremos, dois resultados principais. A Proposição
20 e Proposição 21 mostram que o ramo de soluções correspondente a algum valor
crítico ck(λ), k ≥ 2 explode (em energia) quando λ→ 0+, a energia sendo de ordem
log(1/λ). O Corolário 2 mostra que a corrente normal ∂vk

∂n
permanece limitada em

L1(∂Ω) quando λ→ 0+.

3.1 Limite Inferior para a Energia das Soluções
Primeiramente, vamos estabelecer um limite inferior para a energia de soluções.

Considere uma solução de energia finita, v 6= 0, para{ −∆v = 0 em Ω
∂v

∂n
= λ sinh(v) sobre ∂Ω.

(3.1)

Queremos provar que a energia, E(v), bem como a expressão ‖∇v‖2
L2(Ω) podem ser

limitados inferiormente por a log(1/λ) (quando λ→ 0+).
Considerando s := 1

|∂Ω|1

∫
∂Ω
v(σ)dσ ∈ R e v0 = v − s ∈ H1(Ω), temos

∆v0 = ∆(v − s) = ∆v = 0 Ω,

∂v0

∂n
=
∂(v − s)
∂n

=
∂v

∂n
= λ sinh(v) = λ sinh(v0 + s),∫

∂Ω

v0(σ)dσ =

∫
∂Ω

(v(σ)− s)dσ =

∫
∂Ω

v(σ)dσ − s|∂Ω|1 = s|∂Ω|1 − s|∂Ω|1 = 0

e devido a fórmula de Green,∫
∂Ω

sinh(v0 + s) =

∫
∂Ω

∂v0

∂n
dσ =

∫
Ω

∆v0dσ = 0.
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Ou seja, a solução v pode ser escrita na forma v = v0 + s com v0 ∈ H1(Ω), e s ∈ R,
satisfazendo  −∆v0 = 0 em Ω

∂v0

∂n
= λ sinh(v0 + s) sobre ∂Ω

(3.2)

e ∫
∂Ω

v0(σ)dσ = 0,

∫
∂Ω

sinh(v0(σ) + s)dσ = 0. (3.3)

As vezes, será mais conveniente usar outra expressão para s em termos de v0.
Notemos que se α, β ∈ R

sinh(α + β) =
eα+β − e−(α+β)

2

=
eαeβ − e−αe−β

2

=
eαeβ + e−αeβ − e−αeβ − e−αe−β + eαeβ + eαe−β − eαe−β − e−αe−β

4

=
(eα + e−α)e β − e−α(eβ + e−β) + eα(eβ + e−β)− (eα + e−α)e−β

4

=
(eα + e−α)(eβ − e−β) + (eα − e−α)(eβ + e−β)

4
= coshα sinh β + sinhα cosh β.

Daí, como cosh(s) > 0 para todo s ∈ R,

0 =

∫
∂Ω

sinh(v0(σ) + s)dσ

=

∫
∂Ω

cosh(v0(σ)) sinh(s) + sinh(v0(σ) cosh(s))dσ

= sinh(s)

∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ + cosh(s)

∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ

= cosh(s)

[
sinh(s)

cosh(s)

∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ +

∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ

]
= cosh(s)

[
tanh(s)

∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ +

∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ

]
,

e assim,

tanh(s)

∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ +

∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ = 0,

logo,

tanh(s) =
−
∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ∫
∂Ω

cos(v0(σ))dσ
.

Por outro lado,

tanh(s) =
sinh(s)

cosh(s)
=
es − e−s

es + e−s
=
e−s(e2s − 1)

e−s(e2s + 1)
=
e2s − 1

e2s + 1
,
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e pondo a :=
∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ e b :=
∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ temos

a+ b =

∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ +

∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ

=

∫
∂Ω

(ev
0(σ) − e−v0(σ))

2
+

(ev
0(σ) + e−v

0(σ))

2

=

∫
∂Ω

ev
0(σ)dσ,

−a+ b = −
∫
∂Ω

sinh(v0(σ))dσ +

∫
∂Ω

cosh(v0(σ))dσ

=

∫
∂Ω

−(ev
0(σ) − e−v0(σ))

2
+

(ev
0(σ) + e−v

0(σ))

2

=

∫
∂Ω

e−v
0(σ)dσ

e

tanh(s) =
−a
b
⇐⇒ e2s − 1

e2s + 1
=
−a
b
⇐⇒ be2s − b = −ae2s − a

⇐⇒ (a+ b)e2s = −a+ b⇐⇒ s =
1

2
log
−a+ b

a+ b
.

Portanto,

s := s(v0) :=
1

2
log

∫
∂Ω
e−v

0(σ)dσ∫
∂Ω
ev0(σ)dσ

(3.4)

Iremos precisar do seguinte estimativa para s em termos de ‖∇v0‖2
L2(Ω).

Lema 6. Seja s(v0) definido como em (3.4) para v0 ∈ H1(Ω), com
∫
∂Ω
v0(σ)dσ = 0.

Existem duas constantes positivas C1, e C2, dependendo somente de Ω, tais que

|s(v0)| ≤ C1 + C2‖∇v0‖2
L2(Ω).

Demonstração: Primeiramente, notemos que

s(−v0) =
1

2
log

∫
∂Ω
e−(−v0(σ))dσ∫

∂Ω
e−v0(σ)dσ

=
1

2
log

∫
∂Ω
ev

0(σ)dσ∫
∂Ω
e−v0(σ)dσ

= −1

2
log

∫
∂Ω
e−v

0(σ)dσ∫
∂Ω
ev0(σ)dσ

= −s(v0).

Assim podemos assumir, sem perda de generalidade, que s(v0) > 0 (se não, provamos
a estimativa do Lema para −v0 no lugar de v0), em particular∫

∂Ω
e−v

0(σ)dσ∫
∂Ω
ev0(σ)dσ

> 1,
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e daí, ∫
∂Ω

ev
0(σ)dσ <

∫
∂Ω

e−v
0(σ)dσ.

Pela desigualdade de Hölder temos

|∂Ω|21 =

(∫
∂Ω

1dσ

)2

=

(∫
∂Ω

e
v0(σ)

2 e
−v0(σ)

2 dσ

)2

≤
(∫

∂Ω

ev
0(σ)dσ

)(∫
∂Ω

e−v
0(σ)dσ

)
,

donde,
1∫

∂Ω
ev(σ)dσ

≤ 1

|∂Ω|21

∫
∂Ω

e−v(σ)dσ.

Portanto, ∫
∂Ω
e−v

0(σ)dσ∫
∂Ω
ev0(σ)dσ

≤
∫
∂Ω

e−v
0(σ)dσ

(
1

|∂Ω|21

∫
∂Ω

e−v(σ)dσ

)
=

[
1

|∂Ω|1

∫
∂Ω

e−v(σ)dσ

]2

,

e, como |s(v0)| = s(v0), a desigualdade acima juntamente com (3.4) implicam

|s(v0)| =

∫
∂Ω
e−v

0(σ)∫
∂Ω
ev0(σ)

≤ 1

2
log

[(
1

|∂Ω|1

∫
∂Ω

e−v(σ)dσ

)]2

(3.5)

= − log |∂Ω|1 + log

(∫
∂Ω

e−v(σ)dσ

)
.

Pelo Lema 2.1, ∫
∂Ω

e−v
0(σ)dσ ≤

∫
∂Ω

ev(σ) + e−v(σ)dσ

=

∫
∂Ω

2 cosh(v0)dσ

≤ C exp(β‖v0‖2
1)

≤ C exp(β‖∇v0‖2
L2(Ω)).

Essa desigualdade, juntamente com a desigualdade (3.5) implicam que

|s(v0)| ≤ − log |∂Ω|1 + log
[
C exp(β‖∇v0‖ 2L2(Ω))

]
= log(

C

|∂Ω|1
) + β‖∇‖2

L2(Ω).

Tomando C1 > 0 tal que eC1 > C/|∂Ω|1 temos a estimativa desejada.

Agora podemos enunciar nosso resultado a respeito das estimativas inferiores
para a energia das soluções.
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Proposição 20. Suponha que 0 < λ < µ2 e que v ∈ H1(Ω), v 6= 0, é uma solução
para (3.1). Existe duas constantes a, b > 0 independente de λ e v, tal que

E(v) ≥ a log

(
1

λ

)
− b, ‖∇v‖2

L2(Ω) ≥ a log

(
1

λ

)
− b

Demonstração: Afirmamos que dado ε > 0 existe uma constante C(ε) > 0 tal que

0 ≤ cosh(θ)− 1 ≤ C(ε) + εθ sinh(θ), (3.6)

para todo θ ∈ R. É fácil, considere hε(θ) = eθ(1 − εθ), θ ∈ R, então hε(0) = 1,
limθ→+∞ hε(θ) = −∞ e

lim
θ→−∞

hε(θ) = lim
θ→−∞

1− εθ
e−θ

= lim
θ→−∞

−ε
−e−θ

= 0.

Além disso,

• h′ε(θ) = eθ((1 − ε) − εθ) = 0 ⇔ θ = θ0 := 1−ε
ε
, h′ε(θ) > 0 ⇔ θ < θ0 e

h′ε(θ) < 0⇔ θ > θ0,

• h′′ε(θ) = eθ((1 − 2ε) − εθ) = 0 ⇔ θ = θ1 := 1−2ε
ε

, h′′ε(θ) > 0 ⇔ θ < θ1 e
h′′ε(θ) < 0⇔ θ > θ1,

• h′′ε(θ0) = −εe 1−ε
ε < 0 e hε(θ0) = εe

1−ε
ε > 0.

Da análise acima, θ0 = (1− ε)/ε é um ponto de máximo para hε. Logo, denotando

C(ε) := hε(θ) = εe
1−ε
ε = max

θ∈R
hε(θ),

temos,
eθ(1− εθ) = hε(θ) ≤ C(ε), ∀ θ ∈ R.

O que implica que
eθ ≤ C(ε) + εθeθ, ∀ θ ∈ R. (3.7)

Portanto,

0 ≤ cosh(θ)− 1 ≤ cosh(θ) =
etheta+ e−θ

2

≤ (C(ε) + εθeθ) + (C(ε) + ε(−θ)e−theta)
2

= C(ε) + εθ
(eθ − e−θ)

2
(3.8)

= C(ε) + ε sinh(θ),

para todo θ ∈ R.
Agora, multiplicando a equação (3.1) por v e integrando por partes, obtemos

0 =

∫
Ω

∆v · v dx = −
∫

Ω

|∇v|2dx+

∫
∂Ω

∂v

∂n
· v dσ

= ‖∇v‖2
L2(Ω) +

∫
∂Ω

λ sinh(v(σ))v(σ)dσ,
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e assim,

‖∇v‖2
L2(Ω) = λ

∫
∂Ω

v(σ) sinh(v(σ))dσ. (3.9)

Segue-se, devido a (3.6) e a (3.9), que

1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) ≥ E(v) =
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(v(σ))− 1]

≥ 1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[εv(σ) sinh(v(σ))− C(ε)]dσ

=
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − λε
∫
∂Ω

v(σ) sinh(v(σ))dσ − λC(ε)|∂Ω|1

=
1

2
‖∇v‖2

L2(Ω) − ε‖∇c‖2
L2(Ω) − λC(ε)|∂Ω|1

=

(
1

2
− ε
)
‖∇v‖2

L2(Ω) − λC(ε)|∂Ω|1.

Isso mostra que encontrar um limite inferior para ‖∇v‖2
L2(Ω) é equivalente a encontrar

um limite inferior para E(v) (quando λ está em um intervalo limitado).
Seja v = v0 + s(v0) a cisão obtida anteriormente. Pelo Teorema do Valor Médio

sinh(v0(σ) + s(v0))− sinh(s(v0)) = v0(σ) cosh(s(v0) + θv0(σ))

para algum θ ∈ [0, 1], e assim, multiplicando a equação (3.2) por v0 e integrando
por partes, resulta

‖∇v0‖2
L2(Ω) = λ

∫
∂Ω

sinh(v0(σ) + s(v0)),

e como
∫
∂Ω
v0dσ = 0 temos

∫
∂Ω
v0 sinh(s(v0))dσ = 0, e consequentemente,

‖∇v0‖2
L2(Ω) = λ

∫
∂Ω

v0(σ)[sinh(v(σ) + s(v0))− sinh(s(v0))]dσ

= λ

∫
∂Ω

|v0(σ)|2 cosh(s(v0) + θv0(σ))dσ

≤ λe|s(v
0)|
∫
∂Ω

|v0(σ)|2e|v0(σ)|dσ

≤ λe|s(v
0)|‖v0‖2

L4(∂Ω)‖e|v
0|‖L2(Ω)

= λe|s(v
0)|‖v0‖2

L4(∂Ω)

(∫
∂Ω

e2|v0(σ)|dσ

)1/2

≤ λe|s(v
0)|‖v0‖2

L4(∂Ω)

(∫
∂Ω

2 cosh(2v0(σ))dσ

)1/2

≤ λ
√

2e|s(v
0)|‖v0‖2

L4(∂Ω)‖ cosh(2v0)‖1/2

L1(Ω).

Como pelas Desigualdades de Hölder e Pincaré (Proposição 8) temos ‖v0‖2
L4(∂Ω) ≤

C‖∇v0‖2, a estimativa acima e Proposição 12 produzem

‖∇v0‖2
L2(Ω) ≤ λ

√
2e|s(v

0)|C‖∇v0‖2
L2(Ω)e

β‖∇v0‖2
L2(Ω) . (3.10)
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Desde que v é uma solução não nula, é também não-constante. Isto implica∇v0 6= 0,
e (3.10) nos dá que

λe|s(v
0)|e

β‖∇v0‖2
L2(Ω) ≥ 1

C
√

2
> 0,

e usando o Lema 3.1, temos

0 <
1

C
√

2
≤ λe

(
c1+c2‖∇v0‖2

L2(Ω)

)
e
β‖∇v00‖2

L2(Ω)

= λe
c1+(c2+β)‖∇v0‖2

L2(Ω) ,

e consequentemente,

c1 + (c2 + β)‖∇v0‖2
L2(Ω) ≥ log

(
1

λ

)
− log(c

√
2).

O que implica

‖v0‖2
L2(Ω) ≥

1

c2 + β
log

(
1

λ

)
− (c2 + log(c

√
2)R)

= a log

(
1

λ

)
− b

onde a := 1
c2+β

> 0 e b := c2 + log(c
√

2) > 0, são independente de λ e v.

Observação 3. Podemos facilmente verificar que o par (v0, s) é uma solução para
(3.2)-(3.3) se, e somente se, s = s(v0) (como dado por (3.4) e v0 é um ponto crítico
do funcional

E0(w) :=
1

2
‖∇w‖2

L2(Ω) − λ
∫
∂Ω

[cosh(w(σ) + s(w))− 1]dσ

no espaço

H̃0 :=

{
w ∈ H1

0 ;

∫
∂Ω

w(σ)dσ = 0

}
.

Também notemos que E(v) = E(v0 + s(v0)) = E0(v0). Além disso o v0 correspon-
dente a qualquer solução não trivial para (3.2)-(3.3) pertence a variedade

Σ̃ :=

{
w ∈ H̃0; w 6= 0,

∫
Ω

|∇w|2dx = λ

∫
∂Ω

sinh(w(σ) + s(w))w(σ)dσ

}
,

e usando as mesmas ideias apresentadas aqui, podemos mostrar que, para 0 < λ < µ2

existe v0 ∈ Σ̃ que adicionalmente minimiza a energia E0 sobre Σ̃. Desta forma,
percebe-se que para esta faixa de λ’s, a equação (2.1) possui uma solução fun-
damental (ou ground state em inglês), isto é, uma solução não-trivial que tem
energia mínima entre todas as soluções. Não iremos introduzir detalhes deste argu-
mento.
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3.2 Estimativas Superiores para os Valores Críticos
e para a Corrente Normal

Para sermos capazes de analisar o blow-up, quando λ→ 0+ da solução variacional
obtida anteriormente, necessitamos estimar os valores críticos ck(λ) para k ≥ 2 fixo,
assumindo 0 = µ1 < λ < µ2. O caso especial onde Ω é um disco foi considerado
em [7], e todo um conjunto de soluções explícitas foi construída usando como base
versões apropriadamente modificada da solução fundamental G(x) := log(|x|2/4π).
A ideia principal na seguinte prova de estimativas superiores para ck(λ) (em domínios
arbitrários) é introduzir conjuntos A ∈ Ak construída sobre versões apropriadamente
modificada de G.

Mais especificadamente, escolhemos k pontos distintos σ1, . . . , σk na fronteira de
Ω e, para ε > 0 e R > 0, introduzimos as funções

Gj(x) := − log(ε2 + |x− σj|2),

e os conjuntos

Aε,R :=


k∑
j=1

αjGj ;

∫
Ω

(
k∑
j=1

αj∇Gj(x)

)2

dx+

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjGj(σ)

)2

dσ = R2

 .

(3.11)

Lema 7. Seja k ≥ 2 e pontos σj ∈ ∂Ω, 1 ≤ j ≤ k fixo, e conjuntos Aε,R, 0 < ε,
0 < R, definido como acima. Existe λ∗ > 0; dependendo somente de k, dos pontos
σj, e Ω; tal que dado 0 < λ < λ∗ podemos encontrar ε > 0 (de ordem λ) e R > 0

(de ordem
√

(log 1
λ
)) para os quais temos:

‖∇v‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

v(σ) sinh(v(σ))dσ ≤ 0, v ∈ Aε,R.

Demonstração: Um cálculo direto mostra que ∇Gj(x) = −2(x − σj)(ε
2 + |x −

σj|2)−1.

Afirmação 3. Suponha ε < 1/2. Existe constantes Cj dependo somente dos pontos
σj, e de Ω tal que

‖∇Gj‖2
L(Ω) = Cj log

(
1

ε

)
+O(1).

De fato, se considerarmos a mudança de variáveis T : Ωj := Ω − {σj} → Ω
definida por T (x) = x− σj, é claro que | detT ′(x)| = 1, e assim

‖∇Gj‖2
L2(Ω) =

∫
Ω

4|x− σj|2

(ε2 + |x− σj|2)2
dx =

∫
Ωj

4|x|2

(ε2 + |x|2)2
dx (3.12)

Agora, a mudança de variáveis S : Ω̃j → Ωj tal que S(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) onde
Ω̃j é uma região do tipo:

Ω̃j = {(θ, r) : θ1 < θ < θ2, 0 < r < f(θ)}
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para θ1, θ2 ∈ R e f ∈ C2(R). É claro que | detS ′(r, θ)| = r. Daí, por (3.12)

‖∇Gj‖2
L2(Ω) = 4

∫ θ2

θ1

∫ f(θ)

0

r2

(ε2 + r2)2
r drdθ

=

[∫ θ2

θ1

(
−2f(θ)2

ε2 + f(θ)2
+ log(ε2 + f(θ)2)

)
dθ

]
+ 2(θ2 − θ1) log

(
1

ε

)
= Cj log

(
1

ε

)
+O(1).

Afirmação 4. Suponha ε < 1/2. Existem constantes C e c dependendo somente
dos pontos σj e de Ω tais que

c

k∑
j=1

α2
j log

(
1

ε

)
≤
∫

Ω

(
k∑
j=1

αj∇Gj(x)

)2

dx+

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjGj(σ)

)2

dσ ≤ C

k∑
j=1

α2
j log

(
1

ε

)
.

(3.13)

Provaremos apenas a segunda desigualdade, visto que a primeira é análoga. Te-
mos,

∫
Ω

(
k∑
j=1

αj∇Gj(x)

)2

≤
∫

Ω

(
k∑
j=1

α2
j

)(
k∑
j=1

|Gj(x)|2
)
dx

=

(
k∑
j=1

α2
j

)(∫
Ω

k∑
j=1

|Gj(x)|2
)
dx

=

(
k∑
j=1

α2
j

)(
k∑
j=1

‖Gj‖2
L2(Ω)

)

≤ k

(
k∑
j=1

Cj

)(
k∑
j=1

α2
j log

(
1

ε

))

= C1

k∑
j=1

α2
j log

(
1

ε

)
.

E pelo Teorema do Traço (Teorema 2)

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjGj(σ)

)2

dσ ≤ C

∫
Ω

∣∣∣∣∣∇
(

k∑
j=1

αjGj(x)

)∣∣∣∣∣
2

dx+

∫
Ω

∣∣∣∣∣
k∑
j=1

αjGj(x)

∣∣∣∣∣
2

dx


= C

∫
Ω

(
k∑
j=1

αj∇Gj(x)

)2

dx+

∫
Ω

(
k∑
j=1

αjGj(x)

)2

dx


≤ C

[
C1

k∑
j=1

α2
j log

(
1

ε

)
+

(
k∑
j=1

α2
j

)(
k∑
j=1

∫
Ω

Gj(x)2dx

)]
.
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Mas,∫
Ω

Gj(x)2dx =

∫
Ω

log2(ε2 + |x− σj|)dx

=

∫ θ2

θ1

∫ f(θ)

0

log2(ε2 + r 2)r drdθ

=

∫ θ2

θ1

[
1

2
log2(ε2 + f(θ)2)(ε2 + f(θ)2)− 1

2
log2(ε2)ε2−

− log(ε2 + f(θ)2)(ε2 + f(θ)2) + ε2 log(ε2) + f(θ)
]
dθ

= O(1).

Portanto concluímos que

∫
Ω

(
k∑
j=1

αj∇Gj(x)

)2

dx+

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjGj(σ)

)2

dσ ≤ C

k∑
j=1

α2
j log

(
1

ε

)
.

Segue a Afirmação.
Usando a notação v =

∑k
j=1 αjGj ∈ Aε,R temos∫

∂Ω

v sinh(v)dσ =

∫
∂Ω

|v| sinh(|v|)dσ

=

∫
∂Ω

|v|
(
e|v| − e−|v|

2

)
=

1

2

∫
∂Ω

|v(σ)| exp(|v(σ)|)dσ − 1

2

∫
∂Ω

|v(σ)| exp(−|v(σ)|)dσ.

Mas, se R é grande

0 ≤
∫
∂Ω

|v|e−|v|dσ ≤
∫
∂Ω

|v2| = ‖v‖2
L2(∂Ω) ≤ ∞.

Daí, ∫
∂Ω

v sinh(v) =

∫
∂Ω

|v| sinh(|v|)dσ =
1

2

∫
∂Ω

|v(σ)| exp |v(σ)|+O(R). (3.14)

Seja j0 o índice com |αj0| = max(|α1|, . . . , |αk|) e escolha ρ > 0 suficientemente
pequeno de modo que∑

j 6=j0

| log |σ − σj|2| <
1

2
| log |σ − σj0|2| sobre ∂Ω ∩Bρ(σj0).

Para ε suficientemente pequeno (dependo somente dos pontos σj, com 1 ≤ j ≤ k)
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temos ∣∣∣∣∣∑
j 6=j0

αjGj(σ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣−∑
j 6=j0

αj log(ε2 + |σ − σj|2)

∣∣∣∣∣
≤

∑
j 6=j0

|αj|| log(ε2 + |σ − σj|2)|

≤ |αj0 |
∑
j 6=j0

| log(ε2 + |σ − σj|2)|

<
1

2
|αj0|| log(ε2 + |σ − σj0|2)|

=
1

2
|αj0Gj0(σ)| sobre ∂Ω ∩Bρ(σj0),

e portanto,

|v(σ)| exp(|v(σ)|) ≥ 1

2
|αj0Gj0(σ)| exp

(
1

2
|αj0Gj0|

)
sobre ∂Ω ∩Bρ(σj0). Assim,

|v| exp |v(σ)| ≥ 1

2
|αj0Gj(σ)| exp(

1

2
|αj0Gj0(σ)|) sobre ∂Ω ∩Bρ(σj0). (3.15)

Afirmação 5. Existem constantes a0, b0 > 0 e a1, b1 dependendo continualmente de
α ≥ 1 tal que ∫ 1

ε

0

(1 + s2)−αds = a0(α) + a1(α)ε2α−1 + o(ε2α),∫ 1
ε

0

log(1 + s2)(1 + s2)−αds = b0(α) + b1(α) log(ε)ε2α−1 + o(log(ε)ε2α).

De fato, defina ϕ(ε) =
∫ 1/ε

0
(1 + s2)−αds se s 6= 0 e ϕ(0) =

∫∞
0

(1 + s2)−α. A
mudança de variáveis

ϕ(ε) =

∫ 1/ε

0

(1 + s2)−α =

∫ ∞
ε

(
1 +

1

ε

)
1

s2
ds

=

∫ ∞
ε

s2α

(s2 + 1)α
1

s2
=

s2αs−2

s2α(1 + 1/s2)α
ds

=

∫ ∞
ε

s−α

(1 + 1/s2)α
ds

o que prova que ϕ é diferenciável na origem e

ϕ′(ε) = 0− ε−2

(1 + 1/ε2)α
=
−ε2α−2

(1 + ε2)α
=⇒ ϕ′(0) = 0,

ϕ′′(ε) = −(2α− 1)ε2α−3 + 2αε2α−1 =⇒ ϕ′′(0) = 0.

Prosseguindo assim podemos mostrar que ϕ(n)(0) = 0 para todo número natural
n ≤ 2α− 2 e ϕ(n0)(0) = α1(α), onde α1(α) é um polinômio na variável α e 2α− 1 <
n0 ≤ 2α + 1. Segue-se da fórmula de Taylor que∫ 1/ε

0

(1 + s2)−αds = ϕ(ε) = ϕ(0) + α1(α)ε2α−1 + o(ε2α).
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De modo análogo, provamos a segunda igualdade da afirmação.
Agora, pela Afirmação acima temos∫ d

0

| log(ε2 + t2)|(ε2 + t2) = ε−2α

∫ d

0

| log(ε2) + log(1 + (t/ε)2)|(1 + (1/ε)2)dt

= ε−2α

∫ d/ε

0

| log(ε2) + log(1 + s2)|(1 + s2)−αεdt

= 2a0(α)ε−2α+1 log

(
1

ε

)
+ o(ε−2α+1), (3.16)

onde o resto depende da constante d, mas é “o pequeno” de ε−2α+1 log ε indepen-
dentemente de α e ε. Usando as estimativas (3.16) juntamente com a desigualdade
(3.14), obtemos (tomando |αj0| ≥ 2)∫
∂Ω

v sinh(v) =
1

2

∫
∂Ω

|v(σ)| exp(|v(σ)|)dσ +O(R)

≥ 1

2

∫
∂Ω∩Bρ(σj0 )

|v(σ)| exp(|v(σ)|)dσ +O(R)

≥ 1

2

∫
∂Ω∩Bρ(σj0 )

1

2
|αj0Gj0(σ)| exp

(
1

2
|αj0Gj0|

)
dσ +O(R)

=
|αj0|

2

∫
∂Ω∩Bρ(σj0 )

∣∣∣∣log

[
(ε2 + |σ − σj0|2)

|αj0 |
2

]∣∣∣∣ (ε2 + |σ − σj0|2)
|αj0 |

2 dσ +O(R)

≥ cã0(|αj0|) log

(
1

ε

)
ε1−|αj0 | + |αj0|o(ε1−|αj0 | log(ε)) +O(R),

onde ã0(|αj0|) = a0(|αj0 |/2)|αj0|, e c > 0 é uma constante, independentes de ε, αj0 e
R. Usando estas estimativas inferiores temos para v =

∑k
j=1 αjGj ∈ Aε,R,

‖∇v‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

v sinh(v)dσ (3.17)

≤ R2 − λ
[
cã0(|αj0|) log

(
1

ε

)
ε1−|α0| + |αj0|o(ε1−|αj0 | log(ε)) +O(R)

]
= R2 − λcã0(|αj0|) log

(
1

ε

)
ε1−|αj0 | + λ|αj0|o(ε1−|αj0 | log(ε)) + λO(R)

tomando |αj0| ≥ 2. De acordo com (3.13), para v =
∑k

j=1 αjGj ∈ Aε,R temos que

c|αj0|2 log

(
1

ε

)
≤ c

k∑
j=1

αj log

(
1

ε

)

=

∫
Ω

(
k∑
j=1

∇Gj(x)

)2

dx+

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjGj(σ)

)2

dσ = R2
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e

R2 =

∫
Ω

(
k∑
j=1

∇Gj(x)

)2

dx+

∫
∂Ω

(
k∑
j=1

αjGj(σ)

)2

dσ

≤ C
k∑
j=1

αj log

(
1

ε

)
≤ C|αj0|k log

(
1

ε

)
donde

R√
kC log(1/ε)

≤ |αj0| ≤
R√

c log(1/ε)
. (3.18)

Se agora selecionarmos
R = 2

√
kC log(1/ε), (3.19)

com C sendo a mesma constante com em (3.18), então segue que 2 ≤ |αj0| ≤
2
√
kC/c, e então ã0(|αj0|) > 0 é uniformemente limitado e limitado próximo do

zero. Uma combinação disto e da desigualdade (3.17) nos dá, para constantes C1 e
c1 > 0,

‖∇v‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

v sinh(v)dσ

≤ 4kC log

(
1

ε

)
− λc log

(
1

ε

)
ε1−|αj0 | + λo(ε1−|αj0 | log(ε)) (3.20)

≤ C1 log

(
1

ε

)
− λc1 log

(
1

ε

)
ε−1,

para ε suficientemente pequeno (dependendo somente dos pontos σj, k e Ω). Esco-
lhendo ε = c1λ/C1 a estimativa (3.20) produz

‖∇v‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

v sinh(v)dσ ≤ 0,

para todo v ∈ Aε,R e para todo λ < λ∗ (para garantir que ε é suficientemente
pequeno). Com a escolha acima ε, R são dados por

R2 = C log

(
1

λ

)
+D (3.21)

para constantes C > 0 e D. Isto conclui a prova do lema.

Agora nos podemos obter a desejada estimativa superior para ck(λ).

Proposição 21. Para todo k ≥ 2 então existem constantes positivas C∗(k) e λ∗ tais
que

ck(λ) ≤ C∗(k) log

(
1

λ

)
, 0 < λ < λ∗.
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Demonstração: Sejam ε, R e Aε,R como descritos no Lema 7. Para λ suficiente-
mente pequeno (e assim ε suficientemente pequeno) o conjunto Aε,1 (definido em
(3.11) está em Ak, e Aε,1 ∩H1

0 (Ω) é vazio. Portanto

0 < ck(λ) = inf
A∈Ak

sup
v∈A

J(v) ≤ max
v∈Aε,1

J(v) <∞.

Devido ao fato que Aε,R = RAε,1, e que J(Rv) = J(v) para v ∈ Aε,1, concluímos
agora que

0 < ck(λ) ≤ max
v∈Aε,R

J(v) = J(v∗) <∞,

para algum v∗ ∈ Aε,R. Lembremos que na Proposição 16 definimos f(t) := E(tv∗)
e que J(v∗) = f(t(v∗)v∗). Usando a estimativa de R dada no Lema 7 (ver (3.21)
imediatamente temos

J(u∗) =
1

2
t(v∗)

2‖∇v∗‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

[cosh(t(v∗))− 1]dσ

≤ 1

2
t(v∗)

2‖∇v∗‖2
L2(Ω)

≤ 1

2
t(v∗)

2R2

= C∗(k)t(v∗)
2 log

(
1

λ

)
para alguma constante C∗(k), e para λ suficientemente pequeno, por exemplo, 0 <
λ < λ∗. Como vimos na prova da Proposição 16, f atinge seu máximo em único
ponto t(v∗) > 0. Também sabemos que f ′ é estritamente côncava sobre (0,∞)
enquanto f ′(0) = f ′(t(v∗)) = 0, e portanto f ′(t) > 0 para 0 < t < t(v∗). Pelo Lema
7 temos

f ′(1) = ‖∇v∗‖2
L2(Ω) − λ

∫
∂Ω

v∗ sinh(v∗)dσ ≤ 0,

que implica t(v∗) ≤ 1. Este último produz a estimativa

0 < ck(λ) ≤ C∗(k)t(v∗)
2 log

(
1

λ

)
≤ C∗(k) log

(
1

λ

)
, 0 < λ < λ∗,

para constantes C∗(λ) e λ∗, dependendo somente de k e Ω.

A seguir, vamos estudar um lema básico da a teoria de integração.

Lema 8. Seja (X, dµ) um espaço de medida não-negativa, dadas constantes a, b
positivas e seja w uma função mensurável em X com a propriedade que para um
certo λ ∈ (0, 1) temos ∫

X

|w|e|w|dµ ≤ a

λ
log

(
1

λ

)
+ b. (3.22)

Então existem duas constantes positivas C1, C2 dependentes somente de a, b e µ(X)
tal que ∫

X

e|w|dµ ≤ C1

λ
+ C2.
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Demonstração: Já vimos que dado ε ∈ (0, 1) existe uma constante C(ε) tal que

es ≤ εses + C(ε),

para todo s ≥ 0. Ademais, C(ε) := maxs≥0(1 − εs)es = (1 − εθ)eθ onde θ é dado
por θ := (1− ε)/ε, e assim C(ε) = ε exp((1− ε)/ε). Segue que∫

X

e|w|dµ ≤
∫
X

C(ε) + ε|w|e|w|dµ

= C(ε)µ(X) + ε

∫
X

|w|e|w|dµ

≤ C(ε)µ(X) +
aε

λ
log

(
1

λ

)
+ εb

= ε

(
µ(X) exp

(
1− ε
ε

)
+
a

λ
log

(
1

λ

)
+ b

)
. (3.23)

Escolhendo ε dado por

1

ε
= 1 + log

(
b+ 1 +

a

λ
log

1

λ

)
,

garantimos que
c(1 + log(1/λ))−1 ≤ ε ≤ C(1 + log(1/λ))−1,

com constantes c e C dependendo somente de a e b. Isto também assegura que

exp((1− ε)/ε) = b+ 1 +
a

λ
log

1

λ
.

De uma combinação destes dois fatos com a estimativa (3.23) segue o resultado do
Lema.

Corolário 2. Seja λ∗ como definido no Lema 21, e suponha que 0 < λ < λ∗.
Para cada k ≥ 2, então existe uma constante D∗(k) dependendo somente de k e
de Ω, tal que se vk (= vk,λ) é uma soluções variacionais obtida no Teorema 9 com
E(vk) = ck(λ), então∫

∂Ω

∣∣∣∣∂vk(σ)

∂n

∣∣∣∣ dσ = λ

∫
∂Ω

| sinh(vk(σ))|dσ ≤ D∗(k).

Demonstração: Pelo o início da prova da Prova da Proposição 20 segue (tomando
ε = 1/4) que

‖∇vk‖2
L2(Ω) ≤ 4E(vk) + λC.

Combinando com o Proposição 21 chegamos a

λ

∫
∂Ω

vk(σ) = ‖∇vk‖2
L2(Ω)

≤ 4E(vk) + λC

≤ C log(λ−1) +D,
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para constantes positivas C e D, dependente somente de k e Ω. Usando o fato que
|θ|e|θ| ≤ 2θ sinh(θ) + e−1 para todo θ ∈ R, concluímos que existe duas constantes
positivas a e b tais que∫

∂Ω

|vk(σ)|e|vk(σ)|dσ ≤ a

λ
log

(
1

λ

)
+ b.

Agora, o Lema 8 mostra que
∫
∂Ω
e|vk(σ)|dσ ≤ C1λ

−1 + C2, e portanto,∫
∂Ω

∣∣∣∣∂vk(σ)

∂n

∣∣∣∣ dσ = λ

∫
∂Ω

| sinh(vk(σ))|dσ

=
λ

2

∫
∂Ω

(e|v(σ)| − e−|v(σ)|)dσ

≤ λ

2

∫
∂Ω

e|v(σ)|dσ

≤ λ

2
(C1λ−1 + C2) ≤ D∗(k),

onde D∗(k) = C1 + λ∗C2 dependente somente de k e de Ω.
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Capítulo 4

Blow-up e Limites de Soluções

Seja 0 < λn < λ∗ uma sequência tendendo para 0, para k ≥ 2 fixo, seja vλn =
vk,λn soluções de {

∆vλn = 0 em Ω,
∂vλn
∂n

= λn sinh(vλn) sobre ∂Ω,
(4.1)

correspondente ao k-ésimo valor crítico (como construído anteriormente). Já esta-
belecemos nas Proposições 20 e 21 (ver também o Corolário 2) que para constantes
positivas a, d, C e D

E(vλn) ≥ a log

(
1

λn

)
− b, (4.2)

‖vλn‖2 ≤ C log

(
1

λn

)
+D. (4.3)

O fato que

λn

∫
∂Ω

| sinh(λn)|dσ ≤ C, (4.4)

é consequência direta do Lema 8 da e estimativa (4.3) (como já vimos na prova
do Corolário 2). Também, usaremos a decomposição vλn = v0

λn
+ sλn introduzida

anteriormente. Neste contexto já estimamos a constante sλn em termos de v0
λ. En-

tretanto aqui será mais conveniente usar uma estimativa baseada na equação (4.4).
Mais especificadamente,

|sλn| =

∣∣∣∣ 1

|∂Ω|

∫
∂Ω

vλndσ

∣∣∣∣
≤

∫
∂Ω

|vλn|
dσ

|∂Ω|

= log

(
exp

(∫
∂Ω

|vλn|
dσ

|∂Ω|

))
log

(∫
∂Ω

exp(|vλ|)
dσ

|∂Ω|

)
(4.5)

≤ log

(∫
∂Ω

2

|∂Ω|
| sinh(vλn)|dσ + 1

)
≤ log

(
C

λn
+ 1

)
≤ log

1

λn
+D

Aqui usamos a desigualdade de Jensen para a função exponencial, e a desigualdade
exp |t| ≤ 2| sinh t|+ 1. Um aspecto essencial da estimativa acima é que a constante
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4.1. LEMAS AUXILIARES

antes de log 1
λ
é 1. Neste capítulo estabeleceremos o seguinte resultado a respeito

do comportamento de vλn quando λ→ 0+.
O seguinte teorema é o principal resultado deste capítulo e nos dá o comporta-

mento das soluções quando λ → 0+. de forma resumida a deriva normal restrita a
fronteira de Ω converge no sentido de medida, isto é na topologia fraca de dual do es-
paço C(Ω,R), para uma medida de Borel (a menos de subsequência) desenvolvendo
um número finito de singularidades sobre ∂Ω.

Teorema 10. Seja vλ ∈ H1(Ω), λn → 0+, uma sequência de soluções para (4.1),
que satisfazem adicionalmente (4.2) e (4.3), e defina

v0
λn = vλn −

1

|∂Ω|

∫
∂Ω

vλndσ.

Então existe uma subsequência, também referida como vλn e uma medida de Borel
regular positiva e finita ν (sobre ∂Ω), e um número finito de pontos {x(i)}Ni=1 ⊂
∂Ω, N ≥ 1 tal que (∣∣∣∣∂vλn∂n

∣∣∣∣)∣∣∣∣
∂Ω

= (λn sinh(vλn))|∂Ω → ν,

no sentido de medida. Os pontos {x(i)}, i = 1, . . . , N são exatamente os pontos de
ν que tem massa, isto é, os qual ν({x}) 6= 0. Os pontos x(i), i = 1, . . . , N também
representa os pontos de blow-up para a sequência v0

λn
, no sentido que

{x(i)}Ni=1 = {x ∈ Ω : ∃xn → x, xn ∈ Ω, com |v0
λn(xn)| → ∞}.

A prova do Teorema 10 consiste em adaptações das demonstrações de alguns
resultados similares para a solução do problema de valor de fronteira{

∆v = U(x)ev em Ω
v = 0 sobre ∂Ω

encontrado em um artigo devido à H. Brezis e & F. Merle (ver [6]), resultados
semelhantes podem ser encontrados em um artigo do J. Davila (ver [8]). Começamos
com dois lemas.

4.1 Lemas Auxiliares
Lema 9. Seja w uma solução clássica para ∆w = 0 em Ω, ∂w

∂n
= f sobre ∂Ω, para

alguma função f , satisfazendo
∫
∂Ω
f dσ = 0. Seja w normalizado com

∫
∂Ω
w(σ) dσ =

0. Para todo δ ∈ (0, π) existe uma constante Cδ tal que∫
∂Ω

exp

[
(π − δ)w(σ)

‖f‖L1(∂Ω)

]
dσ ≤ Cδ.

A constante Cδ depende somente de δ e Ω.
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Demonstração: Seja H(x, y), y ∈ ∂Ω, denotando a solução de ∆xH(x, y) = 0 em Ω
∂H(x, y)

∂nn
=

1

π

(x− y) · nx

|x− y|2
− 1

|∂Ω|
sobre ∂Ω

(4.6)

normalizada com
∫
∂Ω
H(σ, y) dσ = 0. Notemos queH(·, y) está em C∞(Ω)∩C1,α(Ω).

Portanto
C0 := max

x∈∂Ω,y∈∂Ω
|H(x, y)| <∞.

Agora definamos as funções de Green para o problema de fronteira de Neumann

N(x, y) = − 1

π
log |x− y|+H(x, y),

x ∈ Ω \ {y}, y ∈ ∂Ω. Um cálculo simples mostra que a função w(y), y ∈ ∂Ω é dada
por

w(y) =

∫
∂Ω

N(σ, y)f(σ) dσ.

Da desigualdade de Jensen (e a convexidade da função exponencial) segue que

exp

[∫
∂Ω

(π − δ)|N(σ, y)| |f(σ)|
‖f‖L1(Ω)

dσ

]
≤
∫
∂Ω

exp[(π − δ)|N(σ, y)|] |f(σ)|
‖f‖L1(Ω)

dσ,

e assim podemos estimar∫
∂Ω

exp

[
(π − δ)|w(y)|
‖f‖L1(Ω)

]
dσ ≤

∫
∂Ω

∫
∂Ω

exp[(π − δ)|N(σ, y)|] |f(σ)|
‖f‖L1(Ω)

dσdy

≤ e(π−δ)C0

∫
∂Ω

∫
∂Ω

1

|σ − y|1−δ/π
dy
|f(σ)|
‖f‖L1(Ω)

dσ

≤ e(π−δ)C0Dδ

onde
C0 := max

x∈∂Ω,y∈∂Ω
|H(x, y)| e Dδ = max

σ∈∂Ω

∫
Ω

1

|σ − y|1−δ/π
dy.

Lema 10. Seja {wn}n uma sequência de soluções clássica para{
∆wn = 0 em Ω,
∂wn
∂n

= f sobre ∂Ω.

Suponha que ‖wn‖L2(Ω) ≤ C,e suponha que existe um ponto x0 ∈ ∂Ω, uma bola
Br0(x0) de raio r0 > 0 centrada em x0, e um índice s < 1/2 tal que

‖fn‖H−s(Br0 (x0)∩∂Ω) ≤ C,

com C independente de n, e H−s denota o dual de Hs. Então

‖wn‖L∞(Br0/2(x0)∩∂Ω) ≤ ‖wn‖L∞(Br0/2(x0)∩∂Ω) ≤ C,

para alguma (outra) constante C independente de n.
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Demonstração: Por estimativas elípticas interiores segue que

‖wn‖H 3
2−s(Br0/2((x0)

∩ ∂Ω) ≤ C
(
‖fn‖H−s(Br0∩∂Ω) + ‖wn‖L2(Br0∩∂Ω)

)
= ≤ C,

para todo 0 < s < 1/2. usando o Teorema de Imersão de Sobolev, mais precisamente
o fato que para o domínio bidimensional Ω, e s < 1/2, temos H

3
2
−s(Br(x0)∩ ∂Ω) ⊂

C0(Br(x0) ∩ Ω), nos dá

‖wn‖L∞(Br0/2(x0)∩∂Ω) ≤ ‖wn‖L∞(Br0/2(x0)∩Ω) ≤ C‖wn‖H 3
2−s(Br0/2(x0)∩Ω)

≤ C

4.2 Demonstração do Teorema 10
Denotemos por v+

λn
e v−λn a parte positiva e a parte negativa de vλn , respec-

tivamente. Desde que {λn sinh(vλn)} é limitada em L1(∂Ω) (ver (4.4) segue ime-
diatamente que {λn sinh(v+

λn
)} = {λn sinh(vλn)+} como também {λn sinh(v−λn)} =

{λn sinh(vλn)−} são limitadas em L1(∂Ω). Por conseguinte podemos extrair uma
subsequência (também denotada por vλn) tal que

λn sinh(v+
λn

)→ µ+, (4.7)

e
λn sinh(v−λn)→ µ−, (4.8)

onde µ+ e µ− são medidas de Borel regular não-negativas. Por causa destas sub-
sequências também temos

λn sinh(vλn) = λn sinh(v+
λn

)− λn sinh(v−λn)→ µ+ − µ−,

λn| sinh(vλn)| = λn sinh(v+
λn

) + λn sinh(v−λn)→ µ+ + µ−,

a medida de Borel finita regular e positiva ν = µ+ + µ− é frequentemente chamado
de medida de variação total associada a µ.

Agora estamos prontos para continuar com a prova do Teorema 10. Formulamos
os ingredientes desta prova na forma de forma de três lemas separados. A prova
de cada um dos lemas segue as linhas das provas do Teorema 3 no anteriormente
mencionado artigo do Brezis e Merle. Primeiro introduzidos o assim chamados
pontos regulares de ∂Ω.

4.2.1 Pontos Regulares e singulares

Definição 8. Um ponto x0 ∈ ∂Ω é chamado regular se existe uma função contínua
0 ≤ ψ ≤ 1, com ψ ≡ 1 numa vizinhança de x0 tal que

∫
∂Ω
ψ dν < π/2.

Lema 11. Seja vλn a subsequência extraída acima. Dado um ponto regular x0 ∈ ∂Ω
existe um número positivo r0 e uma constante C, independente de n tal que

‖v0
λn‖L∞(Br0 (x0)∩∂Ω) ≤ ‖v0

λn‖L∞(Br0 (x0)∩Ω) ≤ C. (4.9)
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Demonstração: Decompomos v0
λn

em duas partes

v0
λn = v

(1)
λn

+ v
(2)
λn
,

onde v(1)
λn

resolve
∆v

(1)
λn

= 0 em Ω,

∂v
(1)
λn

∂n
= ψλn sinh(vλn)− 1

|∂Ω|

∫
∂Ω

ψλn sinh(vλn)dσ sobre ∂Ω,

e v(2)
λn

resolve  ∆v
(2)
λn

= 0 em Ω,

∂v
(2)
λn

∂n
= λn sinh(vλn)−

∂v
(1)
λn

∂n
sobre ∂Ω.

Aqui 0 ≤ ψ ≤ 1 é uma função C1,α tal que ψ ≡ 1 próximo de x0, e
∫
∂Ω
ψ dν < π/2.

Ambas funções v(i) são normalizados com
∫
∂Ω
v(i)dσ = 0. A teoria de regularidade

Elíptica implica que vλn ∈ C∞(Ω)∩C1,α(Ω), e o mesmo é verdade para v(1)
λn

(e v21)
λn

).
Dualidade e estimativas elípticas produzem

‖v0
λn‖Hs+2(Ω) ≤ Cs‖λn sinh(vλn)‖

Hs+ 1
2 (∂Ω)

,

para todo −2 ≤ s ≤ −1, em particular para s = −3
2
, isto é,

‖v0
λn‖H 1

2 (Ω)
≤ C‖λn sinh(vλn)‖H−1(∂Ω). (4.10)

Temos

‖λn sinh(vλn)‖H−1(∂Ω) = sup
‖w‖H1(∂Ω)≤1

∣∣∣∣∫
∂Ω

λn sinh(vλn(σ))w(σ)dσ

∣∣∣∣
≤ sup

‖w‖H1(∂Ω)≤1

‖λn sinh(vλn)‖L1(∂Ω)‖w‖L∞(∂Ω) ≤ C,

para a última desigualdade usamos (4.4) e o fato que H1(∂Ω) ⊂ L∞(∂Ω). Da
combinação desta estimativa e (4.10)

‖v0
λn‖H 1

2 (Ω)
≤ C. (4.11)

Usando o mesmo argumento para v(1)
λn

, temos

‖v(1)
λn
‖
H

1
2 (Ω)
≤ C. (4.12)

Desde que v0
λn

= v
(1)
λn

+v
(2)
λn

, as desigualdades (4.11) e (4.12) implicam imediatamente
que

‖v(2)
λn
‖
H

1
2 (Ω)
≤ C. (4.13)
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Para a componente v(2)
λn

temos

∂v
(2)
λn

∂n
= constante (=

1

|∂Ω|

∣∣∣∣∫
∂Ω

ψλn sinh(vλn)dσ

∣∣∣∣)
proximo de x0, e assim estimativas elípticas locais mostram que existe r0 > 0 tal
que

‖v(2)
λn
‖L∞(B2r0 (x0)∩∂Ω) ≤ ‖v(2)

λn
‖L∞(B2r0 (x0)∩Ω)

≤ C
(
‖v(2)

λn
‖
H

1
2 (Ω)

+ 1
|∂Ω|

∣∣∫
∂Ω
ψλn sinh(vλn)dσ

∣∣) ≤ C.

(4.14)
Para o última estimativa usamos (4.13) e o fato da sequência {λn sinh(vλn)} ser
limitada em L1(∂Ω). A respeito da componente v(1)

λn
temos∥∥∥∥∂v(1)

∂n

∥∥∥∥
L1(∂Ω)

≤ ‖ψλn sinh(vλn)‖L1(∂Ω) +

∫
∂Ω

|ψλn sinh(vλn)|dσ

= 2‖ψλn sinh(vλn)‖L1(∂Ω).

Desde que ∫
∂Ω

ψλn| sinh(vλn)|dσ →
∫
∂Ω

ψdν,

e desde que
∫
∂Ω
ψdν < (π− δ0)/2, para algum δ0, suficientemente pequeno, concluí-

mos que
‖ψλn sinh(vλn)‖L1(∂Ω) < (π − δ0/2),

para n suficientemente grande. Como consequência∥∥∥∥∥∂v
(1)
λn

∂n

∥∥∥∥∥ ≤ π − δ

para n suficientemente grande. Devido ao Lema 9 existe p > 1 tal que∫
∂Ω

(
e|v

(1)
λn
|
)p
dσ ≤ C. (4.15)

Podemos, por exemplo, tomar p = π−δ0/2
π−δ0 . Também, temos

λn| sinh(vλn)| ≤ λn exp(|vλn|)
≤ ≤ exp(|v(1)

λn
|+ |v(2)

λn
|+ |sλn|),

com sλn = s(v0
λn

) = 1
|∂Ω|

∫
∂Ω
vλn . Suficientemente proximo de x0 a componente v(2)

λn

é uniformemente limitada (ver (4.14)). Devido a estimativa (4.5) segue que

|λn sinh(vλn)|p ≤ C
(
e|v

(1)
λn
|
)p
, (4.16)

em alguma vizinhança B2r0(x0)∩∂Ω. Da Combinação das estimativas (4.15) e (4.16)∥∥∥∥∥∂v
(0)
λn

∂n

∥∥∥∥∥
Lp(B2r0 (x0)∩∂Ω)

≤ C,
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para algum p > 1, uniformemente em n. Portanto o Teorema de Imersão de Sobolev
nos dá ∥∥∥∥∥∂v

(0)
λn

∂n

∥∥∥∥∥
H−s(B2r0 (x0)∩∂Ω)

≤ C,

uniformemente em n, para algum s < 1/2. Usando a estimativa elíptica interior do
Lema 4.3 chegamos a

‖v(0)
λn
‖L∞(Br0 (x0)∩∂Ω) ≤ ‖v(0)

λn
‖L∞(Br0 (x0)∩Ω) ≤ C,

uniformemente em n. Esta é a estimativa desejada.

Definição 9. Denotemos por S o conjunto dos pontos singulares de ∂Ω, isto é, os
pontos que não são regulares no sentido da Definição 8: S = ∂Ω\{ pontos regulares }

Lema 12. O conjunto S consiste de uma quantidade finita de pontos, e é não vazio.

Demonstração: Da definição de ponto regular (Definição 8) segue que se x0 ∈ S
então

∫
∂Ω
φdν ≥ π/2 para toda função contínua 0 ≤ φ ≤ 1, com ψ ≡ 1 em uma

vizinhança de x0. Desde que ν é medida regular concluímos que ν({x0}) ≥ π/2 para
todo x0 ∈ S. Devido a finitude da Medida ν segue que S consiste de um número
finito de pontos (com #S ≤

∫
∂Ω
dν/ infx0∈S ν(x0) ≤ 2

∫
∂Ω
dν/π).

Se S fosse vazio, então o Lema 11 juntamente com a compacidade de ∂Ω impli-
caria que

‖v0
λn‖L∞(∂Ω) ≤ C.

Desde que |sλn| ≤ log(1/λn) +D (ver (4.5) segue que

‖λn sinh(vλn)‖L∞(∂Ω) ≤ C

e portanto
‖∇v0

λn‖L2(Ω) ≤ C‖λn sinh(vλn)‖L2(∂Ω) ≤ C.

Do Lema 6 podemos concluir que

|sλn| ≤ C1 + C2‖∇v0
λn‖

2
L2(Ω) ≤ C,

ou
‖vλn‖L∞(∂Ω) ≤ ‖v0

λn‖L∞(Ω) + |sλ| ≤ C.

Teríamos, portanto, a estimativa

E(vλn) =
1

2

∫
Ω

|∇vλn|2dx− λn
∫
∂Ω

(cosh(vλn)− 1)dσ

= λn

∫
∂Ω

(
1

2
sinh(vλnvλn)− cosh(vλn)− 1

)
dσ

≤ Cλn → 0,

quando n→∞, que claramente contradiz (4.2). Como consequência S é não-vazia.

Passemos a demonstrar que
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Lema 13. Seja vλn a subsequência extraída em no contexto de (4.7) e (4.8). O
conjunto S pode ser alternativamente caracterizado como

S = {x ∈ ∂Ω : ∃xn → x, xn ∈ Ω, com |v0
λn(xn)| → ∞}

= {x ∈ Ω : ∃xn → x, xn ∈ Ω, com |v0
λn(xn)| → ∞

e
S = {x ∈ ∂Ω : ν({x}) 6= 0}.

Demonstração: O fato que o conjunto

{x ∈ Ω; ∃xn → x, xn ∈ Ω, com |v0
λn(xn)| → ∞}

é um subconjunto de S já foi estabelecido. De fato, se esta conclusão não fosse
válida, então existiria um ponto regular x0 e uma sequência xn → x0, xn ∈ Ω, com
|v0
λn
| → ∞. Entretanto, isto contradiz o já verificado fato que ‖v0

λn
‖L∞(Br0 (x0)∩∂Ω) ≤

‖v0
λn
‖L∞(Br0 (x0)∩Ω) ≤ C para algum r0 > 0 (Lema 11).
Para estabelecer a outra inclusão, simplesmente tomando x0 ∈ S, e notemos que

para cada x0 e r > 0 necessariamente temos

‖v0
λn‖L∞(Br(x0)∩∂Ω) →∞ quando n→∞. (4.17)

Porque se este não é o caso, então existe r > 0 e uma subsequência vk = vλk tal que

‖vk‖L∞(Br1 (x0)∩∂Ω) ≤ ‖v0
λnk
‖L∞(Br1 (x0)∩∂Ω) + |sλnk | ≤ log

(
1

λnk

)
+D,

aqui utilizamos (4.5) para a última estimativa. Teríamos, assim,∫
Br(x0)∩∂Ω

λnk | sinh(vk)|dσ ≤ C|Br(x0) ∩ ∂Ω| ≤ Cr,

para todo 0 < r < r1, e todo k. Consequentemente existe uma função contínua
0 ≤ ψ ≤ 1 com ψ ≡ 1 numa vizinhança de x0, tal que∫

∂Ω

ψλnk | sinh(vk)|dσ < π/4, para todo k.

Contudo, isto implicaria que∫
∂Ω

ψdν = lim
k→∞

∫
∂Ω

ψλnk | sinh(vk)|dσ < π/2,

e assim x0 é um ponto regular — uma contradição. Assim concluímos que (4.17)
é necessariamente válida. Agora escolhemos N1 < N2 < . . . < Nk < Nk+1 < . . .
tal que n ≥ Nk =⇒ ‖v0

λn
‖L∞(B1/k(x0)∩∂Ω) ≥ k, e selecionando pontos xn, Nk ≤ n ≤

Nk+1 − 1, tal que

xn ∈ B1/k(x0) ∩ ∂Ω, e |v0
λn(xn)| ≥ k − 1.

Com esta seleção de pontos xn ∈ ∂Ω é claro que xn → x e |v0
λn

(xn)| → ∞, quando
n→∞. Isto verifica a primeira caracterização alternativa de S. O fato de que não
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existem pontos de blow-up no interior de Ω é consequência direta das estimativas
elípticas interiores, a limitação (4.11), e a identificação ∆v0

λn
= 0 em Ω. Isto verifica

a segunda caracterização alternativa de S.
Quando se trata da terceira caracterização já vimos na prova do último Lema

que ν({x}) ≥ π/2 para todo x ∈ S (isto foi usado para mostrar que S consiste
de um número finito de pontos). Resta vermos que ν({x0}) = 0 para todo ponto
regular x0. Do Lema 11 sabemos que existe uma bola Br0(x0) tal que

‖v0
λn‖L∞(Br0 (x0)∩Ω) ≤ C.

Como acima, isso implica que

‖vλ‖L∞(Br0 (x0)∩∂Ω) ≤ ‖v0
λn‖L∞(Br0 (x0)∩∂Ω) + |sλn| ≤ log

(
1

λn

)
+D.

e portanto ∫
Br(x0)∩∂Ω

λn| sinh(vλn)|dσ ≤ C|Br(x0) ∩ ∂Ω| ≤ Cr,

para todo 0 < r < r0, e todo n. Concluímos que µ({x0}) ≤ Cr para todo 0 < r < r0,
ou µ({x0}) = 0.

Agora, uma combinação do Lema 12 e do Lema 13 estabelece imediatamente o
Teorema 10.
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