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Resumo

Este trabalho se preocupa com o estudo de solugoes limitadas de equagoes elip-
ticas semilineares Au — F'(u) = 0 em todo espago R", sob o pressuposto que u é
mondtona em uma dire¢do, digamos du/0x, > 0 em R™. O objetivo é estabelecer
o carater unidimensional ou simetria de u, ou seja, que u depende apenas de uma
varidvel ou equivalentemente, que os conjuntos de nivel de u sao hiperplanos. Este
tipo de questao da simetria foi levantada por De Giorgi em 1978 (ver [0]), que fez a
seguinte conjectura:

Conjectura Suponha que u € C*(R"™) € solucio da equagaio
Au+u—ud=0

satisfazendo

0
lu(z)| <1 e a—;; >0 em todo R".

Entao os conjuntos de nivel de u sao hiperplanos.
Mostraremos que uma versao forte da conjectura de De Giorgi é de fato ver-
dade em dimensao 2 e 3 usando somente técnicas da teoria linear desenvolvida por

Berestychi, Caffarelli e Nirenberg [5] em um dos seus artigos sobre as propriedades
qualitativas de equacoes elipticas semilineares.

Palavras-chave: Conjectura de De Giorgi, Equagoes elipticas semilineares, Hiperplanos.



Abstract

This word is concerned with the study of bounded solutions of semilinear elliptic
equations Au — F'(u) = 0 in the whole space R", under the assumption that u
is monotone in one direction, say, du/0dx, > 0 em R™. The goal is to establish
the one-dimensional character or symmetry of u, namely, that u only depends on
one variable or, equivalently, that the level sets of u are hyperplanos. This type of
symmetry question was raised by de Giorgi in 1978 (see [6]), who made the folowing
conjecture:

Conjecture Suppose that u € C*(R™) is solution of the equation
Au+u—ud=0
satisfying

Y >0 in the whole R™.

n

lu(z)| <1 and

Then the level sets of u must be hyperplanes.

We show a stronger version of De Giorgi’s conjecture is indeed true in dimension 2
and 3 using some techniques in the linear theory developed by Berestychi, Caffarelli
and Nirenberg [5] in one of their papers on qualitative properties of solutions of
semilinear elliptic equations.

Keywords: De Giorgi’s conjecture, Semilinear elliptic equations, Hyperplanos.
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Introducao

Este trabalho se preocupa com o estudo de solugoes limitadas de equagoes elip-
ticas semilineares Au — F’'(u) = 0 em todo espago R", sob o pressuposto que u é
monotona em uma dire¢do, digamos du/dz, > 0 em R". O objetivo é estabelecer
o carater unidimensional ou simetria de u, ou seja, que u depende apenas de uma
varidvel ou equivalentemente, que os conjuntos de nivel de u sao hiperplanos. Este
tipo de questao da simetria foi levantada por De Giorgi em 1978 (ver [0]), que fez a
seguinte conjectura:

Conjectura Suponha que u € C*(R™) € solugio da equagaio
Au+u—ud=0

satisfazendo

>0 em todo R™.

u@ <1 e o

Entao os conjuntos de nivel de w sao hiperplanos.

Para n = 2 esta conjectura foi provado por Ghoussoub e Gui em [9] e para
n = 3 por L. Ambrosio e X. Cabré em [I]. Tanto para n =2 e n = 3 a prova usa
somente técnicas da teoria linear desenvolvida por Berestychi, Caffarelli e Nirenberg
[5] em um dos seus artigos sobre as propriedades qualitativas de equagoes elipticas
semilineares.

Este trabalho esta dividido em dois capitulos, como segue:

Iniciamos o Capitulo 1 mostrando a veracidade, em dimensao 1, 2 e 3, da Con-
jectura (A) enunciadas abaixo (para n = 3 com suposigao adicional) e mostraremos
um contra-exemplo que nos garante que as conjecturas sao falsas para n > 7.

Conjectura (A) Seja L = —A —V um operador de Shridinger em R"™ sendo V
um potencial suave e limitado. Suponha que u € uma solucao de Lu = 0, em todo

viil



Introducdo

R™, que muda de sinal, entao L tem espectro negativo, isto é€,

Jen (19O = V[Y[*)da
Jen [¥Pd

A (R = inf{ L) € C2(R™)\ {0}} <0

Conjectura (B) Suponha p(x) > 0 para todo x € R™. Entdo qualquer fun¢ao
u € C*(R™) tal que pu € limitada em R™ e satisfaz V. (@*Vu) = D7 (0*ug,)e; =0
€ necessariamente constante.

Concluimos o Capitulo 1, mostrando que a conjectura De Giorgi é de fato
verdade em dimensao 2 e em dimensao 3, com a hipotese adicional que a solugao
converge uniformemente para +1 quando x3 — +o0o. Em outras palavras, iremos
mostrar o seguinte:

Teorema 1.2.1 Seja F € C*(R). Suponha u uma solugdo inteira e limitado de
Au— F'(u(z)) =0, para z = (z1,29) € R?

tal que Ou/Oxy > 0 em todo R%. Entdo u é da forma u(x) = g(ax, +bxs), para g €
C?*(R) com a,b constantes apropriadas.

Teorema 1.2.2 Seja F € C*(R) uma fun¢io ndo negativa com F(+1) = 1 e
F"(£1) > p > 0. Suponha u uma solugdo de

Au— F'(u(z)) =0 para == (2',z,)€R"
e u(z',x,) converge uniformemente para £1 quando x,, — +oo. Entao,

a) Para todo x € R™, 837“ > 0 e |vu(z)] < Ce @l onde C' e a sdo constantes
Positivas.

b) Se a dimensdo € 2 ou 3, entdo u € necessariamente da forma u(x', x,) = g(r,),
onde ¢(t) € solu¢ao da equagao

g'(t)=F'(g(t)) e tliin g(t)=+1 para teR.

Em seguida, no Capitulo 2, dividimos em duas segoes;
A se¢ao 2.1 trata da conjectura de De Giorgi para n = 3, com a hipotese adicional

lim w(2’,23) =41 paratodo 2’ € R"'

r3—too

1X



Introducdo

Aqui, os limites nao sao assumidos uniformes em 2’ € R~ !,

Nessa prova da conjectura de De Giorgi em dimensao 3 é usada um resultado
chave de estimativa de energia que nos permitira aplicar um tipo de Teorema de
Liouville (Proposicao 2.1.2).

Ja na secao 2.2 estabeleceremos para n = 3 a conjectura de De Giorgi na forma
apresentada em [6]. Ou seja, ndo assumiremos que v — +1 quando x5 — +oo. Este
resultado aplica-se a uma classe de equagoes nao lineares, em particular o caso do
modelo F'(u) = u® — .

Por fim, no Apéndice A, enunciamos os principais resultados utilizados ao longo
do nosso trabalho.



Notacoes

Notagoes Gerais

B(z,r)

B(x,r)

|4

Wn

UjA

q.t.p

Va.u

VU = (Ugyy oeey Uy, )

Au = iumm
i=1

(a,b)y ou a-b

C,C,,Cy,Cs, ...

QCR”?

Q

bola de centro x e raio r,

bola fechada de centro x e raio r,
convergéncia fraca

medida de Lebesque de um conjunto A
volume da bola unitaria B(0,r) em R"
restricao da funcao u ao conjunto A
quase toda parte

divergente de u

gradiente de u

laplaciano de u

denota produto interno de a e b

denotam constantes positivas
aberto e limitado

fecho do conjunto 2

pal



NotacSes

0N} fronteira de €2

lim sup f limite superior da fungao f quando n — oo
liminf f limite inferior da funcao f quando n — oo
[ | indica final de demonstracao

Espagos de Funcoes

LP(Q2) = {u mensuravel sobre Q e [, |u[fdr < oo}, 1<p<oo

L>(Q) = {u mensuravel sobre 2 e existe C tal que |u(z)] < C q.t.p sobre Q}
C.(Q2) fungbes continuas com suporte compacto em €2

CE(Q) fungdes K vezes diferenciavel sobre 2, K € N

Q) = () C*(Q)
CE Q) = CK(2) 1 Gyl
Co2(@) = C() 1 Co(®)

3 gi, 92, ..., gn € LP(w) tais que

1,p — P
W {u € L@ Jo upede = — [, gip dz, Vo € C°, Vi=1,..,n }’

I<p<oo
WyP(Q) o completamento de C1(Q), na norma de W(Q), 1 < p < oo
HUHC@) = sup |ul

Q

||| oo () = sup ess |u(z)], =€ Q

oy =_sup {1402 01

z,y€QrFy |$ - y|a

[ullca@ = lulle@) + [ulca@

xii



NotacSes

[ullgrag) = Z D%l ¢y + Z [D%u] ()

|a|<k |a|=k

1
P
ety = ( / |u|p)
Q

ullwir) = (Jullzr@) + 2oy It

Lr(2))

|ul| = ||Vullry  norma do espago Wy, equivalente a |[ullwirg). (Uma vez
que €2 ¢ limitado)

xiii



Capitulo 1

A conjectura de De Giorgi em
dimensao 2

Neste capitulo, mostraremos que a conjectura de De Giorgi é de fato verdade em
dimensao 2, enquanto que em dimensao 3 é verdade se a solugao converge uniforme-
mente para =1 quando x5 — Fo00. Comecamos este capitulo mostrando através de
um exemplo que o método utilizado para esta verificacao nao é valida para n > 7.

1.1 Contra-exemplo

Nesta se¢ao, considere L = —A — V' = 0 um operator de Schrédinger em R",
onde V' é um potencial suave e limitado e, associado a L, o funcional energia

SV~ VI[R)de

: onde ¢ € H'(R").
(e )

L)

Seja
A (R") = inf{L(u);u € CZ(R") \ {0}}.

Comegaremos verificando que \;(R?) < 0 e, em seguida, que \;(R?) < 0 se, e
somente se, Lu = 0 nao possui solucao positiva. Além disso provaremos a veracidade
em dimensao 1, 2 e 3 das conjecturas (A) e (B)(para n = 3 com suposi¢ao adicional)
e mostraremos um contra-exemplo que nos garante que as mesmas sao falsas para
n>"T.

Lema 1.1.1 Suponhamos que existe u € C? solugdao limitada de Lu = 0, entdo
A (R™) <0.



Contra-exemplo CAPITULO 1

Demonstragao: Seja [ : Rt — R uma fungao suave, tal que

1, se0<t<1
l(t)_{O, set>2

e |lI'(t)] <2. Para R > 0, definamos em R" a fungao &g(x) = I(|z|/R).

Temos,
n

V(e = ) [(Eru)s)

=1

n

= Z[(SR)%U’ + SRU’%'P

=1

n

= S 1(ER)wul® + 2uu(Er)sibr + [Erua)?

=1
= w2|VER+ D un[(ER)
=1

= | VER|* + Vu - V[(€g)?ul.

Integrando por partes, obtemos

n

19 (£pu) P = / W2V En |2z — /R (&) ulsu do.

Rn

Somando com — [g, V({zu)? do em ambos os membros da igualdade e sendo u
solucao da equacao Au — Vu = 0, vemos que

/ n(IV(ﬁRu)P — V(&gu)?) dz = / u?|VER|Pda.

n

Pela definicao de &g, temos
[ €l = vigm® do= [ uvenPis
" Bar\Br

onde Br = B(0, R).



Contra-exemplo CAPITULO 1

Temos,
VER? = D [Er)a)
i=1
2
i=1 R T
&~ \R) Rz
4
< —.
S
Segue que
4
/ (|V(égu)|* — V(Egu)?) do < o u? de. (1.1)
n Bar\Br
Note que

Epul?de — / W2dz + / € pude
R Br By R\Br

/ udr < |Epulde. (1.2)
Br R™
Por (|1.1)) e (1.2)), podemos concluir que

 Ja(VERUP + V(Eru)D)dr 7z [p,p, W00

e, portanto,

= < 1.
,C(SRU) f - §Ru|2dx = fBR W2dr ( 3)
Seja K(R) = [ u’dv e

 K(2R) - K(R)

a(R) := R

Mostraremos que
inf «a(R)=0.
R—+o00

Com vista em uma contradi¢ao, suponhamos que a(R) > § > 0 e, desta forma, que



Contra-exemplo CAPITULO 1

K(2R) > 6 R*K(R). Com isso, podemos obter
K(2°R) > 6(2R)*K (2R) > §°2*R'K (R)
K(2°R) > 0(2°R)?K(2°R) > §%2°RSK (R)
K(2'R) > 6(2°R)*K (2°R) > 6*2"2R8K (R)
Continuando o processo, obteremos
K(2™R) > gmomm-DUR2m K (1), para R>1 e meN.
Substituindo R por 2, obtemos

K (2™ > gmamimb (1),

Agora, tomando R = 2™ teremos m = log, %. Substituindo na tdltima desigual-
dade, temos

K(R) > (5R)"= 2 K(1).

Escolhendo R de tal forma que (§R)"°82 3 < R™, obteremos uma contradicao, pois

K(R) > (6R)*®22 K(1) > ||u%w,R" z/ u’d,
Br

o que é um absurdo. Finalmente por temos que

A (R™) <liminf £({pu) =0

R—+o0c0

concluindo a prova. [ ]

Na proposicao a seguir mostraremos a relagao entre a equagao Lu = 0 possuir
solugao positiva e o valor do primeiro autovalor A; (R").

Proposicao 1.1.1 Seja Lu = —A — V' um operador de Schrédinger em R™, com o
potencial V' suave e limitado. Entao A1(R™) < 0 se, e somente se, a equagao Lu =0
nao possut solucao positiva.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que podemos tomar um par (u, ),
autofuncao e autovalor, tal que

(Pr)

—Au — Vu = pu em  Bpg
w = 0 sobre 0Bg



Contra-exemplo CAPITULO 1

Considere os funcionais J, ' : H}(Br) — R definidos por

J:/ (|Vul*> = Vu?)dz e F(u):/ wldr — 1.
Br Br

Note que J, F' € C'(H}(Bgr),R) (ver [2], Apéndice B).

Considere o vinculo

M :={u € Hy(Bg) : F(u) = 0}.

Observe que F'(u) # 0 para todo u € M. De fato, basta observar que dado u € M,
temos

F’(u)u:Z/ uwdr =2 # 0.
Br

Note também que J | o € limitado inferiormente, pois, sendo V' limitado, existe um
K > 0 tal que |V| < K para todo x € R™. Logo, para u € M,

J(u) > / |VulPde — K u’dx
BR BR

> —-K
Portanto, existe um p € R tal que

p = inf J(u).

ueM
Entao seja (u,,) C M uma sequéncia minimizante, isto &,

J () = ||u||2 —/B Vufndx —u e F(upy)=0.
R

Afirmagao 1: O p é atingido, ou seja, existe ug € M tal que J(ug) = p.

Sendo J(u,,) convergente, existe C' > 0 tal que

[t 12 —/B Va2 da
R

[um|> < C1, Vm €N.

<C, VYmeN

e, portanto,

Sendo H{(Bpg) reflexivo, segue que existe ug € H}(Bg) tal que, a menos de subse-
quéncia,
Uy, — Up €M H&(BR).

5



Contra-exemplo CAPITULO 1

Desde que a norma é fracamente semicontinua inferiormente (s.c.i), temos

im i | > [ . (14)

Agora, usando a imersao compacta H}(Bg) <— L*(Bg), obtemos
U — g em L*(Bg),

implicando que
Um () — uo(z) q.t.p em Bg.

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue e por (1.4, obtemos

po < J(uo) = fluoll® = [, Vuida

IN

liminf [Ju,,]|* — lim Vul de
m—00 m—00 BR

< liminf J(uy,) = p,

m—00

mostrando que
Desta forma, pelo Teorema dos Multiplicadores de Lagrange, existe 8 € R tal que
J' (ug) = BF'(ug), ou seja,

T (uo)p = BF'(uo)p, Vi € Hy(Br).
Escolhendo ¢ = ug, obtemos
2J(up) = 26 uidz.
Br

De onde segue que u = . Com isso, temos que uy é solucao fraca do problema
(Pgr). Por regularidade (ver |Evans, L. C.| - pag 326) ug € C§°(Bgr), logo ug é
solugao cléssica para o problema (Pg) com u = M onde

A = inf { fBR(|?U| U_Qd‘;u o tu € CF(Br) \ {0}} :

Afirmagao 2: As autofuncoes up associadas ao autovalor A\¥ tem sinal definido,
isto é, podemos supor ugr > 0.



Contra-exemplo CAPITULO 1

Note que podemos supor ug > 0, pois se ug satisfaz ((1.5]), temos que |ug| também
satisfaz. Assim, vamos mostrar que

UR(JZ) > 0, Vx € Bp.

Suponhamos que exista zo € Bg tal que ugr(rg) = 0 e considere o conjunto A =
{z € Bpg;ugr(z) = 0}. Assim, A ¢ fechado e nao vazio. Agora seja a > 0 tal que
B(xzg,4a) C Bpg. Pela desigualdade de Harnack (|D. Gilbarg,; Trudinger|, Teorema
8.20), existe C' > 0 tal que

sup ug < C inf wugr =0.
B(zo,a) B(zo,)

Com isso podemos concluir que ug(z) = 0 para todo = € B(xg,a) e assim A
também é aberto. Desde que Bpr é conexo, terfamos Br = A, o que é um absurdo,
pois fBR uhdz # 0. Logo, ug(z) > 0, para todo = € Bg.

Afirmacao 3: Se R; < R,, entao
)\{32 < )\{h
e A\ENL A (R") quando R — +o00.

Seja ug, € Hi(Bp,) uma autofuncio positiva do problema (Pg,) associada ao
autovalor )\fl. Estendendo a funcao como segue

_ | ug,(z), sex € Bpg
/U/Rl(x)_{ O, SGZL’EBRQ\BRI

temos que g, € H}(Bg,). Além disso, pela definigao de A\,

S, (Vi = Vi )dz [, (1Vup,” = Vi, )do

2 <
1S 5 3
fBR2 ug, dx fBal ug, dx

_ R
_Al .

E facil ver que C>(Bg) C C*(R) para R > 0. Entdo, pela definicio de A (R") e
A temos
A(R™) < AR

Seja (U, )m uma sequéncia minimizante, isto é,

L(Uy) — M (R") quando m — +o0.



Contra-exemplo CAPITULO 1

Note que para cada u,, existe R > 0 tal que supp w,, CC Bg, entao u,, € C°(Bg).
Assim temos

Jan (| Vtm|* — VuZ))dz _ fBR(|VUm|2 — Vu?))dx

fR" u? dx Il Bx u? dx

Com isso fica verificado a Afirmagao 3.

> A > M (RY).

Sabemos pelo Lema que A\ (R") < 0. Entao, supondo que A\;(R") = 0,
devemos verificar que a equagao Lu = 0 possui solucao positiva. Para esta verificagao
mostraremos em trés etapas que podemos extrair uma subsequéncia de (R,,), que
vai para o infinito tal que (ug,, ), converge em C2_(R™) para algum u > 0 de classe
C? solucao da equacao Lu = 0 em R™.

Seja ur a solucao do problema

(—A =V —-M)ur = 0 em Bpg
ur = 0 sobre 0Bp.

Pelo o que ja foi visto podemos tomar ur > 0 em Bg e normalizada com ug(0) = 1.
Por simplicidade, vamos supor que a sequéncia R,, = m.

Etapa 1. Mostraremos que u,, € C*%(Bsg,) para m > 3R;.

Fixado R; > 1, para cada natural m > 3R;, temos V(z) + A" € C'(Bsg,).
Sendo Bspr, convexo, pelo Teorema [A.1.11]

CI(B3R1) - CQ(B3R1) para 0<a< 17

isto é, V(x) + A\ € C*(Bsg,). Segue pelo Lema que u,, € C**(Bsg,) para
m > 3R1

Etapa 2. Vamos mostrar que
[tmllcoo@my < C; para m > 3Ry.

Pela primeira parte da demostracao, temos u,, € C*%(Bsg,) para m > 3R;.
Note que podemos tomar uma constante C' tal que

1V () + Al ca@zmy < €5 para m > 3Ry, (1.6)

pois, pela Afirmagao 3, temos que AT* N\, A\;(R™) = 0 quando m — oo. Assim, pelo

Teorema existe C > 0 tal que
d|| Dumllc(Byn,) + PN D*umlloByn,) + AN D> umllca(Byn,) < Colltmllesg,), (1.7)

8



Contra-exemplo CAPITULO 1

para m > 3R e d < dist(Bag,,0Bsg, ). Utilizando-se novamente de (1.6)), podemos
afirmar pelo Teorema que existe uma constante Cy > 0 tal que

sup u,, < Cs inf u,,, para m > 3R;.
B3g, 3Ry

Como u,,(0) =1 Vm € N, temos

SUDp,, Unm
SUp Uy < —— A — <y para m > 3R,
Bsn, infp,, un
e, consequentemente,
HumHC(le) = sup |u,| < Cy para m > 3R;. (1.8)
3Ry

Desta forma, temos que a sequéncia (u,,) é limitada em LP(Rag, ), para 1 < p < oo.
Além disso,
[l Lr(ron,) < Cs, para m > 3R;.

Desde que Br, CC Bspg,, segue do Teorema que

||um||W2,p(BRl) S C4||Um||LP(R2R1)7 para m > 3R1

Agora, usando o Teorema [A.1.14] vamos tomar k& = 2 e p suficientemente grande de
modo que p > N. Assim,

W*?(Bg,) = C"*(Br,),
com o = 1 — n/p. Implicando que, para todo m > 3Ry,
ltmllor oy < Cs. (1.9)
Por e , existe uma constante C' > 0 tal que
|\D2ucha(B2R1) < C para m > 3R;. (1.10)
Segue por e que
||um||62,a(BfR1) < C para m > 3Ry,

para uma certa constante C' > 0. Segue que a familia {DPu,,}, 3 = 0,1,2, é
equicontinua e uniformemente limitada em Bpg, e, assim, pelo Teorema de Arzela-
Ascoli, (u,,) possui uma subsequéncia, que denotaremos ainda por (u,,), tal que

Uy —u em  C**(Bg,).
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Etapa 3. Vamos utilizar um argumento diagonal para justificar que a menos de
subsequéncia
Uy —u em  CE (R™),

onde u satisfaz
Au+Vu=0 em R"

Fazendo Ry = 1,2, 3, ..., encontramos C, Cs, Cj, ... tais que

||um||c2,a(§1) <Cy, m>3
[tmllc2am) < Coy m>6

Hum”(ﬂ,a(g) <C3, m>9

Huchz,a(BTl) < Cgr,,m > 3R;.

Agora, para cada ¢ € N, defina

i L .
Uy = Uy, ™ > 3.

Temos {ul,}o° 5., uma sequéncia limitada para cada ¢ € N. Usando a imersdo
compacta

C*%(B;) — C*(By), i €N,
obtemos u; € C?(B;), i € N, tais que a menos de subsequéncias
ul,ub, ul, ... —up em C?(B)

2,2 2 2(Te
us, ug, ug, ... — uy em C*(By)

3 .3 .3 2
U, Uiy, Uy, -.. — uz  em C*(Bj)

i i i 27
Ui s Uyipos Usiys, .. — U em C*(B;).

Definindo o
u(xr) = u;(x) para z € B;,

10
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temos u > 0 de classe C?(R"). Além disso, a sequéncia
_ i
Ui = Uy,
isto €, a sequéncia diagonal

1,2 3 i -
{uy, ug, ujy, ..., uy;, ...} com i €N,

verifica
Ui —u em C*(Rg,),
para cada inteiro Ry > 1.
Reciprocamente, seja Lu = 0 para algum v > 0 em C?(R"). Com vista a uma

contradigao, suponhamos que A\ (R") < 0. Assim, podemos tomar um dominio
2 C R™ tal que A\(©2) < 0. Além disso, existe ug > 0 com

Lug — M (Qug = 0 em
uog = 0 sobre 0.

Seja w := ug/u. Veja que em € verificamos

0 = ulug—uA(Q)ug —uglu
= ulAug — ur(Q)ug — ugAu
[ ou(ug)s, — Uy 2 uq
= A (Q)—
S (i) ot
= V. (W?Vw)+ u? i (Q)w.

Logo,
V. (u?Vw) + v (Qw = 0 em
w = 0 sobre 0.

Como V. (u?V) + u?\;(Q) satisfaz o Principio do Maximo em (2, teremos w = 0 em
Q). Contradicao, pois w > 0 em (). [ ]

No teorema a seguir mostraremos a prova da Conjectura (A) em dimengao 1,2
e 3, onde em dimensdo 3 ha a seguinte hipotese adicional: |u(x)] < Ce=®l"3| para
x = (1,72, 73)% € R? onde C e « sao constantes positivas.

Para a prova do Teorema [1.1.1| usaremos o seguinte resultado:

Teorema de Ekeland (ver [7]) Seja £ um funcional limitado inferiormente e de

classe C' no espago de Banach X. Dados € > 0,\ > 0 e L(¥) < igﬁ + €. Entao
existe 1 € X tal que

11
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(i) L) < L)
(i) [ — [l < 1/A
(i) L' (@)]| < eX.

Teorema 1.1.1 Seja L = —A — V um operador de Schrodinger em R™ com o
potencial V' suave e limitado. Suponha que u € solu¢ao de Lu = 0 limitada e muda
de sinal.

(a) Sen =1 oun =2, entao \;(R") < 0.

(b) Sen =3 e|u(x)| < Ce =l para x = (1, 29,23) € R3, onde C e a sio
constantes positivas, entao A (R"™) < 0.

Demonstragao: Assuma primeiramente que para cada R > 0 existe uma funcao
¢r € HY(R") tal que
{r=1 em Bp, &{re€ CF(R")

[ul?|VEég|*dz — 0 quando R — +oo,
Rn

onde u é solugao inteira de Au + Vu = 0. Como na prova do Lema [I.1.T], podemos

verificar que
Cllulen) — el VerDdr,
Jen [ul?[€R[?d
Isso significa que, se A;(R™) = 0, entdo a sequéncia (|u|g)r é minimizante para £
em H'(R").
Aplicando o Teorema de Ekeland com

7 . 1/2
V= |ulér, €er = L(Jullr) e Ar:= (f |“‘2|V§R|2d$> ’
R'ﬂ

obtemos fungoes ¥ € H'(R") satisfazendo

L(r) = L(|ulr) (1.11)

1/2
Jon okl < ( [ lu1oeaac) (112
1L (Yr)|l < erAr (1.13)

12
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Sendo £ € C'(H',R) temos, por definigao,

LWl = sup Elow]

neH\{0} H77HH1

Segue pela desigualdade que
erAR[Nm = L/ (Wr)N|

> |lim L(Yr +nt) — L(r)

t—0 t

2 [on (VbR - Vi) = Vipgn)de — 2L(10R) [gn Va7 do
Jan VR'dz

v

Logo

/n(va -y — Vipgn)dx — L(YR) . Yrn dx

< erArlIn|| g Yrd,
]Rn

para todo n € Cg°.
Note que

1/2
Jom ~ fulel < exre | JuPléal = ([ el ) 0 quando Rt
RTL Rn
Pela continuidade de £’, podemos afirmar que

— 0 quando R — +o0,

[ (vttelen) - v = Vialgan)do — £(ulér) [ Julén do

para todo n € Cg°.
Sendo (|u|égr)r a sequéncia minimizante para £ temos

[ (vuléan) - 9= Viulgan)dz —o.

Tomando n com suporte compacto e lembrando que g = 1 em Bp, obtemos

/ (V|u| - vip — V]u|n)dz = 0.

13
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Isto significa que |u| também é solu¢ao para a equagao Lu = 0, o que é absurdo.
Pois v € C? muda de sinal, entdo existe zy tal que u(zg) = 0, logo |u| > 0 e pela
Desigualdade de Harnack podemos concluir que |u| = 0. Portanto A (R™) < 0.

Agora resta ver em quais dimensdes podemos construir fun¢ées com as mesmas
propriedades das &g.

Denotaremos por ¢} as fungoes definidas na prova do Lema e, desta forma,
vemos que

4 4
[ mehie= [ 7€kl < 1B\ Bel < gun(2R) = ORI
" 2r\BR
Logo, para n = 1, temos
/ |VER|dr — 0 quando R — +oo.

Assim fica verificado para n = 1.

Em dimensao 2 as fungoes sao

1a se xr € BR
£4(z) =< Eppe(r), sex € Bre\ Bg
0, se ¥ € R™\ Bpe

onde g p2(2) = (In R? — In|z|)/(In R? — In R). Vejamos que as fungoes acima tem
a propriedade desejada.

Temos 2
-
In R? — In |z|
Vérp(z)? = TR —InR
V&R r2 ()] 121 (th?—lnR)mi
_ 2
B 22: - In|z|
- p InR/,
B 1
= PRy
e, com isso,

1 1
|Vép pe(z)Pda = / —=dx.
/BRQ\BR (In R)? Bp2\Br |z[?

14
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Fazendo a mudanga para coordenadas polares, temos

R2
\Y, 2dr = —rdrdf
/BRQ\BR ’ fR,R?(I)| x lnR / / yrar

— 2/ (In R* —In R)df .
0

Logo

|VEL ()| — 0 quando R — +o0.
RQ
Com isso fica verificado para n = 2.

Para dimensdo 3 iremos assumir |u(z)| < Ce =l 2 = (1,25, 23) € R As
fungoes &3 sao definidas da seguinte forma:

& (x) = () ¢x(z3) para x = (2, 23) € R®.
Temos

VERE = i[fRsR )

= @] + [@net] + i)

= [ERPIVERE + SR IVERI"
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Logo

[ wiigpar < [ [ cern(IGPIEE + 16V oy
R3 R JR2
= /06_20“”3\511{|2d:v3/ |V§%|2d:v’+/06_2ax3|V§}%|2dx3/ €22 da’
R R2 R R2
= [ cemmgpan [ |vepi
(—2R.2R) Bpr2\Br

+ / 06_2a|$3||V§113|2dx3 / €5 )% da’
(—2R,—R)U(R,2R) B

R2

R 212 9.1 R 12
< G4z [VERI"da' + Oy |VER|"das
6201R kR eZaR R
BRQ\BR (=2R,—R)U(R,2R)

Dai

/ lul?|€|?dr — 0 quando R — o0,

R3
o que conclui a demonstracao do teorema. [ ]

A seguir forneceremos uma prova para a Conjectura (B) em dimensao 1 e 2.

Teorema 1.1.2 Suponha ¢(x) > 0 para todo x € R™. Entao qualquer fun¢ao u €
C?(R™) tal que pu € limitada em R™ e satisfaz V . (p*Vu) = >0 (0%uy,)s;, = 0 €
necessariamente constante.

Demonstracgao: Multiplicando > (¢*uy,)s; = 0 por (§g)*u, {p € C(R™) tal
que £g = 1 em Bp, e integrando em R", temos

0=3" [ (@ ue s

16
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Integrando por partes

0 = _Z/ ((€r)*0) 2, 97U, d
i=1 /R"
= - Z/ <2€R<€R)miu902um + (fR)QSDQUi)dx
i=1 Y R”

= 2| Epue’Vég-Vu dr — / (€r)* 0% Vul*dz.
R n

Segue que

[ @remarar = =2 [ engtven vuda
n Rn

< 2/ |ErReVul|upVER|dx

Por Holder

/n(53)2<p2|Vu]2dx <2 </n \§R¢Vu|2d:c> ’ (/n |u<pV§R|2d:c) i

Isso implica que
[ @nreimabas < [ uepienas.

Sendo uy limitado em R"™, existe uma constante C' > 0 tal que
/ ©*|Vul|*dx §/ (Er)*Q?|VulPdr < C/ |VEr|*da.
BR R?’L n

Para n = 1, tomemos (g = &} e, para n = 2, {g = 4. Assim, fazendo R — o0,

obtemos
/ ©*|Vul*dz = 0.

Logo Vu = 0 em Bpg,assim podemos concluir que u é constante em R" paran = 1, 2.
|

Finalmente apresentaremos um contra-exemplo para a Conjectura (A) em di-
mensao n > 7.
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Proposicao 1.1.2 Para n > 7, existe um potencial V' limitado e suave tal que
(A 4+ V)u = 0 possui solugao limitada que muda de sinal e solug¢do positiva, isto €,

A (R?) = 0.

Demonstragao: Considere a fungao u(z) = (1 + |z|?) %21, s1 > 1/2. Temos u

limitado, pois

I X1
uz) = ———m— < — <1,
@ = Ty < ] <

e obviamente v muda de sinal.
Além disso,

n

Au = [=2s1(1+ [u) ™ e + (L4 [2P) e, + ) [F2s1(1+ [uf) ™ e,
1=2

= 451+ D)1+ |22 2ea? — sy (L + [a?) ™y — 289 (1 + [af?) 7y

+ 24(51 +1)(1+ |z) 5 222? — 25, (1 + |2]?) oy

1=2

(L+ |2[*)~*ran (1+ |=[*) 1 (L+ |=[*) 1

|z|? — 45, — 2ns

= 4(s; +1)s
(s1+1)s1 (1+ |z[2)? 1+ |z| EEEE
U U u
= 4(s;+1)sg——|x|* —4sy———— — 2ns;————
N P S P S P
e portanto,
Au A(sy+ 1)sy|z]? 484 2ns
u (1+|z]?)? T+ z|2 14 |z)?

4(sy+ V)silz]>  2(n+2)s1  4(s1+1)sy 4(s1+1)sy

(L) T+ T (L) (2P

4(s1+ Dsi(1+1]z)?)  2(n+2)s1  4(s1+1)sy

(1 + [a]?)? L faf o (1 |2[?)?

4(51 + 1)81 _ 2(n -+ 2)81 — 4(81 -+ 1)81
(1 + [x[?)? 1+ [af? '

18
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Defina

4(81 + 1)81 2(77, + 2)81 — 4(81 —+ 1)81
(1 + |=[?)? 14 [zf? '
Assim, temos que (A + V)u =0, com u<x) = (1 + |I|2)_51$1.

V(z) =

Agora, considerando ¢(z) = (1 + |z|*)—sq, s2 > 0, temos

n

Ap = Z[—232(1+|x|2)_52_1xi]zi

Segue que

Ap  A(sa+ D)solz*  2nsy
N C R F E R FTE

A(s2 + D)salz[>  2nsy 4(sy+1)sy  4(sy +1)sy

(L4 fz?)2 e (222 (1 |2?)?

4(sg+1)se  2nsg —4(s + 1)s9

(1 + [f?)? L+ [af?

Seja
A(sg+1)sy = 2nsy —4(se + 1)s9
(14 |z[?)? 1+ |z

Assim, temos (A + W)y = 0, com ¢(z) = (1 + |z|*)—ss. Pela Proposicio [1.1.1]
temos que A (R", W) = 0.

W) =

Se s1 =1/2 e sy =n — 2/4, teremos

3 n—1
R (AN
n+2 n—2)?
(n—2) (n—2)"
Wz) — ( 4 > 4

At P2 1teP

Tomando s; < sy e n — 1 < (n — 2)?/4, isto é, n > 7, obtemos V < W. Conse-
quentemente 0 = A\ (R™, W) < A (R™", V) <0. Logo A\;(R", V) =0 paran > 7. Em
outras palavras, (A + V)u = 0 possui solugao positiva para n > 7. [
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Agora mostraremos que a Conjectura (B) também nao ¢é satisfeita para n > 7.

Proposigao 1.1.3 Se n > 7, existe uma funcio ¢ > 0 de classe C* em R™ e uma
solugdo nao constante para V . (¢*Vv) =0 com pv limitada.

Demonstragao: Seja A;(R") = 0. Pela Proposi¢ao existe ¢ > 0 com Ly =0
e sendo n > 7, existe uma u com Lu = 0 que muda de sinal. Seja v = u/¢p, temos

n

V-((,DQVU> = Z(@QU%)%

i=1

= i (¢2u$i(p - u@m)

2
i=1 ¢

n
= § ,ule‘z(vp — Uz,
=1

= pAu—ulAp+ Vup —Veu=D0.
Portanto, se a Conjectura (B) fosse satisfeita para n > 7, teriamos v constante e,
consequentemente, v nao mudaria de sinal. Isso contradiria nossa suposic¢ao. [ ]
1.2 Conjectura de De Giorgi para n = 2

Nesta se¢ao, nosso intuito é mostrar que a conjectura De Giorgi é de fato verdade
em dimensao 2.

Teorema 1.2.1 Seja F' € C*(R). Suponha u uma solugio inteira e limitado de
Au— F'(u(z)) =0 para z = (z1,29) € R%

tal que Ou/Oxy > 0 em todo R%. Entdaou € da forma u(x) = g(ax, +bxs), para g €
C?*(R) com a,b constantes apropriadas.
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Demonstragao: Se u ¢ uma solugio inteira e limitada de Au = F'(u) = u® — u,

entao u € C*(R?) e
0 = (Au-Fu),,

= (Usiz))os + (Uasas )zn — F (1) tha,

= (Usy)arzy T (Uay)zgmy — F(0)tg,

= Aug, — F"(u)uy,
Isto é, se u satisfaz Au = F’(u), entao u,, é solu¢do da equagao

A+V(z)=0 para z € R? (1.14)

onde —V (z) = F"(u(z)) = 3u(z)* — 1 é suave e limitado.

Note que podemos assumir u,, > 0 em R?, pois se u,,(y) = 0 para algum y € R?
tomariamos uma bola Bg(y) centrada em y de raio R > 0, pela desigualdade de
Harnack u,, = 0 em Bgr(y) sendo R arbitrario teriamos u,, em todo R?. Assim
existiria g € C%*(R) tal que u(x) = g(x1).

E facil ver que qualquer direcdo v € S' do plano, a derivada direcional du/Ov
satisfaz a equacao

ou ” ou
AZE = P (u(a) 5" =

£y 0.

Sabendo que o gradiente de u no ponto y é perpendicular & superficie de nivel
de u que passa por esse ponto, em outras palavras, Vu ¢ perpendicular ao vetor
velocidade no ponto y (ver [1I] p. 140-141). Entéo para valor v; e algum ponto
y € R? podemos ecolher um vy tal que v = (vy,15) e v - Vu(y) = 0.

Seja p(z) = v-Vu(z) para todo z € R Temos u,, > 0 solu¢io da equagao (1.14)
entdo, pela Proposicao temos A (R™) = 0. Pelo Teorema em dimensao 2,

concluimos que ¢ nao muda de sinal, entao

¢(y) = min p(z) = 0.
z€ER2

Pela desigualdade de Harnack ¢ = 0 em R2. Logo u é constante ao longo da direcao
v, seja n = (n1,m2) € S* ortogonal a v. Segue que

u(x) = g(mar + 1n222),
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para uma certa funcio g € C?*(R). ]

Com o objetivo de provar o Teorema 1.2.2 daqui por diante assumiremos F' €
C?*(R) uma funcao nao negativa tal que F'(+1) = 0 e F”(+1) > p > 0 para alguma
constante p e u solugao inteira de

Au— F'(u) =0
tal que u(z’, x,) converge para +1 uniformemente quando x,, — +o0.
Para a prova do Lema |1.2.1] a seguir usaremos o seguinte resultado:

Teorema (ver [13]) Seja F € C*(R) uma fungao nao negativa e u € C*(R") uma
solugao inteira e limitada da equagao

Au— F'(u) = 0.

Entao
|Vu(z)|* < 2F(u(z)) para cada x € R"™.

Lema 1.2.1 Se existe o € R™ tal que F(u(zg)) = 0, entdo u € constante.

Demonstragao: Seja a = u(xg), definamos A = {z € R™u(r) = a}. Iremos
mostrar que A = R" precedendo da seguinde forma. Sendo R"™ um conjunto conexo,
com isso, os tnicos subconjuntos simultaneamentes abertos e fechados em R™ sao ()
e o proprio R". Entao, sendo A nao vazio e fechado (pois u é uma fungao continua
e A=wu"'(a)), nos resta provar que A é aberto.

Seja u(x1) = a, por FF > 0 e F(a) = 0 temos que a é um ponto de minimo
local, entdo F'(a) =0 e F"(a) > 0. Sendo F” continua podemos tomar um § > 0
de tal forma que F' seja convexa no intevalo [a — §,a + 6]. Com isso obtemos as

desigualdades (1.15)) e ((1.16).

F(s(a4+6)+ (1 —s)a) < sF(a+0)+ (1 —s)F(a) para s € [0,1]. (1.15)

Dai
F(s0+a) < sF(a+9),
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tomando t = sd + a, obtemos

Ft) < (t-@@ para t € [a,a + 6.
F(s(a—6)+ (1 =s)a) <sF(a—906)+ (1 —s)F(a) paras e [0,1]. (1.16)

Procedendo de forma analoga, podemos obter
F(a—9)
4]
Por e podemos tomar um C' > 0 tal que

F(t) < C(t —a)® parat€[a—6,a+)

F(t) < (a—t) para t € [a — 9, al.

Agora seja w € R" e |w| = 1 tomado arbitrariamente, definamos
o(t) = u(zy + tw) —u(xy) para |t| <e,
tal que u(zy +tw) C [a — 6,a + §].

Note que
. ot+h)—¢(h)
/ — J—
¢(t) = lim= ;
L — u(zy + tw + hw) — u(zy + tw)
- h—0 B h ’
0
= a—:;(xl + tw)
Logo
/ 2 au ? 2
@) = |5 (@ +tw)| < [Vu(e +tw)]

Por outro lado
F(u(r; + tw) < C(u(x; +tw) — a)® = C|o(t)|*.
Pelo Teorema enunciado anteriormente, temos
@' ()" < 2C|(1)]*.

Sendo ¢(0) = 0 temos pelo Lema que ¢ = 0 para |t| < e. Logo u = a na bola
B(x,€), segue que B(x1,¢€) C A.
|
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Lema 1.2.2 5971; > 0 para todo x € R™.

Demonstragao: Por hipotese F”(+1) > p > 0, entdo seja 3 > ¢ > 0 suficiente-
mente pequeno de tal forma que

F"(u(z)) > g para — 1 <u(z)<—-1+9d ou 1 -6 <u(x)<l.

E pelo fato de u(z’,z,) — %1 uniformemente quando z, — +o0, podemos tomar
M; > 0 tal que

T, >M = 1-d<u(r)<l1

T, < —M; = —l<u(x)<-149§
Afirmacgao 1: Temos K :=sup, _,, w(2',z,) <1, z € R™.

Se nao fosse verdade, existiria uma sequéncia {u'}; tal que

lim u(2') =1 com — M; <z’ < M.

1—00

Definamos u'(z) = u(x + z') para todo x € R™, temos u’ solugao inteira de Au —
F'(u) =0 e |u'| < 1 para todo ¢ € N. Entao existe uma subsequéncia de {u'}; que
continuaremos denotando por {u'}; tal que

u' — u>® em C?*(R™).
Com u™ solugao inteira de Au — F'(u) = 0 e u™(0) = lim; . u(z') = 1, logo
F(u*(0)) = 0 segue pelo Lema que u* = 1 em R™. Contradi¢do, pois para
T, < —2M,; implica em z,, + !, < —M,. Entao
u'(r) =u(r +2') < —1+0 para x, < —2M;.
Sendo u™(z) = lim; ., u’(x), temos
u>®(x) < —140 para z, < —2M,.
Agora escolhamos My > M; de tal forma que u(z’, z,) > K para x,, > 2Ms— M.

Dado A\ € R qualquer, definamos

uy(r) = u(x',2\ — z,) para z € R" e Rf ={z = (2',2,) € Rz, > \}.

Afirmagao 2: Se A > My, entao uy(x) < u(z) para z € Ry.
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Note que se z,, > 2\ — M, temos
$n>2M2—M1 € 2)\—$n§M1

Logo uy (', z,) < u(2’,z,), assim fica necessario apenas verificar para x € Sy =
{r e R"; A\ < x, <2\ — M;}. Para x € S, temos

l-d<u(x)<l e 1—-0<uy(z) <l

Pelo teorema do valor médio de Lagrange, existe um ¢, entre uy(z) e u(x) tal que

F'(ur(z)) = F'(u(z))

ux(x) — u(x) = Fle) >

v | =

Seja Cy\(z) = F"(¢c;) e wa(x) = up(x) — u(z), teremos
AU})\ — C,\(a:)wA.

Pela limitagao de u(z) e o principio do maximo (modificado para uma faixa infinita),
podemos afirmar que

wy(z) < supwy(z) para z € S).
Sy

Note que, se x, = A implicard em wuy(2', x,) = u(2’, z,), consequentemente w,(x) =
0. Da mesma forma se z,, = 2\ — M, teremos x,, > 2M, — M; e 2\ — z,, = Mj,
segue que

w@' z,) > K e uy(2,x,) < K.

Logo
sup  wy(z) = sup ux(z)+ sup —u(x)
Tp=2\—M; Tp=2\—M; Tp=2\—M;
= sup  ux(r)— inf u(z
a:n:Q)BMl (@) Tn=2A—M; ()
= K-K=0
Com as verificagdes acima, podemos afirmar que supyg, wr(r) = 0. Portanto

ur(z) < u(z) em RY.
Afirmagao 3: A :=inf{\ € R;uy(z) <u(z) para z € R} } = —o0.

Suponha que a afirmagao nao seja verdade, isto é, A é um ntmero finito. Entao,
existe sequéncias {\;}; e {z'}; tal que \; < A, lim; .o A\; = A e pontos z* € R,
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Conjectura de De Giorgi para n = 2 CAPITULO 1

com wuy,(z°) > u(z?) para i € N. E facil ver que |2¢| < M; para todo i € N, entdo
podemos extrair uma subsequéncia, que continuaremos denotando por {z’};, que
converge para z,°. Definamos:

u'(z) = u((2") +2',2,) para = (2/,2,) € R",

onde u converge para algum u™ em C?_(R™) e é solugao da equagao Au— F'(u) = 0,

loc
x € R". Além disso, temos

uX (0", zp0) > u™(0', 22°), onde zp° > A,

rn

onde 0/ ¢é a origem de R"7!, e

Ou <0, sezd® =A.

oz, "
Por outro lado, por definicdo de A temos u$(z) < u™(z) para € Rf. Sendo
up(z) # u™(x), devemos ter up(z) < u™(z) para € R} e pelo Lema de Hopf (ver
[Evans, L. C.] - pag 330) 0u>/dz, < 0 se x, = A. Isso é uma contradi¢ao, uma vez
que z2° > A. Com isso fica verifcado a Afirmagao 3 e assim terminamos a prova do

Lema [1.2.2

Lema 1.2.3 Euxistem constantes a, ¢ tal que —1 < u(z) < —1 + ce®™ para x,, < 0
el —ce * <u(zr) <1 para x, > 0. Além disso, |Vu(x)| < ce”*™ para x € R™.

Demonstragao: Apenas consideremos o caso x,, > 0 (O caso para x, ¢ similar).
Temos 1 — 0 < u(x) < 1 para x, > M, entao

Flu(x)) — F'(1) _ F'(u(z))

u(z) —1 Cou(r) -1

= F"(c;) >
para algum ¢, € (u(x),1). Seja w(z) := 1 — u(x), teremos

Aw—ngA(l—u)—%(l—u):—Au—i—F’(u):O

e 0 <w(x) <0 para x,, > M;.

Agora sejam = = (2, z,,) com x, > 0e A, = Bs, (p)\B.,(p), onde p = (2, 3z,)
e Bgr(p) é a bola centrada em p com raio R. Para a > 0, definamos a funcao teste

©(2) = §(e B pemalr=m)y para 2 € A,
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Conjectura de De Giorgi para n = 2 CAPITULO 1

onde r = |z — p| é a distancia de z & p. Veja que

n

Ap(z) = D [5(eGm) femalrmen))

i=1

= — (O n—T Q —Q(r—2x Q
- 2[56 (B );(Zz‘_pi)_(se ( ");(Zz'—Pi)]zi

i=1

2

n 2
_ 256—04(31:”—7")% + 5€—a(3mn—r)a_2(zi . pz)2 . 56—0[(7’—:10”)% + 56—a(r—xn)a_(zi o
r r

: r 72
=1

— 56—(1(39:”—7")% + 5e—a(3xn—r)a2 _ 56—04(1”—171)% 4 5e—a(r—xn)a2

Segue que

no nao
Ap(z) — g%(Z) = e oBrnr) <a2 + e g) 4 deolr=en) <a2 + e g) :

Note que podemos tomar « suficientemente pequeno de tal forma que

Alp —w)(z) = Slp—w)(=) <0.

Para z € 0A,,, temos p(z) = de 2% + §, logo ¢(z) — w(z) para z € OA,,. Pelo
Teorema temos

e e
inf(p —w) > inf (p —w)

Tn Tn

Concluimos que ¢(z) — w(z) > 0 para z € A,,. Agora seja f : [z,,3z,] — R
definida por f(t) = §(e=®Bmn=t) 4 e=alt=2n)) temos

fl(t) — 505(6*(1(3$n*t) _ efa(tfxn))

f”(?f) _ 5a2(e—a(3xn—t) + €_a(t_aj")).

Logo t = 2x,, é o ponto de minimo, ¢ claro que podemos tomar um ¢ > 0 tal que
f(t) < cem**. Com isso podemos afirmar que

1 —u(z) =w(z) <p(z) <ce* para z € A,,.

Portanto
1 —ce ™ <wu(zr) para x, > 0.
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A estimativa do gradiente resulta da teoria cléssica das equacoes elipticas. ]

Por fim a prova do Teorema [1.2.2]

Teorema 1.2.2 Seja F' € C?*(R) uma fun¢io nio negativa com F(£1) = 1 e
F"(£1) > p > 0. Suponha u uma solugao de

Au—F'(u(z)) =0 para z=(2',z,)€R"
e u(z',x,) converge uniformemente para £1 quando x,, — +oco. Entao,

a) Para todo x € R™, 8% >0 e |[Vu(z)] < Ce™®l onde C e o sio constantes
positivas.

b) Se a dimensao €2 ou 3, entio u é necessariamente da forma u(z',x,) = g(x,),
onde g(t) € solugao da equagao

g'(t)y=F'(g9(t)) e im g(t)==+1 para teR.

Demonstracao: O item (a) fica verificado pelos Lemas e

Ja o item (b), dado zy € R™, sabemos que Vu(zy) é perpendicular a superficie
de nivel que passa por xg, entdo tomando o vetor velocidade v = (v, v,,) no ponto
xg, temos v - Vu(xg). Seja ¢(x) = v - Vu(x) para todo R", temos

()] = |v- Vu(z)|.
Por Cauchy-Shwarz

o(2)] = [v][Vu(z)]
Tomando |v] = 1, segue pelo Lema [1.2.3]

|p(z)] < Cemelenl,

Note que ¢ ¢é solugao da equagao

Ap(x) +V(z)p(z) =0 em R, (1.17)
onde V(xz) = —F"(u(z)) é suave e limitada. Sendo % > 0 também solucao da
equagdo [1.17 pela Proposi¢ao [L.1.1 A\(R", V) = 0 e pelo Teorema [1.1.1] podemos
afirmar que ¢ nao muda de sinal para n = 2 e n = 3, entao podemos definir
¢ de tal forma que p(xy) = mingegrn p(z), segue pela desigualdade de Harnack

o(z) = 0 em todo R™. Portanto u é constante ao longo da dire¢ao v. Lembrando
que lim,, 1 u(2’,z,) = £1 uniformente, temos v, = 0. Sendo x( arbitrario, segue
que u(z2’, x,) = g(x,) para um certo g € C*(R). u
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Capitulo 2

A conjectura de De Giorgi em
dimensao 3

Ao longo deste capitulo assumiremos F' € C?(R), u limitado e solu¢ao da equagao
Au — F'(u) = 0 satisfazendo 0,x = du/dx, > 0 em R".

2.1 Estimativa de Energia

Nesta secao provaremos a Conjectura de De Giorgi em dimensao 3, procedendo
como na prova dada no Capitulo 1. Ou seja, temos o objetivo de provar que o; =
O;u/03u é constante para ¢ = 1,2. Isso vai ser obtido através de um resultado tipo
Lioville (Proposicao 2.1.1). O Teorema 2.1.1(Estimativa de Energia) é o resultado
chave que nos permitira aplicar a Proposi¢ao 2.1.1.

Primeiro, estabelecemos alguns limites simples e regularidade para u. Vejamos
que u ¢ de classe C'(R™) e Vu ¢ limitada em R", isto &,

|Vu| € L*=(R").

Temos u e F'(u) limitados em R™, com isso u e F’(u) pertencem ao espago LP(Bar(y))
paray € R" e 1 < p < 0o. Segue do Teorema

lullw2e(Brw) < CUlullorBarw) + 1F | 2o (Borw));

com C' independente de y. Agora usando o Teorema com k = 2 e p suficien-
temente grande de modo que p > n, temos

W*P(Br(p)) = C"*(Br(y))-
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Estimativa de Energia CAPITULO 2

assim fica verificado que u € C'(R") e |Vu| € L®(R").

Agora verificaremos que u € W3P(R") para todo 1 < p < co. Em particular
note que u € C**(Bg(y)).
Pela igualdade Au = F’(u) podemos concluir que u € C?(R") e pela imersao

C'(Bar(y)) — C*(Bar(y))
que u € C*(Bagr(y)), segue que F'(u) € C*(Bsr(y)). Aplicando o Teorema

obtemos
ue C**(Br(y)).

Sendo F” continuo e u, Vu limitados, temos F”(u)du € L*(R") C L} (R") para
todo 1 < p < c0. Sendo
Adyu — F"(u)du = 0,

podemos concluir que VVlif(R”) Segue que u € I/Vl?(’)f(R") para todo 1 < p < oo.

Teorema 2.1.1 Seja u limitada e solugcao de
Au—F'(u)=0 em R",
onde F é uma funcgdo de classe C*(R™). Suponha que

do,u>0 em R" e hr& u(z',x,) =1 para todo =’ € R" 1.

Para cada R > 1, seja B = {|z| < R}. Entao,

1
Bgr
para alguma constante C' independente de R.
Demonstracgao: Considere as fungoes
u'(z) = u(r',z, +1t), com z€R" e teR.

Para cada t, temos
Aut — F'(u') = 0 em R",

|u'| + |[vul] < C em R™

30



Estimativa de Energia CAPITULO 2

Note também que
lim u(z) =1 paratodo z € R".

t—-4o00

Denotando por dyu'(x) a derivada de u' com respeito a ¢, temos

o' (x) = Opu(a’, z, +t) > 0 para todo = € R".

Afirmagao: lim;_, = Egr(u’) = 0.

De fato, temos lim;_, - F(u') — F(1) = 0, pois F é continua. Pelo Teorema da
convergencia dominada de Lebesgue, temos

lim [ {F(a') - F(1)} =0.

t——+o0 Br
Também temos
0 = Au'— F'(u')
= (u' = DAU — (u' — 1) F'(u)

- ng_qum_/(w—DFW%m

Br

¢
= —/ vu' - vu'dr + / a—u(ut —1)do — / (u' — 1) F'(u")dz
Br Br

oBr 9V

Entao

/ |vu!|dz = / (u' — Dvvuldo — / (u' — 1) F'(u")dz.
Br OBRr Br

Novamente pelo Teorema da convergencia dominada de Lebesgue, obtemos

lim |Vu'|dx = 0.
t—+o00 Br

Assim fica verificado a Afirmacao.

Agora calcularemos a derivada de Ex(u') com relagao a t.
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Estimativa de Energia CAPITULO 2

O Er(ul) = 9, /BR {%WW +F(u) — F(l)} dx

= / Vut‘v(atut)dx—i-/ F'(u")oyu'dx
Br

Br

t
_ / Py / Dy At + / F(u)dyide
15} Br

Br ov Br

out
- 2L Dyutdor
/aBR ay tU Ao

Sendo |vVu!| limitado e dyu’ > 0 ambos em R", podemos tomar uma constante
C > 0 tal que

]@E’R(ut)] S C 8tutda,
OBRr

em particular 0, Fg(u’) > —C ou'tdo.

Para cada T" > 0, pelo teorema Fundamental do Céalculo

En(u) = En(u®) - /0 Oy En(ul)dt

IN

Er(u®) + C/ Ow'dodx
o JoBg

T
- ER(uT)+C’/ / ow'dtdo
O0BRr J0

= Ep(u")+C (u' — u)do
0Bg

IN

ER(UT) + 01/ do

OBr

= Er(u?) + Cinw, R" L.
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Seja C' = Cinw, "1 e fazendo T — +o00, obtemos a estimativa desejada
Egr(u) < CR™ .
n

o0

© (R™) uma fungdo positiva. Suponha que o €

Proposicao 2.1.1 Seja ¢ € L
HL (R") satisfaz

loc

oV .(¢’Vo) >0 em R" (2.1)

no sentido de distribuigcao, para cada R > 1, assuma que
/ (p0)? < CR?, (2.2)
Br

para alguma constante C independente de R. Entao o € constante.

Demonstragao: Seja l: Rt — R de classe C® tal que 0 <1 <1le

1, se 0<t<1
l(t)_{o, set > 2

Para R > 1, seja
Er(z) =1 (%) para z € R™.

Multiplicando (2.1 por £z* e integrando por parte em R”, obtemos

/5R2902|V0|2 < —2/§R¢20V§R'VU

- 11/2 ¢ 1/2
[ arerer| | [ so%%vsRF]
LJ R<|z|<2R

IN
N

- 11/2 ¢ 1/2
<a[ arewer] [k <w>2]
LJ R<|z|<2R

Usando a hipdtese (2.2)), obtemos

1/2
[etvo <c [ / swwﬂ , (2.3)
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Estimativa de Energia CAPITULO 2

com C independente de R. Isto implica que [ &p*¢?|Vo|? < C e fazendo R — +o0,

temos
/ O’|vel* < C.

Note que o lado direito da desigualdade ([2.3) tende para 0 quando R — +o0, logo

/ A2|Vol? = 0.

Com isso podemos concluir que o é constante. [ ]

Finalmente a prova da conjectura de De Giorgi em dimensao 3, usando a estima-
tiva de energia do Teorema[2.1.1] que nos permitira aplicar o resultado tipo Lioville
para a equagao V. (¢*Vo;) = 0, onde ¢ = d,u, o; = du/O,u.

Teorema 2.1.2 Seja u limitada e solugao de
Au—F'(u)=0 em R?
satisfazendo

dsu>0 em R® e lim w(2’,23) = £1 para todo z' € R2.

r3—too
Assuma F € C%(R) e que
F >min{F(-1),F(1)} em (-1,1)

Entdo os conjuntos de niveis de u sao planos, isto €, existem a € R e g € C*(R)
tais que
u(z) = g(a-x) para todo = € R>.

Demonstragao: Tomando ¢ = Osu, 0; = d;u/d3u para i = 1,2, temos

83uV8iu — &uV@gu
? '

¢Wm=¢<
Segue que

V. (¢*Vo;) = 03uldiu — d;uldsu
= O3ulAdju — QulAdsu — F"(u)05ud;u + F" (u)dsud;u
= Osu(Adu — F"(u)0ju) — O;u(Adsu — F"(u)0su) =0
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Nosso objetivo é aplicar a Proposigao E para isso ser possivel é necessério
verificar que

/ (po;)? = / (Ou)* < CR?, (2.4)
para R > 1 e C' independente de R.

Por hipétese F' > min{F(—1), F(1)} em (—1,1). Suponha primeiramente que
F(1) =min{F(—1), F(1)}, nesse caso

F(u)— F(1) >0 em R
Agora, aplicando o Teorema em n = 3, concluimos que

1 1 1
-/ o2 < -/ Tul? g/ {-yme(u) —F(l)} < CR
2 /B, 2 /B, B (2

O mesmo concluimos para o caso que F(—1) = min{F(—1), F(1)}, apenas devemos
substituir u(z’, x,) por —u(z’,—x,) e F(u) por F(—u). Portanto fica verificado
. Logo pela Proposicao , temos que o; é constante, em outras palavras,
diu = ¢;0,u para alguma constante ¢;, i = 1,2. Com isso temos

Vu = (e, o, 1)0pu.

Isso implica que os conjuntos de niveis de u sdo planos ortogonais a a = (cy, ¢z, 1).
|

2.2 Conjectura de De Giorgi para n = 3

Nesta se¢ao nosso objetivo é provar a Conjectura de De Giorgi para n = 3
apresentado em [6]. Ou seja, ndo assumiremos que

u(zr) — +1 quando x3 — fo0.
Isto ¢, queremos provar o seguinte Teorema.
Teorema 2.2.1 Seja u limitado e solugcao de
Au—F'(u)=0 em R?

satisfazendo
Osu>0 em R3

35



Conjectura de De Giorgi para n = 3 CAPITULO 2

Assuma F € C%(R) e que
F > min{F(m), F(M)} em (m,M)

para cada par de nimeros reais m < M satisfazendo F'(m) = F'(M) =0, F"(m) >
0 e F”(M) > 0. Entio os conjuntos de nivel de u sao planos, isto é, existe a € R?
e g € C*(R) tal que

u(z) = g(a-x) para todo x € R>.

O resultado acima aplica-se ao caso F'(u) = u® — u.

Como na segao anterior, precisamos estabelecer a estimativa de energia Er(u) <
CR?. Na definigdo de Egr(u) substituiremos o termo F(1) da segdo anterior por
F(supu).

Podemos notar que ha uma dificuldade em verificar

lim ER(Ut) =0

t—+o0

desde que nao se assuma lim,, . u(z’, x3) = sup u. Assim, consideremos a funcao

a@') = lim_u(@',zs)

que ¢ solugao da equagao Au — F'(u) = 0 em R

Usando o método desenvolvido por Berestycki, Caffarelli e Nirenberg em [5] estabelecemos
uma propriedade de estabilidade para @ que implicara que u é realmente uma solugao
dependendo apenas de uma variavel. Como consequéncia obtemos que a energia de
u em uma bola em dimensao 2 de raio R é limitado por C'R e assim teremos

lim sup Fr(u') < CR?.

t—+00

Comecamos com um Lema que indica a propriedade da estabilidade de u e suas
consequéncias.

Lema 2.2.1 Seja F € C*(R) e u limitada e solugio de Au — F'(u) = 0 em R"
satisfazendo O,u > 0 em R™. Entdo, a fung¢ao

w(x') = lim wu(2',x3) (2.5)

Tp—+00
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€ limitada e solucao de
At — F'(u) =0 em R"* (2.6)

e ,além disso, existe uma funcao positiva @ € VVlif(]R”_l) para cada 1 < p < oo, tal
que
Ap —F"(@)p <0 em R™L (2.7)

Como consequéncia, se n = 3, entdao u € uma funcdo que depende apenas de uma
varidvel, mais precisamente:

(a) u € igual a constante M que satisfaz F" (M) =0, ou
(b) FEziste b € R?, com |b| =1, e uma fungio h € C*(R) tal que ¥ >0 em R ¢

u=nh(b-2') para todo x' € R%

Demonstragao: O caso que @ ¢ uma solugao de A — F'(u) = 0 em R™! fica facil
verificar no momento que olharmos # como uma fungao de n variaveis, limite das
fungoes u'(2', z,) = u(2’,x, + t) quando ¢t — +oo. Assim u' — 4 uniformemente
em C! para conjuntos compactos de R™.

Para provar a existencia de ¢ > 0 satisfazendo (2.7]) usaremos que

Ohu>0 e —Adu+ F"(u)du=0. (2.8)

Afirmagao: [;, ,(|An|* — F"(@)n*)dz > 0 para todo n e CP(R™).
Multiplicando £2/9,u com & € C2°(R™) na equacao (2.8) e integrando por parte

B 260, uvVE — £2V0,u
0= )

n

Vo, u d:v+/ F'(u)&3dx

- i . _/ 52 2 / " 2
_ / Vo vEdr— | erivoalde + [ F(eds

Segue que

i / U 2 _/ 52 2
Z/RH anuvanu vE dx + nF (u)édx = ) —(8nu)2|V8nu| dx.
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Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

£2 ) 1/2 , 1/2 § , e .
2 (/R" —(anu)2|vanu| dx) < - V¢ dx) —|—/nF (w)&dx > /n W|vanu| dr.

Sabemos que a? + b? > 2ab para todo a,b € R, logo

£ 2 2 / " 2 / £ 2
> —_— . .
/n (anu)2|vanuy dx + . |VE|“dr + nF (w)&dx > ) (anu>2|vanu\ dz. (2.9)
Por 2.9 podemos concluir que
/ (|VEP + F"(u)€?)dr > 0 para todo & € C°(R™). (2.10)

Agora tomemos p > 0 e ¢, € C*(R) com 0 < ¢, <1 tal que

[ 1, em(p+1,2p+1)
V() = { 0, se(—o0,p)U(2p+2,+00)

e 0 <4y, <2. Seja & = n(a')Y,(z,), com n € C>(R™1), por , temos
| 19060 + P )0 )] d > 0

Por |[VE> = > (9:€)? e pelo Teorema de Fubini, temos

/ () 2d, / |2’ + / da’ / (42, + / Pde / F(w) ()2 diy > 0.
R Rn—1 Rn—1 R Rn—1 R

Dividindo a expressao por o, = [, (1,)*dx,, obtemos

1\2
1
/ |V77]2da:’+/ 772dx’/ (V) dxn—l—/ 772dx’—/F"(u)(1pp)2dxn >0
Rn—1 Rn—1 R Op Rn—1 Op JR

Passando o limite quando p — +o00, consequentemente x,, — +oo. Pelo fato de
F € C*(R) e u(2',x,) — u(z') uniformemente em conjuntos compactos de R,
temos

F"(u(2', x,)) — F"(u(2")),

uniformemente em conjuntos compactos de R”*. Por outro lado temos o, — +o0,
segue que

/ (|vn|? + F"(@)n*)dz’ > 0 para todo n € C>(R"1). (2.11)
Rn—1
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Assim fica verificado a Afirmacao.

A desigualdade (2.11)implica que o primeiro autovalor \¥ de —A + F”(u) na
bola By, = {2/ € R"" % |2/| < R} é ndo negativo para cada R > 1. Seja pp > 0 a
autofungdo associada ao primeiro autovalor A em B}, isto ¢,

{—ASOR + F'(w)pr = Apr em Bpg

YR = 0 sobre 0Bpg (Pr)

normalizado com ¢r(0) = 1. Note que M decrescente quando R — +oo. Segue
que F" (@) — A\ ¢ limitado, como consequéncia a desigualdade de Harnack nos da
que g sao uniformementes limitados em conjuntos compactos de R*~1. Pelas W?2?
estimativas podemos tomar uma subsequéncia de ¢ que converge em VVlif para
uma fungao positiva ¢ € W2P(R"!) para cada 1 < p, 0o, satisfazendo Ay.(u) > 0
em R 1

Agora assuma n = 3. Para cada i = 1, 2, considere a funcao

em R2

Note que o; é bem definido e temos regularidade suficiente para calcular

e portanto
=\2
oV (@2VO'Z') = &EA@ZE - (OZU) AQO
N2 N (5 (azﬂ)Q
= (0u)*F"(u) - —, b¥

_ (81‘71)2 (F”(ﬂ)g@ o Agp) >0

Note também que

/BR(SOUZ-)Z = /BR(@G)Z < /BR |Val* = —/BR F'(a)u < C,

onde ¢ é uma constante independente de R. Agora aplicando a Proposigao [2.1.1
concluimos que o; é constante, isto é,

i = cip
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para alguma constante ¢;. Se ¢; = ¢ = 0, entao u é igual a uma constante M. E
por podemos facilmente concluir que F”(M) > 0. No caso de pelo menos um
¢; for diferente de zero, entdo u é constante ao longo da diregao (cg, —c1), pois

Vu = p(c1, c2).
Assim tomando b = (c1, ¢3)/|(c1, c2)], teremos u(z") = h(b- ') em R? para alguma

fungao h. Veja que c;p = 0;ti = b/ (b- 2')ci|(c1, )| 71, logo W (b - 2') = p|(c1,e2)] > 0
em R. |

Lema 2.2.2 Seja F uma fungdo de classe C*(R).
i) Suponha que exista uma fungdo h € C?*(R) satisfazendo
" — F'(h)=0 ¢ Y >0 em R (2.12)
Seja my = infg h e my = supy h. Entao, temos

F'(my) = F'(my) =0, (2.13)
F > F(my) = F(mg) em (my,ms), (2.14)

/_+°° {%h/(S)Q + F(h(s)) — F(mQ)} ds < +o0. (2.15)

oo

it) Reciprocamente, seja my < mso e F' satisfazendo € . Entao existe
uma solugao crescente h de b — F(h) =0 em R, com lims_,_ h(s) = my e
limg oo h(8) = ma. Tal solugao € unica a menos de translagao da varidvel
mdependente s.

Demonstragao:
i) Multiplicando a equagao por —2h' e integrando, temos
—(W)? +2F(h) = ¢,
para uma certa constante c¢. Sendo h crescente, pois h' > 0, temos
lim A(s)=m; e  lim h(s) =ms.

§——00 s——400
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Com isso, temos que h converge para as fung¢oes constantes gi(s) := my e
g2(s) :== my quando s — —o0 e s — +00, respectivamente. Logo

lim A/(s) = 0.

s—+oo

Sendo —(I)? 4 2F(h) = ¢, pelos dois tltimos resultados podemos concluir que
F(my) = F(my) =c¢/2 e F(h(s)) =¢/2+ (W (s))*/2 > ¢/2. Logo

F(h(s)) > F(my) = F(mg) em (my,ms)

Agora verificaremos e Dado a < b, sejam {a,,} e {b,,} sequéncias
onde a,, = a+m e b, = b+ m. Pelo Teorema do Valor Médio, existe {¢,,}

com ¢, € (A, by,) para todo m € N tal que

W (bn) = (@)

h” ) =
(€m) P

Pela igualdade acima podemos notar que lims ., h”(s) = 0. Se em vez de
G, = a+m e b, = b+ m, tivermos a,, = a —m e b,, = b — m, concluiremos
que limg_,_ h"(s) = 0. Logo

F’(ml) = F/(mg) = 0.

Por mudanca de variavel

“+00

" IF(E)) = 2 (ma) (s)ds — /_ (I (s))2ds.

[e.9]

- V2F(t) — 2F (my)dt =

Logo
/:o {%h'<8)2 + F(h(s)) — F(mz)} ds = /:O(h’(s))2ds < (ms — m1)V2D,

onde D = sup,¢ ) F(t) = F(mg).

mi,ma2

ii) Seja m € (my, msg), definamos ¢ : (my, m2) — R por

t 1
o0 = | NICEr
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1
= V2fG) - Fim)

¢ possui inversa. Seja h : R — (my, my) a inversa de ¢, entao temos

Note que por (2.14]) ¢ esta bem definida e sendo ¢’ ()

dy,

Y 2 — h(s) 1 L s h’(y)
ounis = [ V2 = Fima) / V27 (h)) = Fma)

Segue que
s h'(y) B s
/ V20w — F) - [ 1w

Pelo o que acabamos de ver, podemos concluir que

B (y) = V2f(h(y)) — F(my) >0 em R. (2.16)
Sendo h crescente,
lim h(s)=mi e hI—P h(s) = ma.

E pela igualdade /' (y) = v/2f(h(y)) — F(mz), temos
h" — F(h) =0 em R.

Finalmente, damos a
Demonstracao do Teorema 2.2.1: Sendo Osu > 0, a prova do teorema
mostra que o Teorema ¢ estabelecido se provarmos que para cada R > 1,

temos que
/ |Vul]* < CR?,
Br

para alguma constante C' independente de R.

Sejam
m=infu e M =supu,
R3 R3
e considere as fungoes
u(z) = lim w(z',z3) e w(a)= lim wu(2 x3).
xr3——00 xr3—+00

Note que u < @, pois O,u > 0 e m = infreu e M = supg2u. Aplicando o Lema
2.2.1, se u for constante, entdo necessariamente u = M em R? F'(M) = 0 por
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M) > 0 tal como indicado no Lema. No caso (b) do Lema temos

¢ P
= h(b- ), com |b|=1. Logo

a(z)
0= AT — F'(T@) = |bPh" — F'(h) = B — F'(h).

Sendo m = infg h e M = supg h, segue pelo Lema que F'(M) = 0 e usando
que F”(M) > 0. Em todo caso, temos sempre

F'(M)=0 e F"(M)>0.
De forma anéloga verificamos com u, simplesmente substituindo u(z’, x3) por —u(z’, —z3),

e F(u) por F(—u), que
F'(m)=0 e F"(m)>0.

Por hipotese F' > {F(m), F(M)} em (m, M). Suponha que F(M) = min{F(m), F(M)}
( o outro caso ¢ verificado fazendo a mesma mudanga anterior de u e F'). Entao,
F(u) — F(M) > 0 em R3. Assim, o teorema seré provado se mostrarmos que

/B {%’v“‘z +Flu) _F(M)}da: < CR®

para cada R > 1.

Para esta verificagao, vamos proceder como na prova do Teorema [2.1.1] Ou seja,
consideramos as fungoes u'(x) = u(2’, z, +1t), x = (2/,13) € R® e t € R e a energia
de u! na bola Bp, definida por

Er(ut) = /BR {%WMP + F(u') — F(M)} dz.

Precisamos mostrar que Er(u) = Er(u’) < CR?. Note que utilizando dos mesmos
calculos, podemos obter como na prova do Teorema |[2.1.1

O Er(u') > —C o'do
dBr

Er(u) < Eg(u') + CR* para t > 0.

Pela tltima desigualdade, vemos que Er(u) < C'R? se verificarmos

limsup Eg(u') < OR?.

t—+00

43



Conjectura de De Giorgi para n = 3 CAPITULO 2

Essa desigualdade é uma consequéncia direta dos Lemas e 2.2.2(i). De
fato, usando estimativas elipticas e que u'(z) e crescente em Bp para u(z’) quando
t — 400, temos

t——+o0

lim Ep(u!) = /BR {%wa(f)ﬁ + Fa) — F(M)} dx

< CR /B ) {%Wﬂ(m'ﬂ? + F(a(a')) - F(M)} da’,

onde B = {|2'| < R}. Mas a tltima integral ¢ calculada em uma bola bidimen-
sional, logo delimitada por C'R. Sendo u uma fungao de uma tnica variavel (pelo

Lema [2.2.1)), e nesta variavel a energia é integréavel em toda a reta real, por A
prova esta concluida. [ ]
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Apéndice

A.1 Resultados Auxiliares

Neste apéndice, listamos alguns resultados importantes que sao utilizados no
decorrer do nosso trabalho.

Teorema A.1.1 ([3], Teorema 5.6) Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes de L*(§2).
Suponhamos que:

(i) fm(x)— f(z) q.t.p em Q,

(ii) existe g € L'(Q) tal que para todo n > 1, temos

|fm(2)] < g(x) q.t.p em
Entao f € LY(Q) e
lim 1 fm = fllLr@) — 0,
15to €,

/Qf(x) de = lim | f,.(x) dz.

m—00 9]

Teorema A.1.2 ([4], Teorema IV.9) Sejam (f,,) uma sequéncia de LP(Q2) e f €
LP(Q2), tais que
[fm = Fllze@) = 0.

Entao podemos extrair uma subsequéncia (fy,, ) tal que
(1) fm,(x) — f(x) qtpemQe
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(1) | fm, ()] < h(z),Yk q.t.p em Q, com h € LP(Q).

Teorema A.1.3 ([4], Proposicao II1.5) Seja E um espagco de Banach e ()
uma sequéncia em E. Se x,, — x fracamente na topologia fraca de E, entao ||x,,||
€ limitada e

el < Hmin |

Teorema A.1.4 ([4], Teorema II1.27) Sejam E um espaco de Banach reflexivo
e (xm) uma sequéncia limitada em E; entdo existe uma subsequéncia (z,,,) que
converge na topologia fraca de E.

Teorema A.1.5 ([8], Desigualdade de Poincaré) Sejam Q um aberto, limitado
e conezo de R™, com O de classe C' e 1 < p < oo. Entdo, existe uma constante
C, dependendo apenas de n,p e §2, tal que

|lu = uql|zr@) < Ol VullLr @)

para toda fungio u € WHP(Q). Em particular, sobre o espago V = {v € WHP(Q) :
ug = 0}, temos que ||Vul o) € uma norma equivalente a norma de W*'»(Q).

Teorema A.1.6 ([4], Corolario IX.14) Seja Q2 C R™ um aberto limitado de classe
Ct, com fronteira limitada, e 1 < p < co. Entao,

se  1<p<mn, entio WYP(Q)cC L’ (Q),
se p=mn, entio WW(Q)C L1Q) Vq € [p,00),
se p>n, entio WH(Q) C L>(Q)

com injecoes continuas.

Teorema A.1.7 (|[4], Teorema IX.16 (Rellich-Kondrachov) Seja 2 C R™ um
aberto limitado de classe C*. Temos:

se  1<p<mn, entio WP(Q)C LYQ) Vq € [1,p"),

se p=mn, entio WWP(Q)C L1Q) Vq € [1,00),

se p>mn, entio WP(Q)cC

com injegoes compactas.

Definigao A.1.1 Sejam X um espago de Banach, F € C*(X,R) e um conjunto de
vinculos:

S:={ue X:F(v)=0}
Suponhamos que para todo u € S, temos que F'(u) # 0. Seja J € C*X,R).
Dizemos que ¢ € R € valor critico de J sobre S se existem u € S e A € R tais que
J(u) =c e J'(u) = AF'(u). O pontou € um ponto critico de J sobre S e o nimero
real A € chamado multiplicador de Lagrande para o valor critico c.
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Teorema A.1.8 ([12], Multiplicadores de Lagrange) Sob as hipdteses e no-
tagoes da definicao acima, suponhamos que ug € S € tal que

J(ug) = inf J(u).

ues

Entao existe A € R tal que
J,(’LL()) = )\F/(Uo)

Teorema A.1.9 (J10], Teorema 8.20) Considere o operador Lu = —Au — Vu,
onde V€ L>®(R"). Se u € W'?(Q) é uma fungdo nio negativa satisfazendo no

sentido fraco:
Lu=0 em ¢,

entio para qualquer bola Bygr(y) C Q, temos

sup v < C inf wu,
Br(y) Br(y)

onde C=C(n,R).

Teorema A.1.10 (8], Desigualdade de Harnack - pag 334) Seja u > 0 de
classe C? e solucdo de
Lu=0 emU,

e suponha V-CC U conexo. Entao existe uma constante C' tal que
supu < C'inf u.
v 14
A constante C' depende apenas de V' e dos coeficientes de L.

Definicao A.1.2 Seja ¢ : U — R onde U € um aberto de um espaco de Banach
X. O funcional ¢ € Gateaux diferencidvel em u € U se existe f € X', tal que para
todo h € X,

t—0

lim %Mu +th) — o) — (f, th)] = 0

Se o limite acima existe, ele € unico e a deriwada de Gateauzr em u serd denotada
por ¢'(u), e dada por

(¢ (), h) = lim < o+ t) — o(u)]

O funcional @ tem derivada a Fréchet f € X' em u se

lim ——[p(u + h) — (u) — (f,h)] = 0.
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Teorema A.1.11 Seja 2 C R™ aberto. Entao, para todo k e para todos 0 < a <
0 <1 valem as sequintes imersoes:

CEHQ) =, CH(Q),
C«k,a(g) — . k(@,
CHP(Q) — Ck(Q).

Se Q) € limitado, entdo as duas ultimas imersoes sao compactas e se §) € convexo e
limitado, todas as trés imersoes sao compactas. Se §) € convexo, valem duas imersoes
adicionais

Ck—l—l (ﬁ) N ,Ck’l(ﬁ),

CHLQ) — | CF(Q).

sendo que a ultima € compacta se ) for também limitado.

Lema A.1.1 (J10], Lema 6.16) Seja u € C?(Q) solugio da equagio Lu = f em
um congunto aberto Q, onde f e os coeficientes do operador eliptico L sao C“(€2).
Entdo u € C**(Q).

Teorema A.1.12 ([10], Corolario 6.3) Seja Q@ C R™ um dominio limitado. Se
u € C*(Q) e f € C¥Q) satisfaz

Lu=f em (,

onde L ¢ um operador eliptico com coeficientes em C*(2), e Q' CC Q com dist(Y, 08) >
d. Entao, existe uma constante C' > 0 tal que

d|| Dul| ey + & | D?ullcory + | D?ullcaeny < Cllullo@) + | fllcw@),

onde C depende apenas da constante eliptica A e da norma C*(2) dos coeficientes

de L.

Teorema A.1.13 (J10], Teorema 9.11) Sejam Q2 C R™ um subconjunto aberto e
L um operador estritamente eliptico. Se I/Vlicp(Q) N L7 (Q), é uma solugio forte da
equagao

Lu=f em (,

onde os coeficientes de L sao continuos e limitados e f € LY (Q), entdo para qualquer
dominio Q' CC ), eziste C' = C(n,p,V, Q) tal que

ullw2r@y < Cllullze@) + | flre)-

Teorema A.1.14 (8], Teorema 6, p.270) Seja Q@ um subconjunto aberto e limi-
tado do R™, com fronteira de classe C*. Suponha que u € WHP(Q).
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(i) Se k <%, entio u € LP((2), onde % =1 _ L Além disso, temos a estimativa

1
p
[ull oy < Cllullwer @),
onde C' = C(k,p,n,) > 0.
(i) Se k> 2, entio u e C*BI71(Q), onde
p

o [;] +1-2, se
qualquer v < 1, se

nao € um inteiro

TISTIS

€ um wnteiro.
Além disso, temos a estimativa

ol ig1-1e gy < Cllulwioa
onde C = C(k,p,n,a, Q) > 0.

Lema A.1.2 Seja ¢ uma fungio de classe C*(R) com ¢(0) = 0 e suponha |¢'(t)| <
Clo(t)|] Vt € R, onde C é uma constante positiva. Entio ¢ =0 em R.

Demonstragao: Seja ty € R, pelo teorema do valor médio, existe ¢; € (0,%y) tal

o (to) — #(0)  o(to)
/ _ 925 to) — 925 0 _ (b Lo
Y =" 0 T
Com isso temos
[9(to)| < Cltolle(cr)]- (A1)

Novamente pelo teorema do valor médio, existe ¢ € (0, ¢p) tal que ¢'(¢2) = ¢(c1)/ca,
substituindo em [A.1] temos

[6(to)| < Cltoller] |’ (c2)]-

Continuando o processo, obtemos

|6(to)] < Cltoller ... - leal |6 (cna)| < C¥tollea] - .. - [enlld(ensa)]-

Sendo que ¢, — 0 quando n — oo, podemos tomar ny € N tal que |¢,| < 1 para
n > ng, logo
|6(to)] < C?Jtollea] - - - |engl1(cnya)].

Sendo C?|to|lcy| - ... - |en,| limitado e ¢(c,) — 0 quando n — oo, obtemos que

¢(t0) = 0. |
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Teorema A.1.15 (J10],Corolario 3.2 - Principio do Maximo Fraco) Seja L
um operador eliptico com dominio S limitado. Suponha que em Q, Lu >0 (< 0) e

¢ <0, comue C(Q), Entio

supu < supu’ (infu > inf u_>
Q G19) & o9

Se Lu =0 em 2, Entdo
sup |u| = sup |ul.
Q B

Teorema A.1.16 ([10],Teorema 4.6 - Estimativa Interior) Sejam Q um dominio
de R" e uw € C*(Q), f € C*(Q) tal que Au = f em Q. Entio u € C**(Q) e para
qualquer bola Bagr(y) CC Q, temos

[ullo2aBre) < Clull o Barty)) + 1 lex(Barw)s
onde C' = C(n, ).
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