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Aplicagées da Integral Tripla

2.1 Introducao

Neste capitulo faremos um estudo analogo ao que foi feito no anterior, para R?, agora trata-
remos com integrais de fungoes definidas em dominios de R3.

2.2 Integracao Tripla sobre Paralelepipedos

Sejam R = [a;,b;] x [a3,b;]  [a3,b3] um paralelepipedo retangular e f : R ¢ R®> — R uma
fungao limitada.

Consideremos as seguintes parti¢oes dos intervalos [ay,b;], [a5,b;], e [a3,b3] respectiva-
mente,

a1:x0<x1<---<xn:b1 a2:y0<y1<---<yn:b2 e a3:zo<zl<---<zn:b3,
Dividimos R em n3 sub-paralelepipedos
Rijk = [xi, xiv1]1 % [9), 9j1] % (260 2k11]:

; _ b _b-ay — 313
Sejam Ax=-L-, Ap=-2=2 e Az=--L

Escolhemos c¢;jr € R;jr e fazemos a soma de Riemann

)ﬁ
._n

n—1 n-1 n—

f(cijr)AxAyAz
0

Iy
o
=~
I

i=0 j=0

Definigdo 2.1 Se lim S, existe e ndo depende da escolha dos ¢;jx € R;jx nem da esco-
n—-o00

lha das parti¢des dos intervalos, entdo dizemos que f é integravel sobre R e que esse
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26 2.2. Integracao Tripla sobre Paralelepipedos

limite é a integral tripla de f sobre R que denotamos por

JRde ou fjﬁzf(x,y,z)dxdydz

Como no caso de integrais duplas, é possivel mostrar que

Se f : R c R® — R ¢ continua, entdo f é integréavel sobre R.

Note que se, f(x,v,2z) =1, paratodo (x,v,z) € R, entdo

Jo faV = [ [ [ f(x,9,2)dxdydz = vol(R)

n-1n-1n-1

De fato, a soma de Riemann S, = )}, Y. ) f(cijx)AxAyAz ¢ a soma dos volumes dos n’ sub-
i=0 j=0k=0

paralelepipedos formados pela partigdo. Logo:

lim S, =vol(R).

n—-oo

2.2.1 Propriedades da Integral Tripla

A integral Tripla tem propriedades andlogas as da integral dupla. As propriedades abaixo
sdao consequéncia direta das propriedades das somas e dos limites.

Sejam f, g: R — R fungoes definidas sobre um paralelepipedo R C R3. Sao validas as
seguintes propriedades:

(1) Linearidade: Se as fungdes f e g sdo integraveis sobre R, entdo quaisquer que sejam
a, peR, afuncdo af + g é integravel sobre R e

L(oszrﬁg)dV:aijdVJrﬁjRng.

(2) Se f e g saointegraveis sobre R e f(x,v) <g(x,v), Y(x,y) € R, entdo

JRde < jRng.

(3) Se R é subdividido em k sub-paralelepipedos R{, R,,...,Rx e f é integravel sobre
cada Rj, j=1,2,..,k; entdo f é integravel sobre R e

[ rav- Z [ av
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(Teorema de Fubini (em R3)) Seja f : R — R uma fungdo continua no
paralelepipedo R = [ay, b ] x [ap,b,y] % [a3,b3]. Entdo,

fRde L?l {sz{ :3f(x,y)dz} dy}dx
JALAL roef s}

Note que agora temos 6 possiveis integrais iteradas.

Exemplo 2.4 Calcular ijdV, onde f : R - R, f(x,9,2) =sin(x+y+2) e
R =0, ] x [0, ¢] x [0, 7]

Soluc¢io:

T 7T 7T
J fdv J J sin(x +y + z)dzdydx
R JO 0 0
T T

3 T T
= J —cos(x+y+z)|z:;T dydx = J J 2cos(x+y +z)dydx
Jo Jo = o Jo

T _ I
= 2sin(x+y)|y:;Z dx = f —4sin(x)dx
Jo y= 0
= 4cos(x)[§ = 4(-1-1)

-8

2.3 Integrais Triplas em Regides Mais Gerais

Analogo ao que fizemos para integrais duplas vamos considerar trés tipos de regides:
Tipo 1: W C R? diz-se uma regido do tipo 1 se pode ser descrita como
W={(x92)eR’: (xy) €D, filxy) <z<frlxy))

onde D é uma regiao elementar do plano XY, projecao de W sobre este planoe f;, /,: D - R
sdo fungoes continuas tais que f; < f;.
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Tipo 2: W C R?® ¢ uma regiao do tipo 2 se pode ser descrita como
W = {(x,y,z) eR®: (x,z)eD, gxz)<p< gz(x,z))}

onde D é projecdao de W sobre o plano XZ e g1, g» : D — R sdo fungdes continuas tais que
81 = 8-

x
r

p

3° \%:2)

A

Tipo 3: W C R? ¢ do tipo 3 se é da forma

W ={(x,9,2) €R*: (v,2) €D, h1(y,2) <x < 8:(v,2))}

onde D é projecdo de W sobre o plano YZ e hy, h, : D — R sao fung¢des continuas tais que
hy < hy.

W C R3 diz-se uma regido elementar do espago R® se W é uma regiao de qualquer um
dos tipos anteriores.

Exemplo 2.5 A regido W limitada pelo cilindro x?> + 2 = 2x com y > 0 e pelos planos
z=0e z=a, (a>0) pensada como uma regido do tipo 1
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Jxped

’ o2

D {t—if%a‘ﬁf’-
4 abo

2.4 Extensao da Integral Tripla

Seja W uma regiao elementar em R3 tal que W C R e R é um paralelepipedo. Seja f : W — R

< . . = | fxy,z) se (xy,z)eW
uma funcao continua. Defina f : R - R, f(x,9,2) = { 0 e (tpz)eW

Como no caso de fung¢ées de duas varidveis, se JW tem medida zero e se f é integravel
sobre R entdo dizemos que f é integravel sobre W e definimos:

wadv = Lfdv

Como antes, a integral ndo depende da escolha do paralelepipedo R.

Proposicdo 2.6 Seja f: W c R® — R uma fungio continua. Temos:

(A) Se W é dotipo 1, (W ={(x,p,2)€R>: (x,y) €D, fi(x,y)<z< fz(x,y)})

fa(x)
f fav :j {J- f(x,y,z)dz}dxdy
w D \Jfi(xy)

(B) Se W é do tipo 2, (W ={(x,v,2) €R3: (x,2) €D, g1(x,2) <y < gz(x,z)})

(%)
J fav :J {J f(x,y,z)dy}dxdz
w D g1(x,2)

(C) Se W édotipo3, (W =({(x,,2)€R>:(y,2) €D, hi(y,2) S x < hy(y,2)})
fw fdv = L {Ll(%z)hz(y,z)f(x,y, z)dx} dydz

Exemplo 2.7 Calcular fw zy/x2+92dV, W éos6lido limitado pelo cilindro x?+y? =
2x, comy >0 e pelos planosz=0e z=a, (a>0). Vejaoexemplo 2.5
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2.4. Extensao da Integral Tripla

Solugao:

w.| @yed 0<x<2
"1 0<z<a |l 0<y<V2x—x?

Assim, jwz\/x2+y2dV = ID (Joaz\/x2+y2dz)dA = “—;ID \/mdA.
0<0<7%

D pode ser descrito em coordenadas polares como 0<r< 2cos(6)

Dai,

J;D \x2+y2dA

% (2cos(0) 5 (2cos(0)
J Vr2rdrdo = f J r2drdo
0 0o Jo

0
2cos(0) 2 8
dG:J‘—wQWMG
o 3

71
= j —1’3
o 3 o

J;)g cos(6) (1 - sin2(6)) = g(fog cos(0)do — jz sin2(6)cos(6)d6]

0

Dai,

Exemplo 2.8 Calcular IW z2dV, W é o sélido limitado pelo cilindro x2 + yz =1ce
pelos planos z=0e z=4
Solugao:

| (x,v)eD [ o<x?+p?<i
W'{OSZ$4 b: z=0

4
J Z22dVv j (J zzdz)dA = J lz2
w p\Jo D2

J 8dA = 8-area(D) = 8m.
D

4
dA

0

Exemplo 2.9 Determinar o volume do sélido W limitado pelo cilindro x = y? e os
planosz=0ex+z=1.
Soluc¢io:
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vol(W) =

C

3}4

2

)dy
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32 2.5. Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas

2.5 Mudanca de Variaveis em Integrais Triplas

Analogo ao caso de integrais duplas, temos:

fwf(x, V,z)dxdydz = fo(x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w))|J|dudvdw

onde
dx Jx  Jx
du dv Jdw
PO U R O
d(u,v,w) ¥ o
Ju dv  Jdw
x = x(u,v,w)
é o Jacobiano da mudanca de varaveis, T:3 v = y(u,v,w) e W=T(W).
z = z(u,v,w)

Casos Particulares:

2.5.1 Coordenadas Cilindricas

As coordenadas cilindricas de um ponto (x,,z) € R? en coordenadas cartesianas sao (r, 0, z)
definidas por:

x = rcos(6)
y = rsin(0)
z = z

com r>0e 60)<60<0y+2m, paraalgum 6, € R.

A
i#

cos(0) -rsin(B) 0
O Jacobiano da transformac¢do é ] = det| sin(0) rcos(@) 0 |=r.
0 0 1

ff(x,y,z):f rdrdOdz
w W6,

Exemplo 2.10 Calcular jw(x2+y2)d V, onde W éaregido interior ao cilindro x>+y? =
1 eaesfera x?+yp?+2z2=4.
Solug¢io:

Assim, neste caso:
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|
z — o = Ja-n

&b

A

27

V4 -r?

0
<
VA
1 V41?2 21
J(x2+y2)dV = J rrdrdedz:JJ j rd0dzdr
w 0 J-va-r2Jo

r@z
Vi—r2
271J J r3dzdr = 4nf V4 —r2dr

x = rcos(0) 0 <
rsin(6) W,g, : 0 <

<
Il
IN = IA

x = z —V4-r?2 <

Va2
du = =2rdr
Fazendo u =4-712 temos r2 = 4-u
3 = —%(4—u)du
Logo,
1 31
47'([ rPVa—r2dr = 4n 7\/5(4—14)6114
0 4
3 1 4 1 3
= —ZTZJ uz(4- u)du_an (4u7—u5)du
4 3
5 2 s\ 256 443
= 2n(4 —u2——u2) _ = o228 24NS
57 )5 15 5

Exemplo 2.11 Calcular j \/x2+y dV, onde W ¢é a regiao limitada por
z=x*+y*-4 e z=4-x*-y2
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x = rcos(0) 0 <6 < 2n
y = rsin(0) x2+3z2 =r? W, : 0<r<2
x = z P-4 <z<4-

2 21 pdr? 2 21
j \X2+p2dV = J f Vi2.rdzdOdr :j J 72(4—r2—r2+4)d9dr
W 0 Jo Jr-a 0o Jo

2 3 52

4r r 256

= 2 812 —2r*)dr = 4An|— - — i
T(J;)(T 7’)1’ 7'((3 5) 157'(

0

2.5.2 Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas de um ponto (x,y,z) € R3, em coordenadas cartesianas, sdo (p,90)

definidas por:

x = psin(¢})cos(0) p >0
y = psin(¢)sin(0) com 0y < 0 < 0g+2m
z = pcos(¢) 0<¢=<m

p mede a distdncia do ponto P a origem (.. p > 0). 6 é como nas coordenadas cilindricas,
entdo podemos encontrar sua variagao na projecao de W sobre o plano XY. ¢ é o dngulo

entre o eixo positivo Z, (¢ = 0) e a semirreta oP (0< ¢ <m).

i.r\

"« -a;} ,
- *
— -
-
o)

o

LA

O Jacobiano da mudancga de coordenas é:

A(x,9,2) sin(¢)cos(6) pcos(¢p)cos(0) —psin(¢p)sin(0)
] = 0,6,0) : ’6) = det| sin(¢)sin(0) pcos(¢p)sin(0) psin(¢p)cos(O)
o cos(¢) —psin(¢) 0

] = pzsin3(q5)s1n( )+pzsin((j))cosz((j))cosz(e)+pzsin((j))cosz((j))sinz(e)+pzsin3(q'))cosz(9)
= pzsins((j))(sm (6) + cos*(6 )+pzsin(¢)cos2(¢)(cosz(6)+sin2(6))

)
= p2sin(q,‘))(sm ) + cos® )
= p’sin(¢).



Capitulo 2. Integrais Triplas

Note também que :
49?422 = p?sin®(¢p)cos?(0) + p?sin®(P)sin®(0) + p? cos?(¢p)
= p? sinz((j))(cosz(e)+sin2(9))+p2cosz(¢)
= p*sin®(¢p) + p*cos’(¢p) = p? (sinz(qf))+cosz(¢))

= p2

x?+y?+22=p?

Assim,

[y f (o9, 2)dxdydz = [ f(p, b, 0)p?sin(¢p)dpd pdO

Exemplo 2.12 Calcular Jw(x2 +y2+2%)dV, sendo W a regido limitada superior-

mente pela esfera x*> + 92 + 2% = 16 e inferiormente pelo cone z = \/x2 +p2.
Solugido:

0 < 0 < 2m
Em coordenadas esféricas:  Wygpg:q 0 < p < 4
0 < ¢ < 7§

Logo,

27
J- (> +9?+22)dV = j J f -p?sin(¢)dOdpdp = 27Tf I p*sin(p)dpdd
w

= 27(J; p?sm((f)) d(j) = 2m- —J sin(¢

45

= 215 (~cos(@))

p=0

= 2'45n(—£+1) - 4?5(2—\/5)7(.

5 2
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Exemplo 2.13 Calcule o volume do s6lido W que esta dentro da esfera Xerszrz2 =4,

2 2
acima do plano z=0 e abaixo do cone z = \/%
Solugao:

Z
13
2 A
N
V¢
!
|
SN

vol(W)

jdV J p%sin(¢)dpdOd ¢
j f jo p?sin(¢p)dOdpdp = 27‘(f J p?sin(¢)dpd ¢

. 2
de = ZNJ —pzdp
3 0 2

8
= gn unidades de volume.

27 Jo p2 (—cos(¢))

132

3P

Exemplo 2.14 Calcular f —L__dV, sendo W a regido interior ao cone
w ,/xzﬂ}z_,_zz

z = 4/x2 +y? limitada superiormente pela esfera x> +y? +z> = 4 e inferiormente pela
esfera x?+y?+2%=1.

Solugao:
x = psin(¢)cos(0)
y = psin(¢)sin(0)
Em coordenadas esféricas z = psin(¢)
dxdydz = p?sin(¢p)dpdOd¢
2+yiiz2 = 2
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A Z
’,’ ’_‘_Fq_ I _h__ t.é 4 E‘ \,f\lz?:
SN
:/ i r‘*’. [T o _"'.1
(. 1 N ™
¥ L LY ~ £ 2
. - 7 Y 1 2 g
>
0 <0 <2n
W € descrito como, Wygp:y 1 <p <2
0<¢ <7
1 r2n 2 % 1 5
————dV = J ——p“sin(¢)dpdpdO
Jw\/x2+y2+z2 Jo J1 Jo \/?p P
r2n r2 % 2n 2 x
= I psin(¢p)dpdpdo :J- j —pcos(cj))|(‘)1 dpdo
Jo J1 Jo o J1
r21 2 2 2 2
= (1—§)pdpd6 = (1—%)271‘[ pdp
Jo Jl1 1
V2\ (2% 1 V2
= 2(1—7)71(?—5 = 3(1—7)7'(

2.6 Aplicacoes da Integral Tripla

De modo completamente analogo ao caso de integrais duplas, para um sélido W ¢ R3 com
densidade de massa dada por uma fungao f(x,y,z), temos:

Massa: M = jwde

Primeiros Momentos em Relac¢ao aos Planos Coordenados:
Mxy:j zfdVv szzj yfdVv M,, = xfdv
w w w

Centro de Massa:
M?Z = _ My, Mxy
M ' M M

Momentos de Inércia (segundos momentos) em Relacdo aos Eixos Coordenados:

L= [ ey = [ (eeR)rav L= [ ()
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Momento de Inércia em relagdo a uma reta [:

= J dzde onde, d =d(x,y,z) é adistancia do ponto (x,y,z) € W areta [
w

Raio de Rotagdo em relagdo a uma Reta [: R =/ Z{—jI

Exemplo 2.15 Determinar o centro de massa do hemisfério W : x2+y2 +22<712,2>0
se a densidade no ponto (x,y,z) € W é dade por f(x,v,2) = z.

Solugido:

Massa: M = fw zdV

Primeiros Momentos:

Mxy:f 22dV szzf yzdV MyZ:J- xzdV
w w w

Centro de Massa:

M M M
—_ yz — _ tVixz =_ Xy
™ O YTM M
Em coordenadas esféricas,
x = psin(¢)cos(0) 0<p<r
y = psin(¢)sin(0) J = p?sin(¢) Woep:q 06 <2m
z = pcos(¢p) 0<¢p<7%

M = f J JZﬂpcos $)p?sin(¢p)dOdpdp = 2TCJ f p>sin(¢) cos(Pp)dpdp

ano p3(2sm2((j))) de = L p3dp = 47z

0

21
M,, = L psin(¢)cos(9)pcos(¢)p2sin(qb)d@dqbdp
21
= J p4sinz(cj))Cos(¢)cos(6)d6d¢dp
0

— p4sin2(q[))cos(qb)sin(9)|§n dpdp =

M, =0, X=0
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r % or2r
M,, = IJ- psin(¢)sin(0)p cos(p)p?sin(¢p)dOd pdp
0 Jo Jo

Jor Lz LG p4 sinz(qb) cos(¢)sin(0)dOdpdp

—J- jz p4sinz(¢)cos(¢)cos(6)|énd(f)dp =0
0 Jo

\ M,,=0, y=0 \

v Lr fo; Jjn p? cos?(¢p)p?sin(p)dOdpdp = Jor jog LG p*cos?(¢p)sin(¢p)dOdpdp

ZTZJOrLZ ptcos?(¢p)sin(¢p)dOdpdp = _%njor p4cos3(¢)|§ B

=
I

2 (74 2 P 2
= dp = “ni— = —nr.
371Lpp 375~ 15

M,, = %nrs, Z=

Assim temos:

Exemplo 2.16 Seja W o sélido limitado pelo cilindro circular reto de altura H e

. 0<z<
raioR, W: 2y <R

Determinar o momento de inércia de W com relagdo ao eixo do cilindro, se a densidade

em cada ponto é f(x,y,2z) = /x2+ 2.

Solugdo: Em coordenadas cilindricas W é descrito como W,g, : {

2n R ~H
d*fdv = j x? +7? X2 +p2dV = j j J- r2Vr2rdzdrde
jw f w( y) 4 o Jo Jo

R 155 2 5
2an ridr = 2nH=R® = ZnHRS.
. 5 5

I

I, = 2HR®




