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1.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar integrais duplas, comegamos definindo estas integrais sobre
retdngulos para logo generalizar a defini¢do a dominios mais gerais. A seguir, fazemos algu-
mas mudangas de coordenadas que podem nos ajudar no calculo das integrais duplas e, por
altimo, veremos algumas aplicacoes.

1.2 Integrais Duplas sobre Retangulos

Consideremos uma fungao limitada f : R — R, onde R := [a,b]x[c,d] é um retdngulo em R?,
ou seja,
R={(xy)eR?:a<x<b c<y<d).

Sejam P :={xg,x1,.... x,} e P>:=1{vo,¥1,..., ¥} particoes dos intervalos [a,b] e [c,d], respecti-
vamente, taisque a =xp <x; <..<x,=b, c=y) <y <. <y, =4,

b—a d—c

Xigt =% = — e Vit =i = —

Notemos que P; x P, é uma parti¢do do retangulo R e os n? subretadngulos da forma
Rij =[x, xip1] % [9), V1]

com i,j€{0,..,n—1}, cobrem R.
Sejam ¢;; € R;j, i,j =0,1,..,n—1, um ponto arbitrdrio e consideremos a soma

,_l

Shw b-a d-c
f(cij)AxAy, onde, Ax:T e Ay:T.

-
I
(=)

j=0
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S, diz-se Soma de Riemann de f sobre R.

Definicdo 1.1 Dizemos que f : R — R ¢é integrdvel sobre R se, e somente se, lim S,
n—-oo

existe, qualquer que seja a escolha dos ¢;; € R;; e quaisquer que sejam as parti¢des P
€ Pz.

Neste caso, denotamos o lim S, por: fRf(x,y)dxdy ou fRfdA e chamamos de
n—o0
integral dupla de f sobre R.

Se f : R — R é uma fungao limitada e continua, entdo f é integravel em
R.

Exemplo 1.3 Calculemos, usando as somas de Riemann, a integral dupla da funcao
f(x,v) = x*y sobre o retdingulo R = [0,1] x [0, 1].
Consideremos a par‘.cige_io P={0< % < % <. < % <7 =1}de[0,1], a particio P x P de

R e tomemos Cij = (%, %) Nas notagdes anteriores temos:

n n n n
Sn = f(Czj)AxAy: f(xvy])AxAy
i=0 j=0 i=0 j=0
= Y Y gty Loy ”(1)2 j (1)2
= LNy T L \n) n \n
i=0 j=0 i=0 j=0
IV e, 1 xenm+l), 1 nn+l) e .,
= (Z) Z[Z]]Z zﬁ 5 1 :$ 5 1
=0\ j=0 1=0 1=0
_ n+lan+1)2n+1)  (n+1)*(2n+1)
2t 6 B 12n3

Assim, [, fdA = [ f(x,p)dxdy = lim S, = lim (AP _ 1

e 12n3 6"

Logo, J x*ydxdy = 1
R 6

Usamos aqui dois fatos que supomos conhecidos, sao estes:

n n

Zi:n(n;l) . Zizzn(n+1)22n+l).

=0 i=0

Neste exemplo vemos que o calculo de integrais duplas usando as somas de Riemann
pode ndo ser uma tarefa facil. O teorema de Fubini %, que veremos logo adiante, sim-
plificard estes calculos.

2Guido Fubini (19 de janeiro de 1879 Veneza-Itdlia - 6 de junho de 1943 Nova lorque-EUA)
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1.3 Significado Geométrico da Integral Dupla

Seja f : R — R uma fungdo continua, note que sendo R compacto, (fechado e limitado), f
é uma fungio limitada. Suponhamos que, Y(x,y) € R, f(x,y) > 0 e seja W C R3 o sélido
definido por:

W= {(x,y,z) eR3:(x,p)eR, 0<z Sf(x,y)}
W ¢é fechado, limitado superiormente pelo grafico de f, (z = f(x,v)), inferiormente pelo

retdngulo R e lateralmente pelos planos x=a, x=b, y=ce y =d.
Se vol(W) denota o volume de W, entado

vol(W) = [, fdA = [ f(x,p)dxdy

De fato, escolhendo c¢;; como o ponto de R;; onde f atinge seu valor maximo sobre R;;
(este ponto existe j& que R;; é compacto e f é continua), entdo f(c;;)AxAy é o volume do
paralelepipedo de base R;; e altura f(c;;).
n-1n-1
Sp=2 ) f(cij)AxAy é o volume de um solido circunscrito a W.
i=1j=1
Analogamente, se ¢;; € R;; €o pontoonde f ating_e seuminimoem R;j, entdo f(c;j)AxAy
é o volume do paralelepipedo de base R;; e altura f(c;;).
n-1n-1
sn= 2 2 f(cij)AxAy € o volume de um solido inscrito em W.
i=1j=1
E claro que s, <vol(W)<S,. Além disso, como f é integravel sobre R, os limites das
somas de Riemann s, e S, independem das escolhas de c;; e ¢;; etemos

deA = lim s, < vol(W) < lim SHZJ fdA.
R R

n—oo n—oo

Assim, vol(W) = IRfdA.

Exemplo 1.4 Vimos no exemplo 1.3 que fozy = %, onde R = [0,1] x[0,1]. Se W
é o solido limitado superiormente pelo grafico de f(x,y) = x*y, inferiormente pelo
quadrado R =[0,1]x[0,1] e lateralmente pelos planos x =0, x=1, y =0 e y = 1, entdo
vol(W) = % unidades de volume. (Observe que f(x,p) = x>y > 0 V(x,y) € R).

1.4 Propriedades da Integral Dupla

Sejam f, g: R — R fungdes definidas sobre um retangulo R e sejam a, € R. As seguintes
propriedades sdo validas

(1) Linearidade: Se as fungdes f e g sdo integrdveis sobre R, entdo a fungdo af + g é
integravel sobre R e

fR(af+ﬁg)dA = aJ-RfdA+ﬁngdA.
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(2) Se f e g sdo integraveis sobre R e V(x,v)€R, f(x,v) <g(x,v), entdo

LfdAngdA.

(3) Se R ¢ dividido em k subretangulos R, R,,..., Ry tais que R;NR; CIR;NIR; e f ¢
integravel sobre cadaR;, j=1,2,...k; entdo f é integravel sobre R e

[ raa- Z [, an

Definicdo 1.5 (Integrais Iteradas) Para uma fungao f : R — R continua e limitada
definida num retdngulo R = [a,b] x [c,d], uma integral iterada de f sobre R é uma
integral do tipo

Ld {Lbf(X,V)dx}dy ou Lb{fcdf(x,y)dy}dx_

Para calcular, por exemplo, a integral Ld {f: f(x,y)dx} dy, calculamos a integral Lb f(x,v)dx

como a integral de uma funcao da variavel x, com p fixo. O resultado serd uma fung¢io na
variavel y que agora integramos nessa varavel nos limites de integracdo c e d.

Analogamente calculamos Lb {Ld f(x,y)dy} dx.

Exemplo 1.6 Calcular fol {f_zlx3y2dy}dx.

Solugao:
3

f2x3y2dy - lx3y3|21 — PR DR = PSP}
G 37773 3

(s s 3 ap _3
L{J-lxydy}dx:-fow dx:Zx |0:Z'

Exemplo 1.7 Calcular fol {ffyexl’dx}dy

Solugdo:

2
f ye¥dx = ¥ |§§% =% —¢Y.
1

o DAyl dv = I(Zy_ y)d _(l 2y _ y)|1_12_ _(1_1)_12_ +l
o 1})6 X })—06 e y— 26 e 0—26 e 2 —26 62.
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O teorema a seguir relaciona as integrais duplas com as integrais iteradas.

(Teorema de Fubini?) Seja f : R — R uma fungdo continua no retdngulo

R =[a,b][c,d]. Entéo,

| ran - f{fﬂx,wdx}dy _ Lb{f f(x,y)dy}dx.

2Guido Fubini, matematico italiano (19/01/1879 - 06/06/1943). Doutorou-se em 1900 com uma tese
sobre paralelismo de Clifford em espagos elipticos.

1.5 Integracao Dupla em Regioes mais Gerais

Consideraremos dois tipos especiais de subconjuntos do plano que utilizaremos para esten-

der o conceito de integral dupla sobre retdngulos a regides mais gerais.
Tipo 1: Dizemos que uma regidao D C R? é do tipo 1 se, e somente se, D pode ser descrita

CcOmao:
D={(xy)eR*:a<x<b; @(x) <y < py(x)}

onde ¢;, i = 1,2 sao fung¢des continuas tais que, para todo x € [a,b], ¢1(x) < @,(x)

Regides do Tipo 1

Tipo 2: D é uma regido do tipo 2 se, e somente se, ela pode ser descrita como:
D={(x,y) € R*: 1(y) Sx < hp(y); c Sy <d)
onde 91, P, : R — R sdo fung¢des continuas e, para todo y € [¢,d], P1(v) < P2(v).

N

-
STy
///f/r Z )
e =L

c o=
’ Regioes do Tipo 2
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I Definicdo 1.9 Regides dos tipos 1 ou 2 sao chamadas de regides elementares.

Note que regides elementares sio fechadas e limitadas.

Exemplo 1.10 Seja D a regido do plano limitada pelas curvas y? ~x=1 e p?+x=1
Podemos descrever D como:

D:{(xry)eRzl—lsyS:[;yz_lsty2+1}

"’}I/ﬁ /MJ _
i,
=17/ )\ MK

G

w2 Tt

D é uma regiao do tipo 2.

Exemplo 1.11 A regido D limitada pelas curvasy = x+1 e y = x?—5 pode ser descrita
como:

D={(x,y)eR*: -2<x<3;x>-5<y<x+1}
v Y

T
] /
- "’;/’)
- A
r" A P P
) e L. T/
] 7 4 4
\r-»//'lll (D;/ '/}
\(’f’ /s I,/
’ [V R A
o b

D é uma regiao do tipo 1.

Agora vamos estender a definicdo de integral dupla a regides elementares.
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Sejam D uma regido elementar, R um retdngulo que contém D (DCR)e f:D — R
uma fung¢ao continua e limitada.
Defina:

=, = {f(x,y) se (x,y)eD
’ 0 se (x,y)eR\D

f é limitada e continua, salvo talvez, nos pontos de dD.
Se dD é uma unido finita de curvas, que podemos pensar como grafico de fungdes continuas, entdo f é uma

fungdo integravel sobre R.

Definigdo 1.12 Seja D uma regido elementar, dizemos que a fungdo f : D — R é
integravel sobre D se a funcdo f é integravel sobre R. Neste caso definimos:

JD fda= LfdA.

Note que IDfdA nao depende da escolha do retdngulo R que usamos na sua defini¢do pois, se R é outro
retangulo que contém D e

7 Ty =d fy) se (xy)eD
fiiR—>R, f1(X,}))—{ 0 se (x,y)eR1\D
é definida como antes, entdo IR fdA = JRI EdA, ja que ]7: ]71 onde R e Ry diferem.

Sejam D uma regiao elementar e f : D — R uma funcdo integravel
sobre D, entao

(a) Se D ={(x,y) e R?:a < x < b; @(x) <y < @,(x)} ¢ uma regiao do tipo 1.

fs- L[ oo

(b) Se D = {(x,y) € R?: 11 (v) < x < »(v); ¢ < yd} é uma regiao do tipo 2.
d Pa(v)
j fdA:J {j f(x,y)dx}dy.
D € P1(v)

Corolario 1.14 Se f =1, ou seja, se f(x,v) = 1, para todos (x,y) € D, entao

LfdA = J;)dxdy =area(D)

Demonstrag¢do: Suponhamos, por exemplo, que D é do tipo 1, ou seja,
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D={(x,y)eR?*:a<x<b; p;(x) <y<y(x)}, entdo

b reax) b
J;)fdA = L Ll(x) dydx = J; (p2(x) — @1(x))dx = area(D.)

Corolario 1.15 Se, Y(x,y)eD, f(x,y) >0, entdo fodA =vol(W), onde
W ={(x,9,2) €R?>: (x,9) €D; 0<z< f(x,y)} ¢éo cilindro sobre a regido D limitado
por cima pelo grafico de f.

Exemplo 1.16 Calcular fD V1 -v2dxdy, onde D ¢é a regido limitada por x> +y? = 1,
no primeiro quadrante.
Solugdo: Vamos considerar D do tipo 2. D = {(x,y) €eR?:0<y<1,0<x<41 —yz}

1 Vl—yz 1 2

J w/l—yzdxdy:J‘ J 1—y2dxdyzf (1-9%)dy = =.

D 0 Jo 0 3
2

Exemplo 1.17 Determine o volume do solido W limitado por: z=2x+1, x =y~ e
x—-y=2

Solugao: vol(W) :fD(ZX+1)dA, sl D) :{ -1<y<2

y2§x3y+2 Assim,

vol(W) = [* fy})2+2(2x+ 1)dxdy = [% (x> +x)

vol(W) = % unidades de volume.

2 2
v dy= [ (5y+6-yHdy =17

2

Exemplo 1.18 Calcule a drea da regido D, limitada pelas curvas y=4x—-x“ e yp=x.
~ . 0<x<3
Solugdo: D : { T Ty
3 hex? 3 3x2 B\ 27 27 9
érea(d):J-dA:j j dydx:f (3x—x2)dx:(———) ==
D 0 Jx 0 2 3), 2 3 2

area(D) = % unidades de érea.

1.6 Mudanca de Coordenadas

Definicdo 1.19 Seja D c R? uma regido elementar, uma transformagao do plano é
uma aplicagdo T : D — R?, T(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) onde x,7 : R — R sdo fungdes
continuas, com derivadas parciais continuas no retangulo aberto R tal que D C R.

Notagdo: Denotemos por D a imagem da transformac¢do T. i.e. D = T(D).
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1.6. Mudanca de Coordenadas

Exemplo 1.20 Seja T:[0,1]x[0,2rr] - R?, T(r,0) = (x(r,0), y(r,0)).
x = x(r,0) = rcos(0)
Qe { {7 y(r,0) = rsin(0)
A imagem de D = [0.1]x [0, 27t] por T é o circulo D = {(x,p) € R? : x> + p?> < 1}. Assim T
transforma o retangulo [0, 1] x [0, 27t] no circulo {(x,y) € R? : x> + y? < 1}.

i 1 : . 1 3

Definicdo 1.21 Dizemos que uma transformagao T : D—->R?é injetiva em D se:

T(uy,v1) = T(up,vp) = (u1,v1) = (up,v2),  V(uy,v1), (U, v2) €D
Equivalentemente, T é injetiva se:

(u1,v1) # (up,v2) = T(uy,vy) = T(uy,va), Y(up,vy), (upy,vp) €D

Exemplo 1.22 A transformagao T do exemplo 1.20 ndo é injetiva. De fato,
T(1,0)=T(1,2m)=(1,0) mas (1,0)=(1,2mn).

A mesma transformacao anterior, agora restrita ao retdngulo (0,1]x [07t] é injetiva. Ou

seja,
T :(0,1]x[07] = R?, T(r,0) = (rcos(0), rsin(6)

¢ injetiva.
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Definicdo 1.23 Seja D - R T(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) uma transformacgao do plano,
com x, y funcdes de classe C! em um aberto que contém D. A matriz

Jdx  Ix

Ju ov
] =

P %

Ju v

é chamada matriz Jacobiana da Transformagdo T.
Notagao:

X
e = S o

Exemplo 1.24 Considere a transformac¢do T do exemplo 1.20
T(r,0) = (rcos(B), rsin(6)).
A matriz Jacobiana é

cos(6) —rsin(0) (
= e det(])=
sin(6) rcos(0)

x9)
r,0)

=rcos?(0) +rsin?(0) =r.

—

Uma das importdncias da matriz Jacobiana estd no teorema aseguir cuja demonstragao,
por enquanto, nao faremos.

Seja T : D - R? T(u,v) = (x(u,v), y(u,v)) uma transformagao do
Ez y)(uo, vg), é diferente de

plano. Se o Jacobiano de T num ponto (uy, vg) € D, g %)

zero, entdo existe uma vizinhanca V C D do ponto (ug, vg) tal que a restricdo de T a
vizinhanga V é injetiva.

(x,9)

(u,v)

(ug,v9) 20 = 3V CD, (upvp)€V, t.q. T:V —>R?> éinjetiva |.

Exemplo 1.26 Seja T:[0,1]x[0,1] = R?, T(u,v) = (u+v,u—v).
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Note que:
u=0 = y=-x e u=1 = y=2-x
v=0 = y=x e v=1 = yp=x-2
d(x,v) 1 1
= det = —2 * 0.
d(u,v) 1 -1
= u?-v? .
Exemplo 1.27 Considere a transformacao T definida por . na regido
D limitada pelas curvas u? —v? = 1, u? - 1 e uv =4, no primeiro
quadrante.
y 3
u?-v*’=1 = x=1 e u?*-v*=9 = x=9

(Mudanga de Coordenadas em Integrais Duplas) Seja T : D — R? uma
transformagcao injetiva de classe C'. Seja D = T(D) e suponha que D e D sio regides
elementares do plano R?. Entdo para toda fungao integravel f : D — R temos:

J-fxydxdy_ffuv )

V)
g((xz))’ ¢ o valor absoluto do determinante jacobiano e f(u,v) = f (x(u,v), y(u,v)).

dudv

onde

Em particular temos que:

(x,p
d(u,v

’

area(D) = j dxdy = j~
D D

)) dudv
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=2
Exemplo 1.29 Calcular fD e*vdxdy, onde D é a regido limitada pelaretay+x=2e
pelos eixos coordenados.

Solugdo: Considere a mudanga de coordenadas { z _ ;tz
D
|
x=0 — - Uu=-v, x+y:2 — y=2.
—9 . ‘ dxy)| _1
du,v)| 2

1
det( 1
- 1 2 _ 1 2
f eiTydxdy = lJ- evdudv = lJ. j evdvdu = lJ- uew V_u du = ¢ J- udu
D 2Jb 2Jo 2Jo = 2 Jo

Logo, j e”?dxdy = e—e

Exemplo 1.30 Calcular fD %d%\, onde D é a regido limitada pelas retas y — 2x =
2, 9+2x=2,y-2x=1e y+2x=1.

= 2
Solugdo: fagamos yrex

= p-2x

y-2x=2 = v=2, y+2x=2 = u=2, y-2x=1 = v=1, e p+2x=1 = u=2,



1.7. Coordenadas Polares

Y+ 2x ul 1 (2% u 3
- | Ll = = M dudv = = =
Ly—zdi J5v24 =g, ), A 16

1.7 Coordenadas Polares

18

As coordenadas polares de um ponto P com coordenadas retangulares (x,y) sdo (r,0) onde
r=d(P,0) é a distdncia do ponto P a origem O e 6 é o angulo entre o eixo X e o segmento de

reta que liga os pontos O e P.

A relagao entre as coordenadas (x,y) e as coordenadas (r,6) é dada por: =7 C.OS(G)
y = rsin(0)
Note que esta mudanga ¢é injetiva em D ={(r,atheta): r >0, 0y < 0 < Oy + 27t} com 6,

constante.
Além disso, esta mudanga transforma a regido circular D = {(x,y) eR?:x2+y? = az} na

regido retangular D= {(r,0):)<r<a, 0<0<27m).

]_( cos(0) —rsin(0) ) e det(])=r.

A matriz Jacobiana desta transformacao é: = )
J s sin(6) rcos(0)

Exemplo 1.31 Calcular fD (x2+y2)dA, onde D ¢é a regido limitada pelas curvas
x*+92=1,x*+y*=4,y=xe y= TSx, no primeiro quadrante.

Solug¢io:

-
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2
Exemplo 1.32 Calcular o volume do solido W limitado pelo elips6ide % +5+ é =1,
a b G

coma>0,b>0,c>0.
Solugao: Pela simetria do elipséide podemos calcular a volume no primeiro octante,

assim:
x2 yz
Vol(W) = SJ;)CW /1 —(a—2 + ﬁ)dxdy

2
onde D é aregido, no primeiro quadrante do plano XY, limitada pela elipse z—§+ };—2 1.

A
/71 T
i .r
i .
-
st
“
Facamos a mudanca de coordenadas x = arcos(6)
: ; y = brsin(0)

O jacobiano desta mudanga é

d(x,v) _ det( acos(0) —arsin(0) ): br

d(r,0) bsin(B)  brcos(6)
Logo,
x2 3)2 1 r3
vol(W) = SJ c 1—(—2+ﬁ)dxdy = 8abcj rV1-1r2drd0 = Sabcj j rV1-r2drdo
D a D 0 Jo
4
vol(W) = --- = gabcn.
Note que i = el - ﬁ+ﬁ—r2 Logo x_2+31_2_1:> r=1
9 y = brsin(0) 2T T H080 T = o
, ~ ] 0<r<1
Dai, D.{ OSGS%

1.8 Simetria em Integrais Duplas

Dos cursos anteriores de Célculo sabemos que se f = f(x) € uma fung¢do impar, entdo

LZf(x)dx =0.

No caso de integrais duplas temos.
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Seja D ¢ R? um dominio simétrico em relagao, por exemplo, ao eixo Y.

Y‘PJ';
q-_;.-'ﬁ-rﬂ %/' > A

Vo

7,

R
\WZ X

D é limitado a direita pela curva x = x(y) e a esquerda pela curva x = —x(p).
Seja f = f(x,y) uma fungao continua impar na varidvel x (i.e. f(-x,v)=—f(x,v)). Entdo

j f(x,v)dxdy = 0.
D

De fato, neste caso,

d x(y) d
,y)dxdy = ,y)dx pdy = 0dy =0
[ romasty = [{ [ sesachay = [ "oay

Analogamente, se o dominio D é simétrico em relagdo ao eixo X e f é impar na varidvel y

(i.e. f(x,—v) =—f(x,v)), entdo ij(x,y)dxdy =0.

Exemplo 1.33 Calcular I = ID [(x2 + yz)sin(y) o+ x3y2]dxdy onde D ¢é o circulo de
raio r e centro na origem.
Solugdo:

I = J (x2+y2)sin(y)dxdy +J >y dxdy
D D

Note que:
(1) f(xy) = (x2 + yZ)sin(y) é impar na variavel y e D é simétrico com relagao ao eixo
X. Logo,

j (x2 + yz)sin(y)dxdy =0.
D
(2)  g(x,v) =x%p? ¢éimpar na variavel x e D é simétrico com relagao ao eixo Y, logo
J x>y?dxdy = 0.
D

Assim, I=0.
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1.9 Aplicacoes da Integral Dupla

Massa Total

Considere uma ldmina fina com a forma de uma regido elementar D C R? e suponha que
a massa sobre D se distribui com densidade dada por uma fungdo f : D — R, positiva e
integravel sobre D. f representa a massa por unidade de area em cada ponto (x,y) € D.

A massa total de D é dada por

MD)= | fsp)dndy

Em particular, se a lamina é feita de material homogéneo (a densidade é constante), a
massa total é o produto da densidade pela drea de D.

Momento de Massa

O momento de massa da ldmina D em relacao a uma reta / é dao por

M, = Ld(x,w -l p)dxdy

onde d(x,y) é a distancia do ponto (x,y) € D a reta [.
Em particular os momentos de massa da ldmina D en rela¢do aos eixos coordenados X e
Y sao dados, respectivamente, por

Mo= [ yfwpisdy e M= [ xflyasdy

Centro de Massa

O centro de massa da lamina D é dado por (x,7) onde,
M M
Y e 37 — X
M(D) M(D)

X =

Se f(x,v) = k>0, (x,7) é chamado de centroide de D e correspnde ao centro geométrico da
regido D.

O centro de massa pode ser pensado como um ponto onde a massa da lamina se concentra
sem alterar seu momento em rel¢do a qualquer eixo.

Se f(x,y) nao é constante, entdo o centro de massa de D pode ndo coincidir com o
centroide de D.
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Momento de Inércia

O momento de inércia da ldmina D em relacdo a uma reta [ é
= [ @y fls sy

onde d?(x,y) é o quadrado da distdncia do ponto (x,y) a reta [.

Em particular, se I é o eixo X, entdo

Ix = f v f(x,p)dxdy
D

Esel é osixo Y, entao

R
D

Define-se ainda, o momento de inércia polar em relao a origem como:

Iy=Ix+Iy = JD (x?+9?)- f(x,y)dxdy

Exemplo 1.34 Determinar o momento de inércia polar da regiao limitada pelas curvas
y=e*,x=1,9=0 e x=0; seadensidade é dada por f(x,y)=xy
Soluc¢io:
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1 re*
Iy = Jyz-xydxdy = j J xy3dydx
D 0o Jo
1 =¥ 1
1 y=e 1
= J —xy4‘ dx :J —xePdx
0 4 =0 0 4
1 ! R u:%x du:[lldx
T 16 O_J;) 16° dx dv=e¥ v=iet
3 4 1
- 64° 64
1 e
Iy = szoxydxdy = f f ydydx
D 0 Jo
1 =e* 1
1 y=e 1
= f ~x%p?  dx = —x3e
0o 2 =0 0 2
_ _ e? . 3
16 16

3 e 1 3
IOZIx+IY:6—4€4+1—6—6—4+E.
1

I
0~ 64

(3e4+4e2+11).

Exemplo 1.35 Determinar a massa de uma ldmina D que ocupa a regiao

x?+y? < 1 . ) . A
y > 0 se sua densidade, em cada ponto, é proporcional a distdncia do
ponto a origem.
Solugio:

A densidade, no ponto (x,v), é f(x,v) = kx> +p2.

M(D) = J;) kyJx? +p2dxdy
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x = rcos(0)
y = rsin(0)

j f Vi2rdodr
= JJ zdedr—nkf 2dr

= gkn unidades de massa.

Passando para coordenadas polares { temos:

M(D)



