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Resumo

Seja K um corpo de caracteristica zero. Neste trabalho descrevemos uma base
para as identidades graduadas da algebra de Lie sl,(K) com a graduacao de Pauli,
onde p é um ntmero primo. Além disso, calculamos suas codimensoes graduadas e
mostramos que a variedade var?*%»(sl,(K)) ¢ minimal e satisfaz a propriedade de
Specht. Também descrevemos uma base para as identidades graduadas de si,,(K)
com a graduacdo de Cartan pelo grupo Z™ ! e exibimos uma base para a algebra
de Lie relativamentre livre como espago vetorial. Como consequéncia, calculamos
as codimensoes graduadas para m = 2 e fornecemos uma base para as identidades
graduadas de subalgebras de Lie de Mm(K)(_) com a graduacao de Cartan.

Palavras-chave: Identidades graduadas; Identidades de Lie;
Base finita para identidades.
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Abstract

Let K be a field of characterist 0. In this work we describe a basis for the graded
identities of the Lie algebra sl,(K) with the Pauli grading, where p is prime num-
ber. Moreover, we compute their graded codimensions and show that the variety
varZr*Z» (s1,(K)) is minimal and satisfies the Specht property. We also describe a
basis for the graded identities for the Lie algebra si,,(K) with the Cartan grading
by the group Z™ ! and exibit a basis of the corresponding relatively free graded
Lie algebra as vector space. As a corollary, we compute the graded codimensions
for m = 2 and provide a basis for the graded identities of certain Lie subalgebras
of M,,(K)) with the Cartan grading.

Keywords: Graded identities; Lie identities;
Finite basis of identities.
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Introducao

A teoria de anéis e algebras ¢ um ramo muito importante da Algebra, no
qual se destacam as algebras de matrizes sobre anéis, as algebras comutativas e
as algebras de dimensao finita, em virtude do amplo campo de aplicagoes. A
estrutura comutativa de uma algebra é determinada pela identidade x12x5 — 2221 =
0. As Pl-algebras, ou &algebras com identidades polinomiais, generalizam esta
ideia. No caso associativo, onde a teoria encontra-se bastante desenvolvida, uma
identidade polinomial em uma &lgebra é um polindmio em indeterminadas nao-
comutativas que se anula quando avaliado nos elementos da algebra. As élgebras
que citamos no inicio sao exemplos de Pl-algebras. As linhas de pesquisa em
Pl-teoria consistem em entender como as identidades polinomiais nos permitem
descrever a estrutura da algebra; estudar o conjunto de identidades satisfeitas por
uma algebra em especial; ou ainda a classe das algebras que satisfazem alguma
familia de identidades (chamada de variedade de algebras).

Os primeiros estudos sobre Pl-algebras surgiram entre 1920 e 1930, embora
de forma implicita, nos trabalhos de Dehn [3] e Wagner [30]. Um maior interesse
no estudo de identidades polinomiais se deu a partir de 1948, com o trabalho
de Kaplansky [18]. Dois anos depois, Amitsur e Levitsky [1] provaram, hoje um
resultado classico da teoria, que o polindmio standard de grau 2k ¢é a identidade
de grau minimo da algebra de matrizes de ordem k. Tal resultado impulsionou a
linha de pesquisa de descrever as identidades polinomiais satisfeitas por uma dada
algebra, inclusive este é o tipo de problema desta tese.

Seja K(X) a algebra associativa livre em um conjunto enumeravel de varié-
veis X sobre um corpo K. O conjunto das identidades polinomiais satisfeitas por
uma algebra é um ideal invariante por endomorfismos de K(X), chamado de T-
ideal. Um dos principais problemas na Pl-teoria, conhecido como problema de
Specht, consiste em determinar se todo T-ideal da algebra associativa livre, sobre
um corpo de caracteristica zero, é finitamente gerado como T-ideal. Este problema



foi solucionado na década de 80 por Kemer ([19], [20]), utilizando &lgebras Z, -
graduadas, também chamadas de superalgebras, e suas identidades gerando um
desenvolvimento da teoria estrutural de PI-algebras. Isto impulsionou o estudo
de graduagoes e identidades polinomiais graduadas em varias classes de algebras,
principalmente em algebras associativas, uma vez que identidades graduadas, jun-
tamente com outros tipos de identidades, desempenham um papel essencial no
estudo das identidades polinomiais satisfeitas por algebras concretas. Por exem-
plo, se as identidades graduadas de duas dlgebras graduadas por um mesmo grupo
coincidem, entao suas identidades ordinérias coincidem.

A classificagao de graduagoes por grupos em élgebras de Lie simples de di-
mensao finita, sobre um corpo algebricamente fechado de caracteristica zero, tem
sido desenvolvida recentemente por muitos autores. Uma introducao a tais re-
sultados pode ser encontrado em [8]. Este desenvolvimento, juntamente com os
recentes avancgos na teoria de identidades polinomiais graduadas para algebras as-
sociativas, impulsionou o estudo de identidades graduadas em &algebras de Lie e
superalgebras de Lie. Por exemplo, um anédlogo da conjectura de Amitsur, sobre
o crescimento da codimensao de identidades polinomiais graduadas para algebras
de Lie com dimensao finita, foi obtido como consequéncia dos resultados em [15].
Koshlukov e Yukihide estudaram extensivamente a algebra U T.7): classificaram
suas graduagoes por grupos e as graduacgoes elementares, determinaram uma base
finita para as identidades Z, e Z" !-graduadas, além de caracterizar, para esta
ultima graduac@o, o comportamento assintotico das codimensoes graduadas (|23],
[24], [25]).

Qualquer graduacao em uma algebra de Lie semissimples por um grupo abe-
liano livre de torc¢éo é induzida pela graduagao de Cartan (|21]), o que torna in-
teressante o estudo das identidades graduadas em tal graduagao. Graduagoes que
nao admitem refinamento proprios, em particular as graduagoes nas quais toda
componente nao-nula é unidimensional, sao de interesse especial na classificagao
das graduagoes em &algebras de Lie. Um exemplo é a graduacao de Pauli. Em [27]
¢é definida a graduacao de Pauli em certas superalgebras de Lie e alguns invari-
antes numéricos para as identidades graduadas sao estudados. A algebra de Lie
das derivagoes do anel polinomial em uma indeterminada admite uma graduagao
canonica pelo grupo Z, tal que toda componente nao-nula é unidimensional. As
identidades graduadas para esta algebra foram descritas em [10]. Anterior a esses
resultados, muito do que se encontrava na literatura até entao tratava da algebra
das matrizes de tamanho 2 X 2 com trago nulo.

No caso ordinério, Razmyslov em [26] encontrou uma base finita para as identi-
dades satisfeitas por sly(K) quando a caracteristica do corpo é zero e provou que a
variedade de algebras de Lie gerada por esta algebra tem a propriedade de Specht.
Em [29] Vasilovsky resolveu este mesmo problema para o caso em que o corpo é



de caracteristica diferente de 2. Tal propriedade ainda é um problema em aberto
para algebras de Lie em geral, embora ja existam contraexemplos onde nao é va-
lida, o primeiro foi dado por Vaughan-Lee em caracteristica 2, ([28]). Em 1974,
Drensky ([5]) exibiu contraexemplos para qualquer caracteristica positiva. Se K é
um corpo algebricamente fechado de caracteristica diferente de 2, entao, a menos
de isomorfismo, as graduacoes finas em sly(K) sdo a graduagao de Pauli, com o
grupo universal Zy X Zs, e a graduagao de Cartan com o grupo universal Z. Além
destas, sl(K) admite uma graduagao nao-trivial pelo grupo Z,. Uma base das
identidades graduadas para estas graduagoes foi determinada em [22]. Sobre um
corpo de caracteristica zero, foi provado em [12] que a élgebra sl (K) munida com
estas trés graduacgoes nao-triviais satisfazem a propriedade de Specht. No caso de
Cartan, a propriedade ¢é satisfeita a menos de identidades monomiais triviais. Em
[13] os autores demonstraram que, em cada caso, a correspondente variedade de
algebras de Lie graduadas é uma variedade minimal de crescimento exponencial.
Além disso, foi provado que para as graduagoes de Pauli e de Cartan, a variedade
tem crescimento quase polinomial.

Pouco se sabe sobre as identidades graduadas em sl,,(K), para m > 2. Nesta
tese, supondo K um corpo de caracteristica zero, iremos descrever uma base para
as identidades graduadas de sl,,(K) com a graduagao de Cartan pelo grupo Z™~!
e exibir uma base para a algebra de Lie relativamentre livre. Também estudamos
a graduacao de Pauli e determinamos uma base para as identidades graduadas
quando trabalhamos com matrizes de ordem p prima. Tal graduagao tem a pro-
priedade interessante que suas componentes homogéneas sao unidimensionais ou
nulas. Assim como o obtido para sly(K) em [13] e [12], mostraremos que a varie-
dade var*Z»(sl,(K)) ¢ minimal e satisfaz a propriedade de Specht.

A tese esta organizada da seguinte maneira.

O primeiro capitulo contém uma parte dos pré-requisitos para a leitura dos
capitulos posteriores. Recordamos a definicao de algebra e suas propriedades ba-
sicas e fazemos uma breve introducgao a algebras de Lie, com énfase na construcao
classica da decomposicao de Cartan. Em seguida definimos algebras graduadas
e introduzimos o ambiente de nosso estudo. Depois apresentamos os conceitos
bésicos da Pl-teoria: algebra livre, identidades polinomiais, T-ideais, variedades
e algebras relativamente livres. As versoes destes conceitos para o caso graduado
sao expostos em seguida, por extensao natural. Finalizamos com os conceitos de
codimensao e expoente graduado e discutimos brevemente as propriedades mais
importantes desses conceitos. Ressaltamos que nesse capitulo, como regra geral, os
resultados nao sao demonstrados, mas indicamos onde o leitor pode encontré-los.

O segundo capitulo é dedicado ao estudo das identidades graduadas de si,(K)
com a graduacao de Pauli, onde p ¢ um niimero primo. Calculamos as codimensoes
graduadas (Corolario 2.2.2), problema que em geral ¢ dificil. Além disso, exibimos



uma base finita para as identidades graduadas de sl,(K) (Teorema 2.2.17) e pro-
vamos que var’?*Zr(s],(K)) é uma variedade minimal que satisfaz a propriedade
de Specth (Teorema 2.2.34).

O terceiro e ultimo capitulo destina-se ao estudo da algebra sl,,(K) com a
graduacao classica de Cartan. Determinamos uma base finita para as identidades
graduadas e uma base, como espago vetorial, para a algebra relativamente livre
(Teorema 3.1.23). Como consequéncia dos principais resultados deste capitulo,
caracterizamos as identidades graduadas de algumas subélgebras da &lgebra de
Lie M,,(K)™) com a graduacio de Cartan (Teorema 3.2.1).

Os resultados dos capitulos 2 e 3 foram aceitos para publicacao na revista Israel
Journal of Mathematics sob titulo “ Identities for the special linear lie algebra with
the Pauli and Cartan gradings” ([9]).



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentamos os conceitos e resultados basicos necessarios para
o desenvolvimento desta tese, principalmente a noc¢ao de identidades polinomiais
graduadas em algebras de Lie. Também estabelecemos a notagao e terminologia
que serao utilizadas nos capitulos seguintes. A fim de evitar repetigoes, K denotara
sempre um corpo e todos os espacos vetoriais — e assim todas as algebras — serao
considerados sobre K.

1.1 Algebras Associativas, de Lie e Graduadas

Iniciamos com a defini¢ao de algebra e alguns conceitos relacionados.

Um espago vetorial A é dito uma dlgebra (ou K-élgebra) se esta definida uma
operagao binaria - : A x A — A (chamada multiplicagdo) tal que para quaisquer
a,b,c € R e qualquer a € K

(a+b)-c=a-c+b-c
a-(b+c)= b+a c
afa- ) (aa) -b=a-(ab).

Por simplicidade, escrevemos ab ao invés de a - b.

A dimensao da dlgebra A é a dimensao de A como espago vetorial. Quando
esta é finita, dizemos que a algebra A é de dimensao finita.

Uma algebra A é dita associativa, se a multiplicacao satisfaz a lei associativa,
(ab)e = a(bc), para todo a, b, c € A. Quando a multiplica¢do é comutativa, ab = ba



para quaisquer a,b € A, dizemos que a algebra é comutativa e em caso contrario,
nao comutativa. Um exemplo de algebra nao associativa sao as dlgebras de Lie,
que optamos por apresentar mais adiante e de maneira ampla, ja que é o ambiente
de nosso estudo.

Exemplo 1.1.1 Dado m € N, o espago vetorial M,,(K) das matrizes de ordem
m com entradas em K, munido com o produto usual de matrizes, é uma dlgebra
associativa de dimensao m?. A base canénica € dada pelas matrizes elementares
Eij,

J-éstma coluna.

para 1 < 1,7 < n, cuja unica entrada nao nula € igual a 1, na i-ésima linha e

Exemplo 1.1.2 O espaco wvetorial dos polindémios nas n varidveis comutativas
X1, .., Tn, que denotamos por Klxy, ..., z,], € uma dlgebra associativa e comuta-

tiva.

Assim como em espacos vetoriais, também temos uma noc¢ao natural de subal-
gebra. Um subespaco B de uma algebra A é uma subdlgebra de A, se é fechado com
respeito a multiplicacao, isto é, dados by, by € B entao, b1b; € B. Uma subalgebra
I de A é chamada de ideal de A, se IAC e Al C 1.

Exemplo 1.1.3 O conjunto UT,,(K) das matrizes triangulares superiores de or-

dem m é uma subdlgebra de M,,(K).

Definicao 1.1.4 Sejam A e B duas dlgebras. Dizemos que uma transformag¢ao
linear ¢ : A — B é um homomorfismo de dlgebras, se p(ab) = ¢(a)p(b) para
quaisquer a,b € A.

Se ¢ é um homomorfismo de algebras bijetivo, dizemos que é um isomorfismo.
Um endomorfimo de uma algebra A é um homomorfismo de A em A. Quando este
é isomorfismo, dizemos que é um automorfismo de A. Se existe um isomorfismo
v : A — B, entao dizemos que as algebras A e B sao isomorfas e denotamos por
A~ B.

Seja ¢ : A — B um homomorfismo de algebras. O conjunto
ker p ={a € A| p(a) =0}
¢ um ideal de A, denominado nicleo de ¢ e o conjunto
Imp = {p(a) | a € A},

denominado imagem de ¢, é uma subéalgebra de B.



Se A é uma algebra e I um ideal de A, o espago vetorial quociente A/I munido
do produto (a+I)(b+ 1) = ab+ I, para todo a,b € A, é uma algebra, chamada de
dlgebra quociente de A por I. A aplicacao m: A — A/I, definida por 7(a) = a+1,
¢ um homomorfismo chamado de projecao candénica. Um resultado classico é o
Teorema dos Isomorfismos: Se ¢ : A — B ¢ um homomorfismo de élgebras, entao
Alkerp ~ Imep.

1.1.1 Introducao as algebras de Lie

Nesta subsecao definimos as algebras de Lie e apresentamos a élgebra de Lie
linear especial sl,,,(K). Alguns conceitos classicos da teoria de algebras de Lie seréo
abordados com o objetivo de apresentar a decomposicao de Cartan em espacos-raiz,
uma vez que no terceiro capitulo munimos sl,, (K) com tal graduagao e estudamos
o T-ideal das identidades graduadas.

Definigao 1.1.5 Seja L uma dlgebra (ndo associativa) sobre K. Entao, L é uma

dalgebra de Lie se satisfaz, para todo a,b,c € L, as relagoes:

aa =0, (1.1)
(ab)e + (be)a + (ca)b = 0. (1.2)
As relagoes (1.1) e (1.2) sdo chamadas anticomutatividade e identidade de Ja-

cobi, respectivamente. Note que (1.1) implica em ab = —ba para todo a,b € L.
Usando esta igualdade podemos reescrever a identidade de Jacobi como

(ab)e = a(bc) + (ac)b, para todo a,b,c € L. (1.3)

Exemplo 1.1.6 O espaco R® com o produto vetorial usual é uma dlgebra de Lie.

Usaremos a notagao padrao de escrever o produto de dois elementos a,b € L
por [a,b]. Este produto é usualmente chamado o comutador de a e b. Para todo
n > 3 e para quaisquer zi,...,x, € L, definimos indutivamente o comutador
normado a esquerda

[1’1,"' 71;”] = Hxh"' 7In—1]7xn]‘

Exemplo 1.1.7 Seja A uma dlgebra associativa. Denote por A o espaco veto-
rial A com o produto [a,b] = ab — ba. Uma verificagio direta mostra que A7) é

uma dlgebra de Lie.



Exemplo 1.1.8 Seja R uma dlgebra qualquer, nao necessariamente associativa.
Denote por DerR o conjunto de todas as derivagoes de R, ou seja, todas as trans-
formagdes lineares § : R — R tal que 6(ab) = 6(a)b + ad(b). E fdcil checar que o
comutador [0, u] = o — pd € uma derivagao se 6, € DerR. Uma vez que o con-
Junto das transformagoes lineares € uma dlgebra associativa, pelo exemplo anterior

DerR é uma dlgebra de Lie.

Se x € L, aaplica¢do y — [z, y| ¢ um endomorfismo de L , o qual denotamos por
ad(z). Usando a identidade de Jacobi mostramos que ad(z) € Der L. Derivagoes
deste tipo sao chamadas de internas. A aplicacao L — Der L, que envia x para
ad(z), ¢ um homomorfismo de édlgebras de Lie chamado de representa¢io adjunta
e desempenha um importante papel no estudo das algebras de Lie.

Exemplo 1.1.9 Seja R = K[t] o anel de polinomios na indeterminada t. Seja
d € DerR. O fato que d(t") = nt""'d(t) e d(1) = 0, mostra que d é unicamente

determinada por seu valor d(t). Ou seja, d age em R como f(t)— :

dt
dh
dt

Seque-se que Wy = Der K[t] € uma dlgebra de Lie de dimensao infinita. De fato,

d(h(t)) = f(t)

as derivagoes
d td thrld

—,eg=1t—,...,6, = — .
e’ T A dt

formam uma base de Wy com multiplicag¢io dada por [e;, e;] = (j—i)e;y;. A dlgebra

€_1 =

Wy € conhecida como a dlgebra de Witt.

Para quaisquer subespacos A, B de uma algebra de Lie L, definimos o co-
mutador [A, B] como o subespago de todas as combinagoes lineares de produtos
la,b], coma € A, b€ B.

Exemplo 1.1.10 (Algebras de Lie Lineares) Se V ¢é um espaco vetorial de
dimensao finita sobre K, denote por End V' o conjunto das transformacoes lineares
de V em V', o qual tem estrutura de dlgebra associativa com respeito a operagao
composicio e dimensio n?, onde n = dim V. Pelo Evemplo 1.1.7, (End V) ¢
uma dlgebra de Lie sobre K, a qual chamamos de dlgebra linear geral e usamos a
notacao gl(V') para representd-la.

Qualquer subdlgebra de gl(V') é chamada de dlgebra de Lie linear. Fizada uma

base para V', identificamos gl(V') com a dlgebra de matrizes sobre K, neste caso

8



usamos a notagao gl(n,K). Tal identificagao € bastante conveniente para fazer cdl-
culos explicitos. Podemos escrever a tabela de multiplicagcao para gl(n, K) relativa
a base candnica formada pelas matrizes elementares E;;. Como EijEy = d;Eiq,

temos
[Eij, B| = 60 Eu — 01 Ey;. (1.4)

Seja dim V =1+ 1. Denote por sl(V), ou sl;41(K), o conjunto de endomorfismos
de V' com trago zero. Como Tr(zy) =Tr(yzx) eTr(x+y) =Tr(x)+Tr(y), temos
que slj11(K) € subdlgebra de gl(n,K), chamada de dlgebra linear especial.

Uma vez que sli11(K) € uma subdlgebra propria de gl(n,K), sua dimensdo € no
mdximo (I +1)? — 1. Podemos calcular o nimero de matrizes de trago zero line-
armente independentes. Considere todas a matrizes E;;(i # j) e todas as matrizes
h=E;— Ei+1,+1(1 <i<l). Claramente formam um conjunto linearmente inde-
pendente com um total de |+ (I +1)? — (I + 1) matrizes. Iremos sempre visualizar

esta como sendo a base canodnica para sl41(K).

A familia A;, formada pelas algebras sl;;1(K), juntamente com as familias, C
(algebra simplética sp(2l,K)), B, (dlgebra ortogonal O(2l + 1,K)) e D, (4lgebra
ortogonal O(2/,K)) sdo chamadas de algebras de Lie classicas. Estas ultimas
também sao lineares e satisfazem a relacao JX + X'J = 0, onde

10 0
‘]:{—0] g],J: 00 I J:“’g]
: 0L 0 :

respectivamente, sendo que I; é a matriz identidade de ordem [. A construgao
detalhada pode ser vista em [17]. Em [8] ¢ feita a classifica¢ao das graduagdes finas
(conceito que serd definido na seg¢do seguinte) em algebras de Lie cléssicas. Um
problema interessante é caracterizar os respectivos ideais de identidades graduadas.
Um subespago M C L é chamado de ideal de L se [M, L] C M. O subespago
nulo e o proprio L sao exemplos de ideais. Um exemplo menos trivial é o centro

Z(Ly={z€L|[x,z2l =0V ze L}

Se L nao tem ideais além dos triviais 0 e L, e além disso [L, L] # 0, dizemos que
L & simples. A condigao [L, L] # 0 é adicionada para evitar o caso da algebra
unidimensional.

Exemplo 1.1.11 A dlgebra sl,,,(K) € simples, a menos que a caracteristica de K

divida m (neste caso Z(sl,,(K)) é a subdlgebra das matrizes escalares). O fato
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de sl (K) ser simples estd ligado a irredutibilidade de seu sistema de raizes, cuja

definicao apresentaremos mais adiante.
Definimos em L as seguintes cadeias de ideais:
L=L'2L[*2>---DL"D...

definida indutivamente por L? = [L, L], L"*' = [L", L] para n > 2, ¢ chamada
série central inferior de L. Dizemos que L é nilpotente se L™ = 0, para algum n.
A cadeia de ideais

L=LO>1W>@>...om>

definida por LM = [L, L], L® = [LM W] ... L™ = [LO=D [(=Y] paran > 2,
¢ chamada série derivada de L. Dizemos que L ¢é solivel se L™ = 0 para algum
n.

Proposicao 1.1.12 Seja L uma dlgebra de Lie.

i) Se L € soluvel, entao todas as subdlgebras e imagens homomdrficas de L também

500.
ii) Se I € um ideal solivel de L tal que L/I € solivel, entao L é solivel.

iii) Se I, J sao ideias soliveis de L, entao I + J € solivel.

O item 7z implica na existéncia de um tnico ideal soluvel maximal, chamado
de radical de L e denotado por Rad L. Quando Rad L = 0, dizemos que L é
semissimples.

Definigao 1.1.13 O normalizador de uma subdlgebra K de L ¢é definido por
Ny(K)={xz€L|[zx,K] C K}.
E a maior subdlgebra de L que contém K como ideal.

O exemplo a seguir motiva a defini¢ao de raizes de uma &algebra de Lie semis-
simples.

Exemplo 1.1.14 Considere sly(K) e suponha charK # 2 . A dlgebra sly(K)

admite como base

[a) -l a) )
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A agao de ad(h) em L é diagonalizdvel: os vetores prdprios sao precisamente o0s

elementos da base:
ad(h)(z) = [h, 2] = 2z, (ad h)(h) = 0, (ad h)(y) = [h,y] = —2y.

Entao sly(K) = (h) & (x) @& (y), com (h), (x), (y) espagos proprios para a agao de
h.

Definigao 1.1.15 Dizemos que H < L é uma subdlgebra de Cartan de uma dlge-
bra de Lie L quando é uma subdlgebra nilpotente e satisfaz N (H) = H. Dizemos
que H ¢ uma subdlgebra toral maximal quando é uma subdlgebra maximal entre as

formadas por elementos x com ad(z) diagonalizdivel.

Se L é semissimples, as definicoes dadas acima sao equivalentes, em parte
devido ao fato que uma subélgebra toral de L é abeliana, ver Se¢ao 8.1 em [17].
Assim, ad(H) é formado por elementos simultaneamente diagonalizaveis.

Podemos decompor L em espagcos proprios para todos os elementos de H. Dado
o € H*, defina

L, :={xz € L| paratodo h € H tem-se que (ad h)(z) = a(h)z}

Os funcionais o € H* nao nulos tais que L, C L é nao nulo sao chamadas de
raizes de L em relagao a H. Observe que H = Lg. Chamando de ® o conjunto
das raizes, podemos escrever

L=H& (@La>. (1.5)

aed

Os espacos L, com a € ¢, sao chamados de espagos-raiz e possuem as seguintes
propriedades:

(i) L, ¢ um subespago vetorial unidimensional.
(ii) [La, Lg] = Latp-
(iii) Se a € @, entdao —a € P.

No Exemplo 1.1.10 apresentamos a algebra sl,,(K) e sua base canonica. Pode-
se verificar que a subalgebra H das matrizes diagonais de trago zero gerada pelos
elementos h; = E;; — Eiy1,41,1 < i < m — 1, é uma subalgebra de Cartan de
sl (K). Seja D;; = E;; — Ejj e ¢; : H — C definida por ¢;(>" | ;E;;) = ;. Para
cada par (i,j) com 1 <i % j <n,sendo h=> . , z;E;, temos que

b, Eij| = (v — x5) By,

11



logo o espago L, ¢ nao nulo, portanto, ¢ um espago-raiz gerado por E;;. Note
que isto faz sentido, uma vez que dimH = m — 1 e sl,,(K) tem dimensao m? — 1,
¢ esperado que existam m? — m raizes.

Este ¢ um exemplo de um sistema de raizes, um subconjunto de um espaco
euclidiano que satisfaz boas propriedades, que pode ser visto com detalhes em [17,
Capitulo 3|. Surpreendentemente, qualquer sistema de raizes é sistema de raizes de
uma algebra de Lie semissimples. Os sistemas irredutiveis de raizes caracterizam
as algebras de Lie simples.

1.1.2 Algebras graduadas

Nesta secao apresentamos o conceito de dlgebra graduada. Mais adiante defi-
niremos as identidades graduadas, fundamentais para nosso estudo. Os conceitos
aqui apresentados seguem [8|.

Sejam V' um espaco vetorial sobre um corpo K e G um conjunto. Uma G-
graduacgao [ em V' é qualquer decomposicao de V' como soma direta de subespacos
indexados por G,

r:v=av, (1.6)

geG

Alguns dos subespacos V, podem ser nulos. Chamamos de suporte de I' o conjunto
supp I' :== {9 € G | L, # 0}. Dizemos que W é um subespaco homogéneo se,
W = @yec(Vy,NW). Os subespacos V, sao chamados de componentes homogéneas
da graduagao. Seja v € V, nao nulo, dizemos que v ¢ homogéneo de grau g e
denotamos por deg. v = g. Serd comum nos referirmos a deg, v como o G-grau
de v.

Definicao 1.1.16 Sejam V um espago vetorial G-graduado e W um espaco ve-
torial H-graduado. Uma aplicagao linear ¢ : V. — W € dita graduada se para
qualquer g € G existe h € H tal que ¢(V,) C W,

Note que, se ¢(V,) # 0, entao h é unicamente determinado.

Definicao 1.1.17 Sejam V e W espacos vetoriais G-graduados. Uma aplicagcao
linear ¢ : V. — W é chamada de homomorfismo de espagos G-graduados se para
todo g € G temos p(V,) C W,,.

Seja A uma algebra nao associativa. O conceito mais amplo de graduagao em
uma algebra é uma decomposicao de A como soma direta de subespacos tais que
o produto de dois subespacos quaisquer estd contido em um terceiro subespago.
Assim, estabelecemos que

12



Definigao 1.1.18 Seja S um conjunto. Uma S-graduacao em A é uma gradua¢ao
como espago vetorial tal que a aplicagcao multiplicacio A @ A — A € graduada
(Defini¢ao 1.1.16), onde A ® A é munida da S x S graduagdo natural, dada por
Afs1s0) = Asy ® Ag,. Se tal graduagao em A € fizada, entao nos referimos a A

como dlgebra graduada.

E conveniente considerarmos apenas as componentes homogéneas nao nulas.
Assim, assumiremos que S é o suporte da graduacao.

I A= @AS onde A, # 0 para qualquer s € S. (1.7)

sEs

Dados s1, 52 € S temos Ay As, = 0 ou existe s3 € S tal que Ay As, C Ag,. Assim,
o suporte S é equipado com uma operagao binéria (nao associativa) parcialmente
definida s; - s9 = s3.

Definigao 1.1.19 Dizemos que I, como em 1.7, é uma graduag¢ao (semi)grupo
se, (S,-) pode ser mergulhada em um (semi)grupo G. Visualizamos S como um
subconjunto de G e fazemos A, = 0 para todo g € G\ S. Assim, obtemos uma

definicao equivalente a Definicdo 1.1.18: A decomposi¢io

r:A=p4,

geG
¢ uma graduagdo (semi)grupo, se AgA, C Agy para todo g,h € G.

Assumiremos que G é gerado por S.

Exemplo 1.1.20 Sejam A uma dlgebra e G um grupo. A decomposicio A, = A
e Ay =0, para todo g € G\ {e}, € uma G-graduacdo em A, chamada de trivial.

Exemplo 1.1.21 A dlgebra de polinomios A = Klxq,...,z,] admite uma Z-
graduacao definida pelo grau total:

Ay = spang{x{* - 20 | ag + -+ o, =k}
Também admite uma Z"-graduacao dada pelo multigrau o = (o, .. ., ay).

Exemplo 1.1.22 Seja R = M,,(K) e G um grupo arbitrdrio. Dada qualquer m-

upla (g1, ..., 9m) € G™, podemos definir uma G-graduag¢io em R por determinar
R, = spang{Ey; | gig; ' = g}

onde E;; sao as matrizes elementares.
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Exemplo 1.1.23 Euxiste uma (Zo X Zo)—graduacio em R = My(K) associada as

matrizes de Pauli

1 0 01 0 ¢
J9 — 3 g1 — 3 09 = . )
T lo -1 1o Tl -io
definida por

10 1 0
R5,5) = spanyg { ( 0 1 > } , Rp) = spang { ( 0 —1 ) } :
0 1 0 1
R(()’j) = Spally { ( 10 > } y R(Lj) = Spaly { ( 1 0 ) } .

Note que R = ©4eq Ry € RyRy, C Ry, para quaisquer g,h € G.

A graduacao de Pauli na algebra de Lie linear especial cujas identidades graduadas
estudaremos no Capitulo 2, € uma generalizacao da graduagao definida no exemplo
anterior.

Definicao 1.1.24 Dizemos que uma graduacao I', como em 1.7, € realizada como

uma G-graduagdo se G € um (semi)grupo contendo S e o0s subespagos
As, se g=sef
Ay = g
0, se g¢&¢5;

formam uma G-graduagao em A, como na defini¢cao equivalente dada acima, e S
gera G. Uma realizag¢io de I' é uma G-graduagao determinada por um (semi)grupo
G e um mergulho S — G como acima.

Exemplo 1.1.25 Considere a dlgebra de Witt, definida no Exemplo 1.1.9. Seja
S={-1,0,1,...}. A graduagao

F:le@Ls

seSs

¢ realizada como uma Z-graduagao.

Na classe das algebras de Lie nem toda graduacao I' é realizada como na
definicao anterior.
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Exemplo 1.1.26 (Example 1.9, [8]) Considere a dlgebra de Lie de dimensao 4

L = span{a,u,v,w}, com multiplicagao dada por
la,u] =u, |a,v]=w, [a,w]=wv,

e todos os demais comutadores dos elementos da base sao 0. Defina uma graduacao
em L da forma:

T:L =Ly &Ly, &Ly,

onde L5, = span{a,u}, L, = span{v} e Ly, = span{w}. Se T € realizada como
uma graduagao por um semigrupo, entao as sequintes equacgoes sao vdlidas no

Semigrupo: s? = s1,8189 = S3 € 8183 = Sy 0 que resulta na contradigdo
o2 _ _ _
S3 = S789 = $1(S283) = $183 = Sa.

E um problema em aberto determinar se qualquer graduacao em uma algebra
de Lie simples sobre C é uma graduacao por um grupo. No entanto, se assumirmos
inicialmente que a graduacao é por um semigrupo, entao a resposta é positiva.

Proposicao 1.1.27 Seja L uma dlgebra de Lie simples sobre um corpo qualquer.
Se G é um semigrupo e L = ©yeqLy € uma G-graduagao com suporte S, onde G

€ gerado por S, entao G € um grupo abeliano.

Demonstragao. |8, Proposition 1.12, pg. 13]. O

Com este resultado, sempre que falarmos de uma graduagao por um grupo em
uma algebra de Lie, o grupo sera entendido como sendo abeliano.

Dada uma graduacao I' por um grupo, existe, em geral, muitos grupos G tais
que I' pode ser realizada como uma G-graduacao. Uma equivaléncia de espagos
vetoriais graduados ¢ : V — W é um isomorfismo linear tal que ¢ e ¢! sao ambas
aplicagoes graduadas. Sejam

F:A:@As e F':B:@Bt
sesS teT

duas graduacoes em algebras, com suporte S e T', respectivamente.

Definicao 1.1.28 Dizemos que I' eI sao equivalentes, se existe uma equivaléncia
de dlgebras graduadas ¢ : A — B, isto €, um isomorfismo de dlgebras que é também
uma equivaléncia de espacos vetoriais graduados. Entao diremos que ¢ é uma

equivaléncia de T' e I, Esta equivaléncia determina uma bijecao o : S — T tal
que SO(AS) = Ba(s)
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Defini¢ao 1.1.29 Dizemos que duas dlgebras graduadas A = @gecAy e B =
DgeaBy sao isomorfas, se existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : A — B tal
que w(Ay) C B, para todo g € G.

Como comentamos anteriormente, uma graduacao I' por um grupo pode ser reali-
zada como uma G-graduacgao para muitos grupos G. Neste caso, existe um que se
destaca dentre os demais.

Definigao 1.1.30 Seja I' uma graduacao em uma dlgebra A. Suponha que T’
admite uma realizacao como uma Goy-graduagao, para algum grupo Go. Dizemos
que Gy € o grupo universal de " se para qualquer outra realizacao de I' como uma
G-graduagao, existe um unico homomorfismo Gy — G tal que a restri¢ao ao supp I’
€ igual a identidade.

Quando o grupo universal existe, ele é Gnico a menos de isomorfismo sobre
supp I'. O denotaremos por U(T"). A proposigdo a seguir mostra que tal grupo
existe e s6 depende das classes de equivaléncia de I'.

Proposigao 1.1.31 Seja I' uma graduacao por um grupo em uma dlgebra A. En-
tao, o grupo universal U(I") existe. Duas graduagoes por um grupo, I' em A e
IV em B, sao equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo de dlgebras
¢ : A — B e um isomorfismos de grupos o : U(I') = U(I") tal que p(Ay) = Ba(g)
para todo g € U(T).

Demonstragao. |8, Proposition 1.18, pg. 15]. a

Quando apresentarmos as graduacoes que estudaremos nesta tese, Capitulos 2
e 3, exibiremos o grupo universal de cada uma delas.

Definicao 1.1.32 Sejam I' e IV duas graduacoes em V' com suportes S e T, res-
pectivamente. Dizemos que I' é um refinamento de I, ou equivalentemente, I é
um coarsening de I, e escrevemos I' < T', se para qualquer s € S existe t € T tal
que Vs C Vi Se, para algum s € S esta inclusao € estrita, entdao dizemos que I' é
um refinamento proprio de I”.

As graduacgoes que nao admitem um refinamento proprio, chamadas de gradu-
acoes finas, desempenham um importante papel na classificagao de graduagoes em
algebras de Lie. A decomposicao de Cartan e a graduacao de Pauli na algebra de
Lie linear especial sl,,(K) sao exemplos de graduagoes finas. Além disso, gradu-
agoes por grupos sao importantes no estudo de algebras de Lie. A decomposicao
de Cartan de uma algebra de Lie semissimples, sobre um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero, é uma graduagao que surge na classificacao de tais
algebras.
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1.2 Algebras Livres

Inicialmente definimos a algebra livre associativa.

Definicao 1.2.1 Seja B uma classe de dlgebras e seja F' € B uma dlgebra gerada
por um conjunto X. A dlgebra F ¢ dita uma dlgebra livre na classe B, livremente
gerada pelo conjunto X, se para qualquer dlgebra R € B, toda aplicagio X —
R pode ser estendida para um homomorfismo F' — R. A cardinalidade |X| do

conjunto X € chamada de posto de F'.

Exemplo 1.2.2 Para qualquer conjunto X, a dlgebra polinomial K[X] € livre na

classe de todas as dlgebras associativas e comutativas com unidade.

Proposicao 1.2.3 Seja X = {x1,29,...} um conjunto infinito e enumerdvel de

varidveis nao comutativas. A dlgebra K(X) com base formada por todas as palavras
Tiy Xy, T, € Xon=1,2,.
e multiplicacao definida por
(@iy -z ) (@, - xj,) = Tiy - X, T4y - X, onde X, x5, € X,
€ livre na classe de todas as dlgebras associativas.

Como K(X) é uma generalizacao de K[X], seus elementos sdo chamados de
polinémios em variaveis nao comutativas.

A fim de definir o nosso objeto principal de estudo, identidades polinomiais de
uma algebra de Lie, apresentamos a algebra de Lie livre. Podemos caracterizé-la
por meio do Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt.

Definigao 1.2.4 Se R € uma dlgebra associativa e a dlgebra de Lie L é isomorfica
a uma subdlgebra de R, diremos que R é uma dlgebra envolvente de L. A
dlgebra associativa U = U(L) € a dlgebra envolvente universal da dlgebra de Lie
L, se L é uma subdlgebra de U e U satisfaz a sequinte propriedade universal:
Para qualquer dlgebra associativa R e qualquer homomorfismo de dlgebras de Lie
¢ L — R, existe um tinico homomorfismo de dlgebras associativas 1) : U — R

que estende @, isto €, Y € igual a ¢ em L.

17



Teorema 1.2.5 (Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt) Toda dlgebra de Lie
L possui uma iunica, a menos de isomorfismo, dlgebra universal envolvente U(L).
Se L tem base {e; | i € I} e o conjunto de indices é ordenado, entao U(L) tem
uma base

€y ity < <pip € L,p=0,1,2,....

Demontragao. [6, Theorem 1.3.2, pg. 11]. O

Teorema 1.2.6 (Witt) A dlgebra de Lie livre, no sentido da Defini¢ao 1.2.1,
com conjunto de geradores livres X € isomorfa a subdlgebra de Lie L(X) de
K(X)) gerada por X; U(L(X)) = K(X).

Demontragio. Seja R uma algebra associativa qualquer e seja ¢ : L{X) — R
um homomorfismo de dlgebras de Lie. Pela propriedade universal da algebra livre,
a aplicagdo ¢ : X — R definida por ¢g(x) = ¢(x),z € X, induz um tnico
homomorfismo ¢ : K(X) — R. Como ¢(x) = ¢(x), temos que a restrigao de ¢ em
L(X) ¢éigual a ¢. Logo U(L(X)) = K(X). Se G é uma algebra de Lie e R sua
algebra envolvente, entao qualquer aplicagao X — G C R induz um homomorfismo
K(X) — R. A restri¢dio a L(X) é um homomorfismo de L(X) sobre R~ o qual
envia os geradores de L(X) para G. Portanto, a imagem de L(X) estd em G e
isso nos diz que L(X) ¢ livre na classe de todas as algebras de Lie. a

Os elementos de L(X) sdo chamados de polindémios de Lie em X, qualquer
comutador de elementos de X é um mondémio de Lie. Diferente do que ocorre
no caso associativo, monomios de Lie podem ser linearmente dependentes, por
exemplo, segue da identidade de Jacobi que

[[J;l?xQ]? [I3Jx4]] — [I17x27‘r37x4] - [x27x17'r37x4]'

Sejam G um grupo abeliano, {X,},e¢ uma familia de conjuntos disjuntos

X, = {:ng), :Bég), ...t e Xg =UgeaX,. Seja K(X¢) a élgebra associativa livre com
a G-graduacao na qual o monoémio ng”) = 'ngl'”) ¢ homogéneo de grau g --- gy,.
Uma extensdo do Teorema 1.2.6 mostra que a subalgebra L{Xs) de K(Xg)(™) ge-
rada por Xg € a algebra de Lie livre G-graduada, livremente gerada pelo conjunto
Xg. A subélgebra L(Xs) é um subespago homogéneo de K(Xs) e a correspon-
dente decomposi¢ao ¢ uma G-graduacao em L({X¢). Os elementos de L(X¢) sdo
chamados de polinémios G-graduados de Lie (ou simplesmente polinomios). Os
comutadores normados a esquerda de elementos de uma algebra de Lie G-graduada

sao definidos como no caso ordinario (nao graduado).
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1.3 Identidades Graduadas, 1-ideais e Variedades

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de identidades polinomiais graduadas em
L{Xg).

Definicao 1.3.1 Sejam G um grupo e L = ©ycq Ly uma dlgebra de Lie G-graduada.
Uma substituicao admissivel para o polindmio f(mggl), e ,x%g")) em L é uma n-

upla (ly,...,1l,) de elementos de L tal que l; € Ly, parai=1,... n.

Definicao 1.3.2 Sejam G um grupo e L = @gec Ly uma dlgebra de Lie G-graduada.

Um polindmio nao nulo f(a:ggl),...,xglg")) € L(X¢g) € uma identidade polino-
mial graduada de L se, para toda substitui¢ao admissivel (ly,...,l,) tem-se que
f(ly,...,0,) =0.

Se o grupo G e a graduagao L = @yeq L, estiverem claras no contexto, diremos
simplesmente que f (xggl), . 7957(19")) ¢ uma identidade para L.
Em particular, se a graduacao ¢ trivial, temos a nocao de identidade polinomial

ordinéria.

Defini¢ao 1.3.3 Um polinémio nao nulo f(x1,...,x,) € L(X) € dita uma iden-
tidade de uma dlgebra de Lie L, se f(ly,...,l,) =0 para todo 1y, ..., € L.

O conjunto das identidades polinomiais G-graduadas de L, que denotaremos
por Tg(L), é um Tg-ideal, isto é, um ideal invariante por endomorfismos de L{X¢)
como algebra graduada (Defini¢ao 1.1.17). Se a graduacao é a trivial, denotamos
T (L) simplesmente por T'(L) e o chamamos de T-ideal de L.

A intersecgao de uma familia de T-ideais de L(Xg) é um Tg-ideal. Dado um
conjunto S C L(X¢), denotamos por (S)¢, a intersec¢ao de todos os Ti-ideais de
L{Xg) que contém S, chamado de Tz-ideal gerado por S e nos referimos a S como
a base deste Tg-ideal.

Duas algebras de Lie G-graduadas distintas (nao isomorfas) podem possuir o
mesmo Tg-ideal de L(X¢). Isto motiva o conceito de variedade de algebras.

Definigao 1.3.4 Seja S = {f;: i € I} um subconjunto de L(Xq). A classe V das
dlgebras de Lie que satisfazem todas as identidades G-graduadas em S é chamada
de variedade de dlgebras de Lie definida pelo conjunto de identidades S. Uma
variedade U é chamada de subvariedade de V seUd C V como classes. Seja U uma
classe de dlgebras de Lie, entio definimos V = var®(U), a variedade gerada por

U, como sendo a menor variedade de dlgebras de Lie sobre K que contém U.
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No caso nao graduado, algumas das variedade de algebras de Lie mais impor-
tantes sao as seguintes: A variedade U das algebras de Lie abelianas que satisfazem
a identidade [z,y] = 0; a variedade M. das algebras de Lie nilpotentes de classe
¢, nas quais qualquer produto de comprimento maior que ¢ é igual a zero (c é
chamado indice de nilpoténcia); A variedade &; das algebras de Lie soluveis de
comprimento < [, na qual o [-ésimo termo da série derivada é zero, em nao mais
do que [ passos.

O conjunto das identidades satisfeitas por todas as algebras de uma variedade
V & também um Tg-ideal de L(X¢), que denotamos por T¢ (V). Se S C L(Xg)
define uma variedade V, dizemos que S é uma base das identidades graduadas de V.
Os elementos de T (V) sdo chamados de consequéncias das identidades graduadas
da base S. Note que, se Y C V é uma subvariedade, entdo T:(V) C Te(U).

Seja V uma variedade nao trivial e F' uma algebra de V gerada por conjunto Y.
Esta algebra é chamada dlgebra relativamente livre na variedade V com conjunto
de geradores livres Y se, toda aplicagao de Y em alguma algebra arbitraria A de V
pode ser estendida, de forma tnica, a um homomorfismo da algebra F' na algebra

A.

Proposicao 1.3.5 Seja V uma variedade nao trivial de dlgebras de Lie cuja base é
o congunto I C L(Xq). Dado um conjunto Y, seja L{Y') a dlgebra livre livremente
gerada por'Y . Entao, L(Y,V) = L(Y)/T(L(Y)) € a dlgebra relativamente livre na
variedade V com conjunto de geradores livres Y. Se Z é um conjunto nao vazio,
L(Y,V) = L(Z,V) se, e somente se, Y e Z tem a mesma cardinalidade.

Demonstracao. Veja|2, Segao 4.2.1]. a

1.4 Identidades Multihomogéneas e Multilineares

O estudo das identidades de uma &algebra depende do corpo base K. Quando
este é infinito, limitamo-nos a estudar os polinémios multihomogéneos ou multili-
neares, dependendo da caracteristica de K.

Dado um monémio de Lie M nas variaveis 1, ..., Z,, denotamos por deg, M

o grau de x; em M, isto é, o numero de vezes que z; aparece em M. A n-upla
(deg,. M, ... ,deg, M) é chamada de multigrau de M.

Definicao 1.4.1 Um polinémio nao nulo f(xi,...,x,) € L(X) é multihomo-
géneo, se todos os seus mondmios possuem mesmo multigrau. Em particular,

f(z1,...,x,) € multilinear, se o multigrau de todos seus monémios € (1,...,1).
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Os mesmo conceitos se aplicam a um polinémio nao nulo f (xggl), . ,xfmgn)) €
L{Xg).

Os resultados a seguir podem ser naturalmente estendidos para o caso gradu-
ado.

Teorema 1.4.2 Sobre um corpo de caracteristica zero, toda identidade de Lie €
equivalente a uma familia de identidades multilineares. Em particular, qualquer

T-ideal de L{X) € gerado pelos polindmios multilineares que ele contém.

Demonstragao. |2, Theorem 5, Section 4.2]. O

A proposigao a seguir caracteriza a estrutura da algebra livre L{X).

Proposicao 1.4.3 Seja f(x1,...,x,) um polinémio de Lie homogéneo de grau k.
Entao,
i) f € uma combinagao linear de mondémios normados & esquerda [z;,, -+ ,x;,];

ii) Se f é multilinear, k = n, entao f é uma combinagdo linear dos mondémios
[erw To(1), " 7-7:0(1171)]7 OS Sn—l;
iii) Os monémios descritos no item anterior sao linearmente independentes sobre

K.

Demonstragao. |2, Section 4]. O

1.5 Codimensoes e Expoente Graduado

Seja L(X¢) a algebra livre G-graduada gerada pelo conjunto X¢ = Ugea X,
com X, = {xgg), xg«"), ...} para cada g € G. Seja L = @geqL, uma Pl-dlgebra de
Lie G-graduada.

Vimos na se¢ao anterior que sobre um corpo de caracteristica zero T (L) &
determinado por seus polindmios multilineares. Assim, para n > 1, consideramos

os espago dos polinémios graduados multilineares em n indeterminadas
Pf = Spang { [xgg(fi()1>)’ e 7x57£7((;(;)) | OlS Sn7gl -3 0n € G}

e PYNTg(L) é o conjunto das identidades graduadas multilineares de grau n nas
primeiras n variaveis.
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Defini¢ao 1.5.1 A n-ésima codimensao graduada de L = @geqLy €
a

G R n
¢ (L) = dzm—PnG ATa(D)

n

Se V & a variedade gerada por L, definimos (V) = ¢%(L). Quando a graduacio
é a trivial, escrevemos P, e ¢, para denotar o espaco dos polinémios multilineares
e as codimensoes ordinarias, respectivamente.

E conhecido que, para qualquer élgebra G-graduada A, c,(A) < c%(A) ese A
é uma PI- algebra G-graduada, entdo c(A4) < |G|"c,(A) (|14, Section 10.5]).

Se f(aclg1 Ve ,x(g”)) € L(X¢) € um polindémio multilinear, segundo a Proposi-
¢ao 1.4.3, podemos escrevé-lo como
n n (ga ) (go n— )
f(x(lgl)’ SR 7x’$Lg )) = Z Qo |:CC£L9 )’ xa(l()l) T ’xa(n(—l)l) } ’
oESH—1
Fixada uma n-upla g = (g1,...,9,) € G", todos os polinémios multilineares nas
variaveis xgg Do 29 formam o subespaco
P = span { ol 8507 ol ] o€ s}

Obtemos uma decomposigao conveniente do espaco dos polinémios graduados mul-

tilineares
_ g
=
geGn

Tal decomposicao é herdada pelo quociente

1.8
PEQTG @ PngG (18)

A fim de simplificar a notagao, omitimos o segundo indice nas indeterminadas
dos polinomios em P# e escrevemos x; em vez de x

Se a sequéncia {cn (L) }n>1 € exponencialmente hmltada, consideramos a sequén-
cia limitada {/c¢(L) com seu limite superior e inferior

exp®(L) = liminf, o {/c§(L) and exp®(L) = limsup,, ., {/cS(L)

chamados de Pl-expoente G-graduado superior e Pl-expoente G-graduado inferior.
Se expY(L) = expY(L), temos o limite usual exp®(L) = lim, o, ¥/cS(L), o qual
chamamos de Pl-expoente G-graduado de L. Quando a graduacio é trivial, omiti-
mos o termo GG da notacao e a denotacao G-graduado das defini¢oes. A existéncia
do Pl-expoente para élgebras associativas foi conjecturado por S. A. Amitsur e

22



provada por M. Zaicev e A. Giambruno [14]. No caso de algebras de Lie de di-
mensao finita com graduacao por um grupo, a existéncia do expoente graduado foi
provada por A. Gordienko em [15]: Se o corpo base K ¢é algebricamente fechado de
caracterfstica zero, entdo exp®(L) = dim L se, e somente se, L é graduada simples,
ver [15, Teorema 18].

Concluimos este capitulo definindo o expoente exp® V de uma variedade V de
algebras de Lie graduadas como sendo o expoente da algebra L(X¢)/T¢(V), onde
Te(V) = NpeyTg(L) e a n-ésima codimensao da variedade V), denotada por ¢&(V),
¢ a n-ésima codimensao de L(X¢)/Te(V).
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Capitulo 2

Identidades Graduadas para siy(K)

com a Graduacao de Pauli

Como mencionamos na Introdugao, as identidades graduadas de sl3(K) ja sao
conhecidas. Para o caso da graduagao de Pauli em sl5(K), com K infinito de ca-
racteristica diferente de 2, as identidades graduadas sao descritas em |22, Theorem
18] como consequéncias da variavel de grau neutro. Ja em [13, Theorem 4| é de-
monstrado que em caracteristica zero, o ideal das identidades graduadas de sly(K)
com a graduagao de Pauli tem a propriedade de Specht.

Neste capitulo nosso principal objetivo é abordar estes mesmos problemas para
a algebra de matrizes de traco nulo de ordem p prima.

2.1 Preliminares

Iniciamos com esta se¢ao preliminar, onde definiremos nogoes que serao utili-
zadas no estudo de ambas as graduagoes de sl,,,(K) tratadas nesta tese.Para evitar
repeticoes, doravante quando mencionarmos um grupo G, o mesmo serd abeliano
como estabelecido no Capitulo 1.

Definicao 2.1.1 Seja L = ©yecqly uma graduagao por um grupo G na dlgebra
de Lie L. Dizemos que a n-upla g € boa se P& ¢ T(L), caso contrdrio, dizemos
que g € ruim. Além disso, uma n-upla g € G" € dita padrao se o mondémio

[, 29 nao ¢ identidade graduada para L.



Definicao 2.1.2 Sejam f e g monémios em L{(Xg) \Te(L) e I C Te(L) um Tg-
ideal de L(X¢). Dizemos que f e g sao equivalentes, denotamos isto por f ~j g,

se existe um escalar X tal que f — \g pertence a 1.

Note que o escalar A é diferente de 0 e que ~; é uma relagao de equivaléncia.
Quando I estiver claro no contexto, o omitiremos na notacao.

Antes de introduzirmos a graduacao de Pauli, estabelecemos alguns resultados
que sao validos em um contexto mais geral e necessarios ao desenvolvimento do
principal resultado deste capitulo, além de nos permitirem calcular explicitamente
as codimensoes graduadas.

Recordamos que uma algebra de Lie de dimensao finita, sobre um corpo de
caracteristica zero, é central simples se, e somente se, seu expoente for igual a
dimensao (ver [11, Teorema 8.1]). Na tltima se¢ao do Capitulo 1 estabelecemos
que para uma algebra de Lie L com uma graduagao por um grupo finito GG, temos
que ¢, (L) < c%(L). Se dimL, < 1 para cada g € G, vamos provar que
(L) < (dim L)™. (2.1)

n

Portanto, uma algebra de Lie central simples L com uma G-graduacao tal que
dimL, < 1, satisfaz exp® L = dim L, mesmo sem a hipotese de K ser algebri-
camente fechado. Para provarmos a desigualdade (2.1) e os principais resultados
deste trabalho, faremos uso da nocao de n-uplas boas (ver Defini¢ao 2.1.1), em
relacao & graduacao em L. Se dim L, < 1 para cada g € G, dados f, f' € P&, com
[ ¢ Te(L), existe um tnico escalar As ¢ tal que f' — A\ pf € Te(L). Concluimos

que
dim (=% ) Zgoudim (=t ) —1
A PEATLy) TN M A\ PRy T

onde o caso unidimensional corresponde a n-upla g ser boa. Segue-se da decom-
posi¢ao (1.8) que a n-ésima codimensao graduada ¢S (L) equivale ao ntimero de
n-uplas boas em G". E claro que uma n-upla g boa pertence ao subconjunto
(supp L)", o qual possui (dim L)" elementos. Portanto, a desigualdade (2.1) é
valida. Resumimos esse comentério na observagao a seguir.

Observacao 2.1.3 Seja L = @yeqLy uma dlgebra de Lie com uma graduagao por
um grupo G. Se dim L, <1 para cada g € G, entao c%(L) equivale ao nimero de
n-uplas boas em G™. Se L é uma dlgebra de Lie central simples, entdo o expoente

graduado de L € igual a dimL.

Dado g € G, denotamos por C(g) o conjunto {h € G | [L,,L;] = 0}. Na
proxima proposi¢ao caracterizamos as n-uplas boas quando supp L = G \ {e},
Ly, Ly] = Ly, sempre que g,h € G\ {e}, h ¢ C(g) e C(g) = (g) para cada g # e.
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Observagao 2.1.4 Seja L uma dlgebra de Lie com uma G-graduacgao tal que
supp L = G\ {e}. Se C(g) = (g) para todo g # e, entdo para quaisquer

g,h € G\ {e} as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) [Lg, L] = 0;
(i) h € {g);

(i) (h) = (9)-

Proposicao 2.1.5 Seja L uma dlgebra de Lie com uma G-graduac¢ao tal que
supp L = G\ {e}, [Ly, Ly] = Ly sempre que h ¢ C(g) e C(g) = (g) para
cada g # e. Uman-upla g em (G\{e})" tal que g1 - - - g, # € € ruim se, e somente
se, [Lg;, Lg;] =0 para cada 1 <i,5 <n.

Demonstragdo. Se [Lg,, Ly,] = 0 para cada 1 < 4,j < n, entdo é claro que g é
ruim. Se existe 7 tal que [L,, L,,] = 0 para todo 1 < j < n, entao a Observacao
2.1.4 implica que [Ly,, Ly,] = 0 para cada 1 <i,j < n. Sendo assim, ¢ suficiente
demonstrar que: se para cada i existe j de tal modo que [Lg,, Ly] # 0, entdo
g ¢ boa. Provamos isto por indugao sobre n. Isto é claro para n = 2. Seja
g = g1°-gn, 0 qual por hipotese é diferente do elemento neutro. Se g; € (g)
para cada i € {1,...,n}, a Observacao 2.1.4 implica que (g;) = (g) para todo
i € {1,...,n}, logo, [Ly,, Ly,] = 0 para todo 1 < 4,5 < n. Consequentemente,
existe 1 < k < n tal que gx ¢ (g). Assumimos, sem perda de generalidade, que
k = n. Neste caso, g - gn—1 = 99, # €. Se para algum i # n temos [Ly,, Ly.] =0
sempre que j # n, entdo (¢;) = (g;) quando i,j # n. Entdo, segue da nossa
hipotese e da Observacao 2.1.4 que [L,, Ly, -, Ly, ,] # 0, consequentemente
a n-upla g é boa. Agora, assumimos que para cada i # n existe j # n tal
que [Lg,, Lyl # 0. Note que nestas condigdes a hipdtese de indugao se aplica.
Portanto, seja o € S,y tal que [Lgy ,,,---,Lg, ] # 0. Como g, ¢ (g), temos
[L,g-15 Lg,] # 0. Logo, [[L L |, Lg.] # 0, e isto mostra que g é boa.

9o(1)? " 0 HYon—1) 10
O

2.2 Graduagao de Pauli em s/,,(K)

Se A é uma algebra associativa com uma graduagao por um grupo abeliano,
entdo a mesma decomposicio é uma graduacdo em A7), Em particular, pode-
mos obter uma graduacdo na algebra de Lie M,,(K)(~) a partir da graduacio em
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Denote por R a algebra associativa M,,(K). Assuma m > 2 e que K contém
uma m-ésima raiz primitiva da unidade €. Considere as seguintes matrizes que
generalizam —o3 e 01 no Exemplo 1.1.23:

o BT
0 gm—2 0

A= . e B= oo el

i 0Oo0¢o0 --- 1

0 0 1 1 00 0

Note que A e B satisfazem as relacoes AB = cBAe A™ = B™ = I,,, onde [, é
a matriz identidade m x m. Afirmamos que as matrizes A'B7, 1 < 4,5 < m, sao
linearmente independentes sobre K. De fato, para 1 < j < m, denote por R; o
subespaco de R gerado pelas matrizes B/, AB’,..., A™ 1 BJ. Como

. 0[_
] m=j
B_<[j 0 )

temos que R; C spang{E1 ji1,..., Em_jm, Em—ji11,- .-, Emj}. Logo, a soma dos
subespacos R; é uma soma direta. E suficiente demonstrar que B7, ABJ, ... A¥"1BJ
formam um conjunto linearmente independente. Para isso, tomamos indetermina-
das z1,...,zy,. Observe que a equacao z; A + 20A4% 4+ -+ + 2, A™ = 0 fornece um
sistema de m equacoes lineares

ap Qg - 1
2 2
a a “ .. 1
1 0y _ _
(21 2Zm) . =0, comag =" g =2 o, = 1,
1 1 ... 1

cujo determinante é igual (ou simétrico) a um determinante de Vandermonde nao-
nulo, ja que € é uma m-ésima raiz primitiva da unidade. Segue-se que para quais-
quer escalares (ndo todos nulos) Aq, ..., Ay, a matriz \j A + Mg A% + -+ + )\, A™ &
nao-nula. Como B ¢é invertivel, temos \; AB/ +- - -+ \,,A™B7 # 0. Portanto, como
o conjunto das matrizes A°B7, 1 <1i,j < m, possui m? elementos concluimos que
é uma base para R. A igualdade

[A'B?, A" B%] = (77 — e ") AT BIS, (2.2)
implica que a decomposicao

R = @ RGJ)’ Ccom R(;J) = KAZB]

(i,5)e2,
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é uma (Zy, X Zn, )-graduacao em M,,(KK)(™), denominada graduacdo de Pauli. Seja
L = sl,,(K). Se A'B7 # I, entao A'B’ € L, desse modo

L= D Lay (2:3)

(i.9)€z2,

onde Lgg = 0 e Lgz = KA'B se (i,7) # (0,0), ¢ a (Zy, X Zy,)-graduagio
induzida em L, a qual também chamamos de graduacao de Pauli.
Como e = (0,0) nao pertence ao suporte da graduacao de L = sl,,(K), temos
que
2\ (2.4)

¢ uma identidade graduada para L com a graduacao de Pauli.
Recorde o conjunto C(g) definido na secao inicial. Os polinémios
[xgg), xgh)], onde h € C(g) e os elementos g, h, gh sao diferentes de e,  (2.5)

sao identidades graduadas para L com a graduagao de Pauli.

Uma vez que dimL, < 1 para todo g € G, para quaisquer g, h, k € G tais que
(9) .(h) (k)
1

(27", x5 5’| ¢ Tx(L), existe um tnico escalar A, 1 tal que
k) _(h ) (k
1?28, 2] = Mgl o, o), (2.6)

¢ uma identidade graduada para L.
Além disso, o fato que dimL, < 1 para todo g € G, resulta em

[L(73), L(;J)] = spany {[A"B*, A'B’|} para quaisquer (7,3),(i,7) € Z2,.
Assim, segue da relagao (2.2) que (7,3) € C((i,4)) se, e somente se,
i-s=r-j modm. (2.7)

Disto concluimos que C(g) é um subgrupo para cada g € Z,, X Z,,. A igualdade
C(g) = {g) é vélida para todo g # (0,0) se, e somente se, m for um ntiimero primo.
De fato, dados h = (7,3) e g = (4, ), a relagao 2.7 traduz -se em

det( Z):O.
5

Supondo m primo, podemos visualizar Z,, X Z,, como um espaco vetorial sobre Z,,.
Portanto, h € C'(g) se, e somente se, os elementos h, g sdo linearmente dependentes
sobre Z,,, assim C(g) = (g) para todo g # (0,0). Porém, o mesmo nao ocorre

=S|
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quando m nao é primo: sejam m

0) € Zy, X Z,,. Note que
h=(7,3) € C(g) se, e 80 se, as = P

ol
T

Doravante, denotamos por L a élgebra sl,(K) com a graduacao de Pauli pelo
grupo G = Z, x Z,, onde p ¢ um numero primo. Visualizamos Z, X Z, como
um espago vetorial sobre Z,, de modo que a igualdade [L,, L,] = 0 é valida se,
e somente se, g,h € Zg sao elementos linearmente dependentes. Diante disso, a
Proposicao 2.1.5 nos permite calcular as codimensoes graduadas de L.

Lema 2.2.1 Seja G um grupo finito de ordem d + 1. O numero de n-uplas

g = (g91,...,9,) em G™, com g; # e para cada i, tais que gy --- g, # € € igual
dn+1+(_1)n—1d

d+1
Demonstrag¢ao. Denote por &,, o conjunto de tais n-uplas e a, =| &,, |. Entéao
d" — a, é o numero de n-uplas (hy,...,h,) € G", com h; # e para cada i, tais que

hy---h, =e. Paran > 1, defina

U:(G\{e})"\ 6, — St

(hl,...,hn) — (h‘la"'yh‘n—l)

A unicidade do elemento inverso faz com que ¥ seja uma bijecdo. Sendo assim,

para n > 1 temos d" — a,, = a,_1. Além disso, é claro que a; = d. Segue-se por
indugdo em n que a, = > (—1)""'d’, e isto implica a formula dada. ]

Corolario 2.2.2 A n-ésima codimensao graduada de L €

o P = 1 (L1 1) ) ) )
9(1) = = _(p+1) ( . )

C

Demonstracao. Segundo a Proposi¢ao 2.1.5, uma n-upla g = (¢1,...,9,) € ruim
se satisfaz uma das seguintes condigoes:

(1) Existe i tal que g; = e;
(2) gi #eparacadaie g, g, =€

(3) Existe g € G\ {e} e (hy,...,hy) € (Z,\ {0})", com hy + --- + h,, # 0, tais
que g; = h; - g para it = 1,...,n, onde - denota a multiplicagao por escalar
em Zy X L.
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O numero de n-uplas que satisfazem (1), (2) e (3) s@o
p2n _ (p2 _ 1)717

W @D (D) )
p? ’
(p+1)- ((p — 1) (p—l)n—l(p _ 1)) |

respectivamente. Para o calculo de n-uplas que satisfazem (2) e (3), usamos o
Lema 2.2.1 e o fato que em Z, X Z, o numero de subespagos unidimensionais ¢
p+ 1. 0

(»* —1)

O objetivo principal deste capitulo é exibir uma base finita para T (L). A pro-
posicao a seguir é valida em um contexto mais geral e necessaria para alcangarmos
nosso objetivo.

Proposicao 2.2.3 Seja L uma dlgebra de Lie com uma G-graduagao tal que,
supp L = G\ {e}, [Ly, Ln] = Lgn quando h ¢ C(g), para g,h € supp L. Se
um mondmio multilinear M € uma identidade para L, entao € consequéncia das
identidades (2.4) e (2.5).

Demonstracao. A prova é por induc¢ao no comprimento do mondémio e o caso
em que M = z9 & vélido, jA que necessariamente terfamos g = e. Supondo
comprimento de M maior que um, escreva M = [M;, Ms]. Se M; ou M, estao em
T (L), o resultado segue da hipotese de indugao. Caso contrario, sejam deg,M; =
hy e dego My = hay, com hy, hy € supp L. Como M € T(L), temos que [Ly,, Lp,| =
0. Se hihs ¢ supp L, entdo M é consequéncia da identidade xghth) em (2.4). Caso
isto ndo ocorra, M é consequéncia da identidade [z, 2)*)] em (2.5). O

No exemplo a seguir exibimos uma identidade graduada para L que nao é
consequéncia das identidades em (2.4), (2.5) e (2.6).

Exemplo 2.2.4 Sejap =5 eg = ((1,0),(3,3),(0,1),(2,4)). Como estabelecido
na Segdo 1.5, escreveremos x; ao em vez de xz(»gi). Por meio de fdceis cdlculos,
vVemos que 08 monodmios [y, Ty, T, x3) € [T4, T3, Te, 21| nao sao identidades para L.
Note que gsgs € (g1) € gaga € (g3). Isto faz com que os monoémios x4, T2, x3, 2]
e [r4, 3,21, 22| sejam identidades para L e com isso, nio € possivel mostrar que

(4, 1, T2, 3] ~ |24, T3, T2, 1] usando apenas a identidade de Jacobi.
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A seguir descrevemos as identidades de tamanho 4 que irao compor a base que
exibimos para as identidades graduadas de L no resultado principal deste capitulo.

Seja g = (g1, -.,94) padrao tal que (g;) # (g3) e satisfaz:
(i) 9491 € (9293);
(i)
(i) g4 € (9192);
(iv)

Observe que [z4, x5, T2, 21| ¢ Te(L), pois supondo o contrario, pelo menos uma das
seguintes situagoes ocorre: (g4) = (g3) (que pelo item (i) implicaria (g1) = (g3)),
9493 € (g2) (pelo item (77) teriamos (go) = (g1) e o item (#7) implicaria (g4) = (g3),
absurdo) ou ¢g493g2 € (g1) (do item (i7) terfamos (ga) = (g1) e por (i), (g4) = (1),
que por fim resultaria em (g;) = (g3)). Note que [xy, 1,709,723 ¢ Ta(L): se
ga € (g1), entao pelo item (iii) temos (g2) = (g1), que sabemos resultar em absurdo;

se 9191 € (g2) ou gsq192 € (gs3), entdo por (i) temos go € (g3), que pelo item (iv)
resulta em (g4) = (g3), absurdo. Assim, existe A\ € K nao-nulo tal que

9493 € {1);

9aga € (g3)-

[9547351,552,133] - A[x47$3>$271’1] (28)

¢ uma identidade polinomial graduada para L. Como no exemplo anterior, os
itens (ii) e (iv) fazem com que os monoémios [xy, T3, x1,Xa] € [T4, To, T3, 21] sejam
identidades para L, de modo que nao podemos mostrar diretamente, por meio da
identidade de Jacobi, se (2.8) segue ou nao das identidades em (2.4), (2.5) e (2.6).
Denotamos por I o T-ideal gerado pelas identidades (2.4), (2.5), (2.6) e (2.8).
Claramente, I C Ti(L). Como K é um corpo de caracteristica zero, a inclusao
inversa segue das inclusdes PENTg(L) C I, para todo g € G". Uma consequéncia
imediata da Proposicao 2.2.3 é que a inclusao vale se g é uma n-upla ruim.

Lema 2.2.5 Seja M = [z1, -+ ,x,] ¢ Tg(L). Dado1 < k <n-—1, se N =
[x1, -, [Th, That], Thao, -+, Tn) € Ta(L), entao M ~ N.

Demonstracao. Podemos escrever

[ffla"' ,xn] — [xh... ,[xkyxk-&-l],"' 7;[;”] + [xh... g1, Thy® ,xn]'
Denote por N; 0 monoémio [xq, -+ , Tgi1, Tk, -+, Tn). Se Ny € Tg(L), o resultado
segue de 2.2.3. Supondo que N; ¢ T(L), em particular temos [xq, - -+, Tpy1, k) €
Te(L). Logo, segue da identidade (2.6) que [z1, -+ , &k, Tpi1] —A[T1, -+, Tpy1, Tx) €
I, para algum A € K\ {0,1}. Consequentemente, da igualdade acima concluimos
que M é congruente modulo I a um multiplo escalar de N. O
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Defini¢ao 2.2.6 Seja n um nimero natural. Dados g = (g1,...,9,) € G™ e um

subconjunto & = {s1,...,8,} CN, com s; < --- < s,, denote por P§ o subespago
de L(X¢) dos polindmios multilineares nas varidveis {xgﬁ”), . ,xéﬂ”)}.

Os elementos de GG e a tupla g podem ser omitidos da notacao se nao houver am-

biguidade. Assim, escrevemos Pg e z; em vez de P§ e a:(gi), respectivamente. Seja o

7
~ A . n gg go' n—
uma permutacio em S,_;. Denote por N, o monomio [z{", xg(,(f;)), fe ,x((sg(fl,li))].

O conjunto {N, | 0 € S,_1} ¢ a base canonica de P§.

Observagao 2.2.7 Seja N, ¢ Tg(L). Como consequéncia do Lema 2.2.5, se
Noto@k k+1), 1 <k <n—2, 0o mondémio obtido ao permutarmos duas indeterminadas

adjacentes, nao € identidade graduada para L, entao Ny ~ Ngiok kt1)-

Lema 2.2.8 Sejam g uma n-upla padrao em G" e o € S,,_1. Se Ny ~ [x1, -+ , 2]
sempre que Ny ¢ T (L), entao PENTg(L) C 1.

Demonstracao. Se o,7 € S,_1 sao tais que N,, N, ¢ Tg(L), entdo N, ~ N,, por
hipotese. Sejam A ={c € S,,_1 | N, € Te(L)} e B= 5,1 \ A. Considere

f: Z Ao No,

oESH—-1

onde A\, € K, um polinémio em P8 NTg(L). A Proposigao 2.2.3 implica que

f=r Z Ao N,

oceB

Seja 7 € B, uma vez que N, ~ N, para toda o € B, existe A € K tal que
f=r AN,. Como f € Tg(L) e N, ¢ Tg(L), temos A = 0, consequentemente f € I.
O

Seja g uma n-upla padrao em G". Note que PENTg(L) C I se, e somente
se, para todo N, ¢ T(L) temos N, ~ [z, -+, x,]. Queremos mostrar que, para
uma n-upla padrao g, temos N, ~ [xy,--- ,x,] sempre que N, ¢ Tg(L), como no
lema anterior. A ideia é demonstrar por inducao que isto é valido e a definicdao
seguinte seré usada para reduzir, em certo sentido, o grau de N, .

Definicao 2.2.9 Um monémio M ¢ Tg(L) é redutivel nas duas indeterminadas
z;,x; se evistem h € G"', & C N (com n — 1 elementos) e um mondémio N na
base canoénica de P2, tais que M € equivalente ao mondémio obtido de N por uma

substituicao de xgj’“) por [z;,xz;], para algum k <n — 1.
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Exemplo 2.2.10 Seja p = 3 e considere g = ((2,2),(2,1),(0,1),(1,0),(1,1)) a
qual € uma 5-upla padrao. Os mondémios Ny 3 9) = [X5,73,T1,%2,24] € M =
(x5, 3, [x1, 23], £4] nao sao identidades para sl3(K). Logo, pelo Lema 2.2.5 temos
Na 23y ~ M. Note que esta equwaléncia mostra que N o 3) € redutivel nas

indeterminadas x1, 5. De fato, M € obtido de N = [xgi“‘),xgg?),xglfl),xg’?)] € P?,

com h = (9192, 93, 94,95) € & = {1,3,4,5}, via a substituigdo 2 [xggl)’;pggz)],

O monémio N corresponde a permutacio 7 = (1 2) € S3 na base candnica de P2,

Observagao 2.2.11 Seja g uma n-upla boa. Considere N, & T (L) um monémio
da base candnica de P5. Afirmamos que N, € sempre redutivel a algum par de
varidveis r;, xj, 1 <1 < n. E suficiente provarmos isto para M = [x,, To(1)s xa(g)],
que € imediato se [Ty, [To1), To(2)] € Ta(L)], pelo exemplo anterior. Caso contrdrio,

consideramos dois casos:

i) o(1) > 0(2). Segundo a notagao da Defini¢ao 2.2.9, sejam S = {o(2),0(1)}
eh = (9n90(2), 9o(1))- L0go, {[To(1), To(2)]} € a base canodnica de PE e note que
M ~ —[To1), [T, To2)]], 0 que mostra que M € redutivel nas indeterminadas

Ly(2); T

i) 0(2) > o(1). Sejam & = {0(1),0(2)} e h = (9n90(1), Go(2)). Temos M =

[To(2), [To(1), Tn]]. Assim, M € redutivel nas indeterminadas (1), Tp.

A seguir mostramos que uma n-upla padrao é sempre redutivel para um par
xj, Tj com i,j # n.

Lema 2.2.12 Seja g uma n-upla padrao em G". Seja 0 € S, tal que N, ¢

Te(L). O monomio N, € redutivel para wm par x;,x; com i,j # n.

Demonstracao. Suponha, por contradicao, que isto nao é valido. Ou seja, se N,
¢ redutivel para x;,x;, entdo i =nou j =n. Seja ¥ = {r € S,_; | N; ~ N,}.
Dados o’ € Y el <k <n—2, temos

Ny — No'/o(k k+1) — [an, Ty [:Ca"(k)y ':Ca'/(k+1)]7 T 7330'/(77,71)]'

Se este monomio nao é identidade para L, entao é equivalente a N,/, pelo Lema
2.2.5. Ouseja, Ny é redutivel nas indeterminadas 4/ (x),Zo/(x-+1) (analogo ao Exem-
plo 2.2.10), o que é uma contradi¢ao. Portanto, Ny ~ Nyior r+1). Esta equivalén-
cia implica que ¢’ o (k k+ 1) € ¥. Como as transposigoes (k k+ 1), k < n — 2,
geram S,,_1, concluimos que ¥ = S,,_;. Dai, para qualquer ¢ € S,,_; temos que
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Ny — Nootrs k41) € Ta(L) para todo 1 < k < n — 2. Isto contaria a hipotese que g
¢é padrao, pois usando a identidade de Jacobi repetidas vezes, temos

[{L‘l, T axn} = [l‘na [xla tee >*rn—1]]
= - [SL’n, [Ilu e 7'Tn72]7 a:nfl] - ['Tnv Ln—-1, [.731, e 7xn72]]
=[x, [21, 2], 23, Tp1] - [Ty Tamr, o T, [0, T2
e disto concluimos que [z1, -, x,] € uma identidade, contradigao. O

Lema 2.2.13 Seja g uma n-upla padrao em G™, com n > 4. Seja o uma permu-
tagao em S,_1 tal que N, ¢ Tg(L). Existem dois pares distintos (i,j) e (k,l) com

i,j,k, L€ {1,...,n—1} tais que N, € redutivel nas indeterminadas x;,x; e Ty, x;.

Demonstracao. A prova segue, novamente, por contradicao. Suponha que N, é
redutivel para um tnico par de indeterminadas z;,z; com 7,5 # n. Seja X =
{r€8S,.1| N, ~N,}eN ={Ny | ¢/ € £}. Como N, ¢ redutivel para
um tGnico par de varidveis x;, x; com ¢, 7 # n, um argumento analogo ao feito na
prova anterior mostra que se permutarmos quaisquer duas variaveis adjacentes em
um monoémio de N, exceto para o par z;,z;, o mondmio obtido ainda pertence
ao conjunto N. Entao, assumindo, sem perda de generalidade, que x; aparece a
esquerda de z; em N,, todo mondmio da base candnica em que z; esta a esquerda
de z; pertence a N. Em particular, existem monémios N, em N tais que z; é
adjacente e esta a esquerda de z;. Se, em pelo menos um destes monoémios Ny, o
monomio N,ro(kk+1)) Para um k adequado, obtido ao permutarmos z; e z;, nao ¢
identidade graduada para L, entao Nor ~ Nrok k+1)), sSegundo a Observacao 2.2.7.
Via as transposicoes (k k + 1), & < n — 2 obtemos os monémios remanescentes,
aqueles em que a varidvel x; aparece a esquerda de z;, de modo que X = S,,_;.
Como no lema anterior, isto contraria o fato de que g é padrao. Agora, suponha
que isto nao ocorre, isto ¢, todos os monoémios em que z; e x; sao adjacentes, com
x; a direita de x;, sao identidades. Consequentemente, os seguintes monémios sao
identidades graduadas para L:

(i) [xn’ i, [mjv xk‘]a o ]

Um dos seguintes casos ocorre:

L. <9j> = <gk>
2. 9n9i € (9;9x)
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(i) [z, ), @i T8, - -]

Um dos seguintes casos ocorre:

L. {gn) = (95)

2. gngj € (9:)

3. 9n9i9i € (gk)
(ill) [@n, [zi, 2a) 25, -]

Um dos seguintes casos ocorre:

L. (g:) = {(gr)
2. Gn € (9igr)

(IV) [xna Ly Lj, Tgy -~ ]

Um dos seguintes casos ocorre:

L. gnGk € <gJ>
2. 9n9i9k € (gi)

Supondo que o item (il) ocorre, analisamos as demais condigdes. Note que
(iil) nao é valido, caso contrario temos (g,) = (gx) e isto contraria o fato que que
[T, g, i, 24, -] € N O item (ii3) néo ocorre, caso contrario, g, + g; + gx =
a9k — 9; + gr € (gj), 0 que é uma contradi¢do, ja que [z,,x;, Tg, zj, -] € N.
Assim, a condigao (ii2) ocorre. Note que (il) implica diretamente na validade de
(iii2). Em resumo, se (il) ocorre, entdo necessariamente os itens (ii2) e (iii2) sao
validos. Agora analisamos quais dos itens em (iv) é valido. Observe que (iv2) nao
pode ocorrer, pois de (ii2) concluimos que (g;) = (gx), consequentemente (g;) =
(g;), contradi¢ao. Porém, (ivl) também ndo pode ocorrer, pois isto implicara que
(gn) = (g;), dai por (iii2) temos (g;) = (g;), contradigao.

Portanto, deve ocorrer a condi¢ao (i2). Disto, temos que existe A € Z, \ {0}
tal que

In + 9i = Agj + Agk- (2.9)

O item (ii3) n@o pode ocorrer, pois para algum c¢ € Z,, teriamos
gn +gj +gi = cgr = A+ 1)g; = (¢ = Mg

Logo, A = —1 = c¢. Mas, isto implica que g,, + g; + g = —g,, contradi¢ao.
Caso tenhamos a condicao (iil), entdo para algum d € Z,\ {0}, temos g,, = dg;.
Reescrevendo a equagao anterior, temos

g = Ailgi + (Aild — 1)9]
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Note que a condicao (ivl) ndo pode ocorrer, pois teriamos que g € (g;), o qual
sabemos que n@o ocorre. Assim, a condigao (iv2) é valida, isto é, para algum
¢ € Zy, temos

g+ 9j + gk = cgi = gr, = cg; + (—d — 1)g;.

Como {g;,9;} ¢ uma base para G como espago Z,-espago vetorial, temos A\™! = ¢
eAN!'d—1=-d—1= A"'=—1. Portanto, g = —¢g; + (—d — 1)g;. Note que
Gn + gi + g = —g; 0 que implica em [z, z;, Ty, ¥}, - - -] € Te(L), absurdo.

Assim, ja sabemos que sao vélidas (i2) e (ii2). Segue-se que existe 5 € Z,,\ {0}
(pois ja mostramos que g, e g; s@o linearmente independentes) tal que

In = —9; + Bgi. (2.10)

Voltando a equagao (2.9), temos
g = A1+ B)gi + (A7 = 1)g;. (2.11)

Suponha que (iiil) é valida. Entao, A = —1. Dai, g, = (—1 — 3)g;. Consequente-
mente, g, + ¢; + gr = —g; 0 que implica em [z, z;, Tk, x;, - - - | € T(L), absurdo.
Portanto, (iii2) ¢ valida. Logo, existe v € Z, tal que

9i + gk = YYn

Segue-se da equagao (2.10) que g = (8v —1)g; —vg;. Entdo, pela equagao (2.11),
temos que v = A\~' + 1. Além disso, temos By —1 = A1+ BA7L, dai, B = A1+ 1.
Reescrevendo as equagdes (2.10) e (2.11) obtemos que

Gn =N+ 1)gi — g; (2.12)
g =(1+ 22" g + (=71 = 1)g;. (2.13)

Como g, +9;+ g = BN 4+2)gi+ (=A"' —1)gj, a condigao (iv2) nao pode ocorre,
pois isto implicaria em uma combinagao linear nula de g; e g;, com escalar de g;
igual a (—=A~! —1). Assim, teriamos g; € (g;), 0 que ocorre.

Portanto, concluimos que a sequéncia (i2), (ii2), (iii2) e (ivl) é a tnica possivel.

Pelo item (ivl), temos que ¢, + gx = cg;, com ¢ € Z, \ {0}. Substituindo a
expressao para g, obtida acima, obtemos g, = (=A™' — 1)g; + (1 + ¢)g;. Disto
concluimos que 1 +2A7' = (=21 —1) = X =3(p—2)"".

Observe que [xy, j, [T, z;], - - -] ndo é identidade, pois, se g,g; € (gigx), entdo
gk € (gi), 0 que nao ¢é valido. Segue-se da identidade (2.8) que

[xn7xiaxkaxjv' : ] ~ [xnaxjaxka'ri] g[ [xnvmj7 [xkaxi]7' : ']a
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mas isto contraria a hipotese de que o primeiro mondémio é redutivel somente para
o par x;, ;.
Isto conclui a demonstracao. O

Como observado no Exemplo 2.2.10, se os indices 7, j na Definigao 2.2.9 sao
diferentes de n, entao s,_; = n. Além disso, os graus das n — 2 indeterminadas
restantes do monémio N sao dadas pela sequéncia na proxima definicao.

Definicao 2.2.14 Seja n um nimero natural, g € G™ e 1 <i,57 <n—1. Deno-
tamos por A; j(g) = (h1,...,hn_2) a sequéncia onde (hy,..., h,_3) € a sequéncia

obtida de (g1, ..., gn—1) por deletar g; e g;, € hy_2 = ¢;g;.

Observagao 2.2.15 Se N, € redutivel nas indeterminadas x;,x;, entdo A; ;(g)
nao € necessartamente boa. Por exemplo, considere p =5, n = 6 e a 6-upla boa
g = ((2,1),(1,3),(1,2),(0.2), (3.9), (1.3)). Note que {g:) = (gs) = {g5) = (g291).
Logo, Ay 4(g) = (91,) € ruim. O mondmio Npg € redutivel nas indeterminadas
xo,x4. De fato, [xg, 1, X9, x4, 23, 25] & T (L), logo € equivalente a Niq4. Uma vez

que [xg, T1, [T, 4], 23, 25] & Te(L), concluimos que Nig ~ [xg, 21, [X2, T4], T3, x5].

E facil verificar que o monémio Ny4; do exemplo anterior também ¢é redutivel
para o par s, x4, mas neste caso a tupla As,(g) é boa, pois (g1) # (g2). No
proximo resultado demonstramos que isso ¢ valido no caso geral.

Lema 2.2.16 Sejam n > 4 e g uma n-upla padrao em G™. Seja o € S,,_1 tal que
N, € redutivel para os pares distintos x;,x; e xy,x; com 1,7, k,l # n, entao pelo
menos uma das (n — 2)-uplas A; ;(g) ou Ag,(g) € boa.

Demonstragao. Assumimos que A, j(g) e Ay (g) sao ruins. Se {i,7} N{k, 1} =0,
entdo a Proposicao 2.1.5 aplicada a A, ;(g) implica que

(9195) = (gr) = (91) = (9s);

para todo s # i, j, k,[,n. Além disso, a hipotese sobre Ay ;(g) implica que (g;) =
(9j)- Logo, gig; € (g:), assim, (gig;) = (¢;). Concluimos que (gi,...,gn—1) €
ruim, o que é uma contradigao, pois M ¢ Tx(L), onde M = [xq,--- ,x,]. Caso
{i,7} N {k,1} # 0, assumimos sem perda de generalidade que j = k. Analisamos,
separadamente, quando n > 5 e n = 4. Para n > 5, temos

(9:95) = (g591) = (9s),

para todo s # j,n. Logo, gig; € (g;) o que implica em g; € (g;). Portanto, (g;) =
(g;). Neste caso, chegamos a mesma conclusao anterior, de que (g1,...,9n_1) €
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ruim, uma contradicao. Agora, suponha n = 4. Neste caso, assumimos, sem perda
de generalidade, que os pares de indeterminadas sdo x1,rs € x2,x3. A hipoOtese
que A;2(g) e Ay 3(g) sdo ruins, implica que (g192) = (g3) e (91) = (g293). Note
que g1g2gs 7 e, pois g é padrao e temos ¢g19293 € (g91) N (g3), consequentemente,
(91) = (g3). Como gag5 estd em (g1) = (g3) concluimos que g» € (gs). Logo,
(g2) = (g1) = (g3). Isto implica que (g1, go, g3) é ruim, contradigao. O

Teorema 2.2.17 Seja p um nimero primo e K um corpo de caracteristica zero.
Os polinémios em (2.4), (2.5) (2.6) e (2.8) formam uma base para as identidades
da dlgebra de Lie sl,(K) com a graduagio de Pauli pelo grupo Z, x Z,.

Demonstracao. Provaremos, por indugao em n, que P8 N Tg(L) C I para todo n
e toda n-upla g € G™. Como K é um corpo de caracteristica zero, isto implica
o resultado. Se g é uma n-upla ruim, o resultado segue da Proposi¢ao 2.2.3. Se
h é uma n-upla obtida ao reordenarmos os elementos de g, entao existe um au-
tomorfismo de L{X¢) que aplica P& em PP assim, podemos assumir sem perda
de generalidade que g é padrao. Segundo o Lema 2.2.13, para toda permuta-
¢ao o € S, tal que N, ¢ Tg(L), o mondmio N, é redutivel para pares dis-
tintos x;,x; e zx, 2, com 4,7, k,l # n. O Lema 2.2.16 nos permite assumir que

A;j(g) = (h1,..., hy,_2) é boa. Afirmamos que existe um mondémio Ny, multilinear
nas indeterminadas z1, ..., z,_1, tal que N, ~ [Ny, z,]. A hipotese de indugao im-
plicara que [Ny, z,] ~ [z1,...,x,]. Portanto, a inclusdo P& NTx(L) C I segue do
Lema 2.2.8.

Iremos demonstrar tal afirmacdo. Note que h = A, ;(g) representa, a menos
de permutacgao, os GG-graus das indeterminadas diferentes de z, no monémio N
da Defini¢ao 2.2.9. Seja S o conjunto de indeterminadas de N e S’ = S\ {z,}.
Como A, ;(g) ¢ boa, existe um monoémio Ny € Pg \ T(L). Também temos
(21, -+, 2, ¢ Te(L), pois g é padrao. Logo, [Ly, L,,] # 0, onde g = g1+ gn—1 €
o G-grau de Ny. Isto implica que [Ny, x,] ¢ Tg(L). O mondémio N, é equivalente
a um monodmio obtido de N ao substituirmos a indeterminada adequada z,, por
[z;,z;]. Logo, N ¢ Te(L), ja que N, ¢ T(L). Como N e [Ny, x,] pertencem a
Pg, a hipotese de indugdo implica que [Ny, z,] ~ N. Denote por N; o mondmio
obtido ao substituirmos em N; a indeterminada x,, por [z;,z;]. Temos entdo que
[Nl, In] ~ No. O

A hipotese que m = p é primo é usada no Lema 2.2.13, onde usamos fortemente
a propriedade que C(g) = (g), e na Proposigao 2.1.5, que por sua vez ¢ usada no
Lema 2.2.16. A prova do Teorema 2.2.17 depende das equivaléncias na Observacao
2.1.4 e do fato de que toda componente homogénea nao-nula é unidimensional. As
devidas modifica¢oes nestes argumentos produzem o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.18 Seja L = ©yeqly uma dlgebra de Lie com uma graduacao por
um grupo abeliano G. Assumimos que para todo g € supp L, C(g) = (g). Se
dim L, <1 para todo g € G, entdo o conjunto de polinémios em (2.4), (2.5) (2.6)

e (2.8) € uma base para as identidades de L.

A Z-graduagao canonica na algebra de Witt, Exemplo 1.1.25, é tal que toda
componente homogénea nao-nula ¢ unidimensional, mas C(g) = {g} e como men-
cionado anteriormente, em [10] uma base minimal para as identidades Z-graduadas
de W é descrita, sem identidades de grau 4.

A base de sly(K) ja era conhecida na literatura, a identidade (2.4). A seguir,
veremos que, assim como os polindmios em (2.8), os polinémios em (2.6) sao
necessarios apenas para p > 5.

Lema 2.2.19 Considere p = 3. Para quaisquer g,h,k € G\ {e} pelo menos

um dos monémios [xgg), xé ), (k)], [xgh), gk), xg )] ou [x§9), xgk), xéh)] pertence ao Tg-

ideal I' gerado pelos polinémios em (2.4) e (2.5).

Demonstragao. Suponha que M = [xg ),xéh),xgk)] ¢ T(L). Entao, h ¢ (g) e
k ¢ (gh). Dai, k € {h,h? g,9% hg? h*g}. Denote N; = [:Egh),xé ), 59)] e Ny =
[z ),xgk),xg )l. Se k € (h), entdo Ny ¢ identidade. Se k € (g), entdo Ny é
identidade. Resta-nos apenas o caso em k € (h?g). Se k = h?g, entao N, ¢é

identidade, pois é consequéncia de [:th), x;h) ], enquanto que k = h?- g implica que

N; ¢ identidade, consequéncia de [z, 2],

Corolario 2.2.20 Seja {g1,...,98} = Z3 x Z3 \ {e}. Os polinémios

A (2.14)

29 2901 . € Cla), gir g5, 009, # €, 1 < 5. (2.15)

formam um conjunto minimal de geradores para o 1y, xz,-ideal das identidades de

sl3(K) com a graduagao de Pauli.

Demonstragao. O Tg-ideal gerado pelos polinémios acuna coincide com o Tg-ideal
I' gerado pelos polindmios em (2.4), (2.5). Seja f(.iEl , T ),xgk)) € T¢(L) um po-

lindbmio multilinear. O Lema 2.2.19 nos permite supor, sem perda de generalidade,
que 0 monomio [xéh), :cék), x§9>] pertence a I’. Entao, a identidade de Jacobi implica

(9) .(h) (k) [(k) (9) (h)]

que [z, x5 23] =p ry”,25”]. Como o polinémio f é uma combinagao
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linear dos monémios descritos no Lema 2.2.19, temos f =p )\[az'g ,xgh), a;g )] para

algum escalar \. Uma vez que f é uma identidade para L, concluimos que A = 0

ou [xg ), xgh) xék)] ¢ uma identidade para L que implica em f € [’. Para os casos
(21, 2 2 )] el'e [xék),xgg),xg )] € I, também concluimos, de forma analoga,

que f el Portanto, Te(L) =1

Denote por B o conjunto dos polindémios em (2.14) e (2.15). Mostraremos que
para todo f € B o Tg-ideal gerado por B\ {f} nao contém f. Seja L a élgebra
de Lie unidimensional com a G-graduagio trivial. Note que B\ {z!9} ¢ Tg(L)
e a:l ¢ Tg(L). Agora, considere f um polindmio em (2.15). Assumimos que
f pertence ao Ti-ideal gerado por B\ {f}. Os polindémios de grau 2 no Tg-ideal
gerado por :cge) tem G-grau e ou uma indeterminada de G-grau e. Como deg, f # e
e as indeterminadas de f possuem G-grau diferente de e, concluimos que f esta
no Tg-ideal gerado pelos polindmios em (2.15). Tais polinémios tem grau 2, desse
modo, f é uma combinagao linear de polindmios em (2.15). Note que polindémios
distintos em (2.15) tem conjuntos distintos de indeterminadas. Portanto, estes
polindbmios sao linearmente independentes, contradicao. Isto implica que para
todo f em (2.15) o Tg-ideal gerado por B\ {f} nao contém f. O

Observagao 2.2.21 Sejam g = (g,h, k) € G® e I' 0 Tg-ideal gerado pelos polino-
mios em (2.4) e (2.5). Como os geradores de I' sao mondmios multilineares, se
PENT #0, entao existe um mondmio multilmear de grau 3 em I' nas indetermi-
nadas 5,2, al?. Seja M = (o, o, o), 0, 2, o), (o9, [, ).
Temos que =M € 9 para todo mondmio M em P§. Portanto, se P§ NI # 0,
entao MNI" # (. Suponha que p > 3 e considere g = (1,0), h = (0,1) e k = (1, 2).
Temos que os grupos (g),(h) e (k) sao distintos, gh & (k),gk ¢ (h) e hk ¢ (g).
Logo, MNI' =0 e isto implica que (1,4, Top, T3 k] — Ag.hk|[T1.g: T3k, T2p) €M (2.6)
nao € uma consequéncia dos polinomios em (2.4), (2.5). Portanto, o Coroldrio

2.2.20 nao € vdlido para p > 3.

Na prova do Corolario 2.2.20, mostramos que o conjunto formado pelos polino-
mios em (2.14) e (2.15), definidos no contexto geral, ¢ um conjunto independente
de identidades graduadas em L(X¢). Agora exibimos um subconjunto dos polino-
mios em (2.6), que juntamente com as identidades em (2.14), (2.15) e (2.8) formam
uma base minimal para as identidades (Z, x Z,)-graduadas de sl,(K), para p > 5.

Sejam g = (i1, 1), h = (i2,J2) € k: = (i3, j3) elementos de G, tais que h ¢ (g)
e gh ¢ (k), de modo que [xg ),xQ ,xg ] ¢ Tg(L). A avaliagao pelas respectivas

matrizes A'B?, definidas no inicio desta se¢do, nos mondmios [xg ),xgh),xé )] e

40



[a;g ), a:gk), xé )] produz, respectivamente,

(5—i2j1 _ 5—i1j2)(5—i3(j1+j2) _ a5—3’:3(1‘1-1-1‘2))A(il-i-iz-i-ls)B(J‘H-J‘z-*-]é)

(§]
(€—i3j1 _ 5—i1j3)<8—i2(j1+j3) _ 5—j2('i1+i3))A(i1+i2+i3)B(j1+j2+j3)'
Denotamos
o = (5*1'2]'1 _ 8*i1j2)(€*i3(j1+jz) _ 5*j3(i1+752)) (2.16)
e
B = (5—2'3]'1 _ €—i1j3)(€—i2(j1+j3) _ €_j2(i1+i3))7 (2.17)
entao

fghk(ajl ,xéh),a:g )) : [wgg),xg ),:L*gh)] - a_lﬁ[xl )l ),:ng)] estd em (2.6).

As variaveis :vgg), xgh) e :Egk) estao fixas, de modo que

k k
Feng(@y? g 20y = [z, 2 2] — e, 2 2,

Onde V= _5 e [11 — (6712]3 — 5723J2)(8711(]3+]2) — 6‘7.71(23“”742))

Se k € (g), entao fyn, € consequéncia de (2.5), pois [m§9), xé ), xgh)] é consequén-

cia de (2.5) e temos 3 = 0. Caso k € (h), como
[ (9) (k) (h)] [ (9) .(h) (k)] [ (9) [ (h) ()H

x wy wy x wy ), Xy ", (25", Ty
temos
fowe = (1= a7 B)[t”, 3" "] — [, ", 2]
Isto implica que (1— a‘lﬂ)[arl ,:Bék),xQ ] ¢ identidade, logo (1—a~'3) = 0. Assim,
[ (9) [ (h) (k)H

Jonk = —|z77, (237, 23

e pertence ao Ti-ideal gerado pelos polindmios em (2.5).

Portanto, para que fy,; ndo seja consequéncia das identidades em (2.4) e (2.5),
os elementos g, h e k devem ser, dois a dois, linearmente independentes sobre Z,,.
Além disso, h ¢ (gk), caso contrario [xgg), $:(,)k), :Béh)] é consequéncia de (2.5) e f =0,
segue-se entao que fyp, € consequéncia de (2.5).

Lema 2.2.22 Para g,h, k € Z, X Z,, dois a dois linearmente independentes, tais
que gh ¢ (k) e h ¢ {(gk), temos

fhgk = fghk7
fok = frgh = _B_lafghlm
feng = fukg = —ap™ fonk,

onde «, 5 sao os escalares definidos em (2.16) e (2.2), e u = a — f3.
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Demonstracao:

Temos que
h h _
Foen = [, 25", 28] = B alw®, 2, 28] = =B a fyns
Agora,
k h _ k) (h
fkhg = [:Bi(’) )axgg)ax; )] — M 1]/[1,‘& ),l'é )7:1759)]
_ h _ k
IR N PR
onde v = —f e p = (g5 — g=lai2)(g=1Ustj2) — c=ilis+i2)) Pode-se verificar que
a — B = p. Portanto, (a« — B)u™' =1 = au™ =1+ p '8 e isto mostra que
fing = —ap™" fonk.
Temos que
k k
fhgk’ = [SEg),iE:(g),QZg )] a p[mé),xg),:vé )}

k k
= [« 287, 29 + (@718 - D[z, 21 2

Usando a identidade de Jacobi e anticomutatividade, temos
k _
fghk [I2 )7x£(’>)7xg ] ( 16 )[l’2 w'Egg)vxg )]
Logo, fugk = fonk- Agora,
(h) .(9) (k) (h) (k) (9)

= [fﬂz 7931 » L3 ] i Oé[xz y L3 " Ty ]

h k k h
= (W Oé_1>[x§g)’wé)vxi(i)] B Oz[l’gg),l’g),l‘g )]'

fhk:g

Logo, uB~ fhkg fgkh =B Oéfghk- Assim, fhkg = —,u_loéfghk-

Finalmente,
k h h
fkgh = [l’é),l'é )7xlg)]+ﬁ ,U/[.T:))),Ig),l'g )]
_ k k
= (1= 87 )", 2l 217 + g el 2, 2]
al, —ﬁOé_lfkgh = fhgk = fghk‘ Portanto, fkhg = —B‘lozfghk. O

Fixamos em Zf) uma ordem < total. Como consequéncia do lema anterior,
temos o seguinte resultado.
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Proposicao 2.2.23 O conjunto das identidades
k) (h - h) (k
[l‘gg)7.17:())),l'é )] —Q 16[ gg)wré )vxé )]7 (2‘18)

com g < h <k, dois a dois linearmente independentes, tais que gh ¢ (k), h ¢ {(gk)
e a, B sao os escalares definidos em (2.16) e (2.2), juntamente com as identidades
em (2.4), (2.5) e (2.8) formam uma base para o Ty, 7, -ideal das identidades de

sl,(K) com a graduagio de Pauli.

Observacao 2.2.24 Para p > 5, podemos contabilizar a quantidade de identida-
des de tamanho 3 necessdrias na base. Hd (p+1)(p—1) escolhas para g e p-(p—1)
escolhas para h. Além de ser simultaneamente linearmente independente com g e
h, o terceiro elemento k também é linearmente independente com gh, assim existem
(p—2)(p—1) escolhas para k. Como h ¢ (gk), dentre as escolhas que contabiliza-
mos para k, algumas satisfazem k = —g + A\"*h para algum X € Z, — {0}, entdo
ao contabilizar k contamos (p — 2) elementos a mais. Segundo o Lema 2.2.22, a
ordem em que as varidveis aparecem no mondémio nao importa. Logo, o nimero

de polinémios em 2.18 € dado por

P -0’ =plp-2)p-1)—-p-2)] @ -DE -p)p-2)°

6 6

Por exemplo, para p = 5 existem 720 identidades de tamanho 3 na base.

2.2.1 Propriedade de Specht e Variedade Minimal

Nesta segdo provaremos que a variedade var’»*%»(sl,) de dlgebras de Lie gerada
por sl,(K) com a graduagao de Pauli tem a propriedade de Specht, ou seja, todo
T-ideal que contém as identidades graduadas de sl,(K) tem base finita. Isto ja
foi provado para sls(K) em [12] usando a nogao de propriedade da base finita para
conjuntos, da qual também faremos uso.

Definicao 2.2.25 Uma relagao a < b em um conjunto A € uma quaseordem, se
i)a<bVacA

ii) a<beb<c=a<c
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Se B é um subconjunto de A quaseordenado, o fecho de B, que denotamos por B,
¢é definido como

B ={ac A|existe b € B tal que b < a}.

Se B = B dizemos que B é um subconjunto fechado. Um conjunto A quaseorde-
nado tem a propriedade de base finita se todo subconjunto fechado de A é o fecho
de um conjunto finito.

As seguintes afirmacoes sao definigdes equivalentes para a propriedade de base
finita

Teorema 2.2.26 Seja (A, <) um conjunto quaseordenado. Sao equivalentes:
i) Todo subconjunto fechado de A € fecho de um conjunto finito;
ii) Toda cadeia ascendente de subconjuntos fechados de A estabiliza;

iii) Se B € um subconjunto de A, existe um conjunto finito By tal que

By C B C By;

iv) Toda sequéncia {a;}i>o de elementos de A possui uma subsequéncia

ay, <ap <o <ag <-o-

—_ I

v) Se {a;}i<o € uma sequéncia de elementos de A, existem indices i,j, com i < j,

tais que a; < ay;

vi) Nao existe uma sequéncia infinita de elementos estritamente descrescente, nem

um conjunto infinito de elementos nao compardveis.

Demonstracao. Veja [16, Teorema 2.1]. a

Uma das consequéncias deste teorema é que a propriedade da base finita é
preservada pelo produto cartesiano finito. O seguinte exemplo nos seré bastante
util.

Exemplo 2.2.27 O conjunto (N, <) em que (ay,...,a;) < (by,...,b) se, e so-

mente se, a1 < by, ...,ar < by, satisfaz a propriedade da base finita.
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Relembramos que dado um conjunto B de polinémios de L(Xs), dizemos que
f € L(Xg) é uma consequéncia dos polinémios de B, se f pertence ao T-ideal
gerado por B, que denotamos por (B)r,. Se g € L(X¢), g ¢ consequéncia de f se

9 € (frs-
A seguir definimos em L{X) uma rela¢do de quaseordem.

Definigao 2.2.28 Sejam f e g polinomios em L(Xqg). Dizemos que g € uma

consequéncia de f mddulo Tg(L), e denotamos por f < g, se g estd no Tg-ideal
gerado por {f} UTg(L).

O proximo lema fornece uma condicao suficiente para que dados dois polindémios
multilineares f e g, tenhamos f < g. Tal condicao seré dada em termos do niimero
de indeterminadas de cada grau que aparecem em f e g. Daqui por diante fixamos
uma ordenagio gi, . .., g2 para os elementos de Z, x Z, \ {(0,0)}, o suporte da
graduacdo de Pauli em sl,(K).

Definigao 2.2.29 Dado um polinémio multilinear f, denotamos por d(f) a tupla
(dy,...,dy2_1) de nimeros naturais, onde d; é o niumero de indeterminadas de grau

gi que aparece em f.

Consideramos a ordem < definida no Exemplo (2.2.27) no conjunto formado
pelas (p* — 1)-uplas d(f).

No resultado a seguir, dado um conjunto S com n indeterminadas, denotare-
mos por Ps o subespago de L(Xg) dos polindmios multilineares de grau n nas
indeterminadas em S.

Lema 2.2.30 Sejam f e g polinémios multilineares em L(Xq). Se f ¢ Ta(L),
deg [ =degg g e d(f) < d(g), entio f <g.

Demonstragao. Uma vez que o resultado é claro para g € T(L), assumimos que
g ¢ Tg(L). Sejam S, S" os conjuntos de indeterminadas que aparecem em f e g,
respectivamente. Desde que d(f) < d(g), podemos assumir que S C S’. Se S’ = S,
entdo existe A € K tal que g — A\f € Tg(L), logo f < g. Caso contrario, seja y
uma indeterminada em S\ S. Como os G-graus das indeterminadas em S’ s@o
diferentes de e, se Ps, C Tg(L), onde S; = {x;} U (S"\ S), para todo z; € S, a
Proposigao 2.1.5 implica que [z;, y] € T (L) para todo x; € S. Consequentemente,
pela Observacao 2.1.4 temos que [z;,z;] € Tg(L) para todo z;,z; € S, e isto
contradiz a hipotese que f ¢ Tg(L). Seja x; uma indeterminada em S tal que
Ps, ¢ Te(L), com S; = {x;}U(S"\ S) e considere um mondémio M em Pg, \ T¢(L).
Note que deg, M = degy x;, uma vez que deg, f = deg. g. Denote por f’ o

45



resultado da substituigdo x; — M em f. Temos que [’ ¢ T(L) é um polindmio
multilinear nas mesmas indeterminadas de g, logo, existe um escalar A tal que
g— M\ €Tg(L), portanto, f < g. O

Observagao 2.2.31 Seja (M, <) um conjunto quaseordenado. Seja (My, ..., M)
uma parti¢ao de M em k subconjuntos, isto €, M = UM, e M;NM; =0 sei # j.
Definimos uma nova quaseordem < em 9N da sequinte forma: m < n se, e somente
se, m,n € M; para algum i e m < n. Se (M, <) tem a propriedade de base finita,

entdo pelo Teorema 2.2.26, item (iv), (M, <) também a possui.

Corolario 2.2.32 Seja M um conjunto de polindmios multilineares com as se-
guintes propriedades: M N Te(L) = 0 e para f,g € M a igualdade d(f) = d(g)
implica que f = g. O conjunto quaseordenado (M, <) tem a propriedade de base
finita.

Demonstracao. Seja S = {d(f) | f € M} com a quaseordem d(f) < d(g) se,
e somente se, d(f) < d(g) e deg f = degs g. A Observagao 2.2.31 implica
que o conjunto S com a quaseordem < tem a propriedade de base finita. Seja
{fi}i>1 uma sequéncia infinita de elementos de 9. Consequentemente, temos uma
sequéncia infinita {d(f;)};>1 de elementos de S. Pelo Teorema 2.2.26 existe uma
subsequéncia

d(fiy) < d(fip) < <d(fi,) <+

O Lema 2.2.30 implica que

e o resultado segue do Teorema 2.2.26.

O
Definicao 2.2.33 Seja (ny, ..., ny2_1) uma (p*—1)-upla de inteiros nao negativos
e defina qo, . .., qp2_1 recursiwamente por qo =0, ¢ =Ny € ¢iy1 = ¢ +n; para i =
1,...,p* — 2. Denotamos por Pmmanl o subespaco de polindmios multilineares

nas indeterminadas 1, . . . " Tq, tais que x; tem grau g; se q;i—1 <l < q;.

Teorema 2.2.34 Sejam p um numero primo e K um corpo de caracteristica 0.
Denote por L a dlgebra de Lie sl,(K) com a graduagao de Pauli pelo grupo G =
Ly X L. O Tg-ideal das identidades graduadas de L satisfaz a propriedade de
Specht.
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Demonstragao. Seja J um Tg-ideal que contém T (L). Seja M C J \ Tg(L) um
conjunto de polindmios com a seguinte propriedade: se J N Pnh_._me_1 ¢ Ta(L),
entao a intersecao 90t N ]Dnl,”_,%Q_1 tem um tunico elemento, caso contrario, 93t N
Poyyng , = . Note que MU T (L) gera o Tg-ideal J. Logo, MU S gera J,
onde S ¢ a base finita de T¢(L) no Teorema 2.2.17. O Corolario 2.2.32 implica
que existe um subconjunto finito My de M tal que M = M,. O conjunto finito
My U S gera J. |

Finalizamos o estudo da algebra sl,(K) com a graduacao de Pauli analisando a
sequéncia de codimensoes graduadas de var*%» (sl,(K)), a variedade gerada por

sl,(K).

Definicao 2.2.35 Uma variedade V ¢ dita minimal, se exp® U < exp® V para

qualquer subvariedade propria U.

Vamos provar que a variedade gerada pela algebra de Lie sl,(K), para p > 3,
com a graduagdo de Pauli é uma variedade minimal. Para a algebra sly(K), A.
Giambruno e M. Souza provaram que a correspondente variedade tem crescimento
quase polinomial. Nossa prova é baseada em [13, Theorem 3]. A ideia é conseguir
contabilizar, para qualquer subvariedade propria de var?*Zr(sl,(K)), um niimero
significativo de n-uplas g que nao contribuem para a codimensao.

Lema 2.2.36 Seja f um polinémio multilinear em L(Xqg) \ Tg(L). Existe um
inteiro positivo d tal que f < g se g € um polindmio multilinear com deg,,. g > d,

1 =1,2, para dois elementos linearmente independentes hy, hy em G.

Demonstrag¢ao. Denote por S o conjunto de triplas (h, hy, hy) de elementos de G
tais que hy e hy sao linearmente independentes sobre Z,. Seja I o Tiz-ideal gerado
por {f} UTg(L). Para cada s = (h, hy, he) em S, vamos construir um polindémio
multilinear fy(z1,...,2;) € If \ Te(L) de G-grau h tal que degg z; € {hi, hsa},
parai=1,...,k. Sejam o = deg f e 8 € G tal que o conjunto {«, 5} seja uma
base para o Z,-espaco vetorial G. Existem inteiros positivos m,n tais que h =
ma+nfB. Como a e 3 sao linearmente independentes sobre Z,, a Proposi¢ao 2.1.5
implica na existéncia de um mondémio multilinear M, o qual nao é identidade para

L, nas indeterminadas ajga), o ,azs,ol‘), xg’g), o ,xﬁf) (caso h € (), consideramos p

variaveis de G-grau «/). A substituigao asga) — f em M produz um polinémio em
Iy com G-grau h. Denotamos por fu(x1,...,2;) a linearizacao deste polindmio.
Como o conjunto {hi, ho} é linearmente independente, existem inteiros positivos
m;,n; tais que degs x; = m;hy + n;he. Assim, pela Proposigao 2.1.5 existe um
monoémio M;, o qual nao ¢é identidade para L, em m; indeterminadas de G-grau
hi e n; indeterminadas de G-grau hy, para i = 1,..., k. Note que (My,..., M) é
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uma substitui¢ao admissivel para fj, e o polinomio f,(My, ..., M), assim obtido,
nao é uma identidade para L. Agora, seja fs a linearizacao de fj, (M, ..., My).
Sejam dy = max {deg,, fs,deg,, fs} e d = max{d, | s € S}. Tome g um
polindmio multilinear com deg;, g > d, ¢« = 1,2, para dois elementos linearmente
independentes hy, hy em G. A tripla s = (degy g, hi, ho) esta em S e d(f,) < d(g),
uma vez que as tnicas entradas nao-nulas em d(f;) sao deg;,, fs e degy,, fs. Assim,
pelo Lema 2.2.30 temos que f; < g. Desde que f < f;, concluimos que f < g. O

Teorema 2.2.37 A variedade var®>*%» (sl,(K)) gerada pela dlgebra de Lie sl,(K)

com a graduacgao de Pauli pelo grupo Z, X 7, ¢ uma variedade minimal.

Demonstragio. Seja W uma subvariedade propria de var’*%(sl,(K)). Sejam
feTecW)\ Te(L) e d o nimero natural dado no lema anterior. Note que, se
em um polinémio h aparecem indeterminadas de G-graus g; e go, 0S quais sao
linearmente independentes, com deg, h > d,i = 1,2, o Lema 2.2.36 garante que
h € Tg(W). Particionamos Z, X Z, \ {(0,0)} em p + 1 conjuntos Sy, ..., S, de
tal forma que dois elementos estao no mesmo subconjunto se, e somente se, sao
linearmente dependentes sobre Z,. Note que | S; |[=p—1parai=1,...,p+ 1.
Dado um polindémio multilinear h, denote por d;(h) o numero de indeterminadas
em h cujo G-grau estd em S;. Seja m = (p — 1)d — 1. Se 0;(h),d;(h) > m +1
para i # j, entdao h tem grau > d com respeito a duas indeterminadas de G-graus
linearmente independentes, logo h € Ti(W). Claramente ¢ (W) ¢ o nimero de
tuplas g € G™ tais que P8 ¢ T(W). Para 1 <i < p+ 1 denote por 7T; o conjunto
de tuplas em (Z, x Z, \ {(0,0)})" com no maximo m entradas em S;, para todo
j #i. Temos que ¢c(W) <| Ty U---UTpy1 |. Se n > pm, entdo

. n
|7;|:|7;+1 | = Z (p=1) (k1,]€2;---7kp+1>

k1,.ees kp<m
ki+-+kptr1=n

> -1 i

_ |
K1y kp<m (n pm)'
ki++kpr1=n

IN

< (p—1)"(m+ 1>p(n+;m>! < (p— 1" (m + L™,

para 1 <4 < p+ 1. Portanto, c<§(W) < (p — 1)"(p+ 1)(m + 1)PnP™.
Portanto, exp® W < p — 1 e isto mostra que varZ»*%»(s[,(K)) ¢ minimal, uma
vez que exp® varZ*Zx (sl,(K)) = p? — 1. 0

A questao que permanece em aberto é se o Teorema 2.2.17 é valido para qual-
quer namero natural n > 4. Em [8, Example 3.59] sao exibidas as graduagoes finas
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em sl3(K), a menos de isomorfismo, sobre um corpo de caracteristica diferente de
2 e 3. Além da graduagao de Pauli, sl3(K) admite uma graduagao fina pelo grupo
7 x 75, onde as componentes homogéneas nao nulas sao unidimensionais. Porém,
para alguns elementos g € Z X Z,, C(g) nao é sequer um grupo e requer, portanto,
uma abordagem diferente é necessaria.
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Capitulo 3

Identidades Graduadas de si;,(K)

com a Graduacao de Cartan

A graduagao de Cartan surge na classificacao de algebras de Lie simples. Estu-
dos que visam investigar as identidades graduadas de uma algebra de Lie graduada
ainda nao sao abundantes na literatura. As identidades Z™ !-graduadas de U Tr(f),
graduagao anéloga a de Cartan, foram descritas em [25], como consequéncia das
variaveis de grau neutro e do comutador [xge), mée)], como passo para a obtengao de
limites superior e inferior para o comportamento assintotico das codimensoes para
qualquer graduacao elementar em U 7). Anteriormente, Koshlukov havia mos-
trado em [22| que estes polindmios sao a base das identidades graduadas de sl (K)
com a graduagao de Cartan, sobre um corpo infinito de caracteristica diferente
de 2. Motivados por tais estudos, inicialmente pensamos que isto era valido para
qualquer m, porém mostraram-se necessarias identidades de tamanho 4 (Teoremas
3.1.24 € 3.1.23).

Neste capitulo exibimos a base minimal das identidades graduadas de si,,(K)
com a graduacao de Cartan, sobre um corpo de caracteristica zero, e descrevemos
base para subélgebras de Lie graduadas de M,,(K)) .

Assim como no capitulo anterior, K denota um corpo de caracteristica zero.



3.1 A Graduagao de Cartan em s/,,(K)

A graduacao de Cartan é o exemplo mais classico de graduacao em algebras de
Lie. Seja £ uma &lgebra de Lie semissimples de dimensao finita sobre um corpo
algebricamente fechado e de caracteristica zero. Seja H uma subalgebra de Cartan
de L com sistema de raizes ®. A decomposi¢ao em espagos-raiz

L=He (@u)

aed

pode ser vista como uma graduacao pelo reticulado de raizes Z® = Z", onde
r = dim H e a componente homogénea correspondente ao elemento neutro é
L. = H. Mais detalhes sobre a decomposi¢ao de Cartan, especialmente sobre
sistema de raizes e a célebre classificacao de Killing-Cartan, podem ser vistos em
[17].

A éalgebra sl,,(K) admite uma decomposi¢ao de Cartan via a subélgebra das
matrizes diagonais. Contudo, a graduagao de Cartan pode ser vista como a restri-
gao a subalgebra sl,,(K) da graduacao em M,,(K), também chamada de gradua-
cao de Cartan, pelo subgrupo G de Z™, isomorfo a Z™~!, gerado pelos elementos
a;; = e; — ej, sendo que e; denota a m-upla de inteiros com 1 na ¢-ésima en-
trada e 0 nas demais, tal que o grau da matriz elementar F;; ¢ «; ;, quando i, j
sao distintos. Lembre-se que tais matrizes compdem a base candnica de sl,,(K),
descrita no capitulo 1, e note que as matrizes restantes, h; = E;; — Ejt1,41, per-
tencem a componente homogénea de grau e, como é de se esperar uma vez que oS
h; formam uma base para a subélgebra de Cartan das matrizes diagonais de traco
zero. Usaremos esta versao da graduacao de Cartan para descrever o Tz-ideal das
identidades graduadas de sl,,(K) com esta graduacao. Sugestivamente, denotamos
por ® o conjunto {a;; | i # j}, cujos elementos chamaremos de raizes. O suporte
da graduagdo de Cartan em sl,,,(K) é o conjunto ® U {0}. Assim, é imediato que
os polindmios

29 se ge G\ (@U{0}), (3.1)

sao identidades graduadas para sl,,,(K) com graduagao de Cartan.

A partir de agora, a menos de mencao explicita do contrario, denotaremos por
L a é&lgebra de Lie sl,(K) com a graduagao de Cartan. Como ja mencionado,
L. consiste das matrizes diagonais de trago zero e como quaisquer duas matrizes
diagonais comutam, o polindémio

[, 28], (3.2)

¢ uma identidade graduada para L.
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Observagao 3.1.1 A nossa hipdtese sobre a caracteristica de K nos permite con-

siderar apenas as identidades graduadas multilineares. Se f(x§91), . ,x,(qg")) € tal
que g, = o, ;. € P, entao f é uma identidade graduada para L se, e so se,
f(Bijys- -5 Eij,) = 0, uma vez que os espagos L, ; sao unidimensionais para

todo elemento «;; de ®. Segue da propria definicao das raizes que o j + oy

pertence ao suporte da graduacgao se, e somente se, ] =k ou i = 1.

Neste momento ¢é 1til destacar que em alguns resultados deste capitulo, faremos
uso da notagao genérica g; para representar elementos de ®. Nesta situagao, con-
vencionamos a operacao do grupo como multiplicativa. Porém, sempre que esti-
vermos explicitamente com as raizes «;; usaremos a notacao aditiva, assim como
na observagao anterior.

Se m > 3 é facil verificar, via substituicdo por matrizes elementares, que os
seguintes polindmios em P§

(T4, 21, o, T3] — [T4, T3, T2, 1], para g = (i, A, 04 j, k),
] - 2[$4,5E27$1, I3]; para g = (Oéz',gw Qjiy O ks ak,j)7
]

(3.3)

(x4, X3, T2, 11 (3.4)
+ x4, T2, x5, 21], para g = (v j, Ak, ks Qi j), (3.5)
(3.6)

(3.7)

4
[%4,1'3,1'2,%1
[I4,$3,$2,$1] + [1'4,1'3,1:1,1)2], para g - (ai,jaaj7k7ak,i7ai,k)7

2[I4, X1,T3, LEQ] - [$4, XT3, T, x1]7 para g = (ai,j7 aj,k7 ak,j; aj,k)?

onde 1 < 17,7,k < m sao inteiros distintos, sao identidades graduadas para L.

Denotaremos por I o Ti-ideal gerado pelos polinomios em (3.1), (3.2), (3.3),
(3.4), (3.5), (3.6) e (3.7). Vamos provar que I coincide com T¢(L). Um resultado
bastante util em nossas demonstragoes é a verificacao de que, se um monoémio de
Lie com colchetes & esquerda ¢ uma identidade graduada, entao pertence a I.

Lema 3.1.2 Seja M = [\, 2] € L(X5) um mondmio de Lie normado
a esquerda. Se M € uma identidade polinomial G-graduada para L, entdo M
pertence ao Tg-ideal gerado pelos polinomios em (3.1) e (3.2). Em particular, M

estd no Tg-ideal 1.

Demonstrag¢ao. Denotemos por J o Tg-ideal gerado pelos polindmios em (3.1)
e (3.2). A prova serd por indugdo sobre o comprimento n do monémio. Os
casos iniciais n = 1 e n = 2 sao triviais, assumiremos entao n > 3. Seja
M = [xggl), . ,xfffl’l)]. Se M' ¢é identidade, entdo, pela hipotese de inducao,
estd em J. Consequentemente, M € J. Agora, supondo que M’ ¢ Tg(L), vamos
considerar dois casos: deg; M’ = g = «;; e deg; M’ = e. No primeiro, o resultado

de toda substituicao admissivel em A’ é um multiplo escalar de E;;, portanto, M é

identidade se, e s6 se, [:cgg ), xgg”)] € Ti(L). Por sua vez, isso ocorre se, e somente se,
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99n & supp L e isso implica em M € J. Suponha que deg; M’ =e. Se g, = e, en-
tao M é consequéncia do polindomio em (3.2) e ndao ha mais o que fazer. Assim, po-
demos considerar que g, # e, digamos g, = «; ;. Note que g1+ gn—2 = (gn_1)"",
como M’ ¢ Tx(L), temos necessariamente g,—1 = oy € ®. Por conseguinte, o
fato que M € Tg(L) implica em N = [z, 29" 2] € T, (L), onde, a fim de
simplificar a notagao, denotamos (g,_1)~! = h. Observe que M é consequéncia
de N via o homomorfismo 2\ — [z{), ... ,l‘q(lng_ 2)]. Logo, ¢ suficiente demons-
trarmos que N € J. Ora, a avaliacao em N por matrizes elementares resulta na
igualdade [Ey, E;j| — [Eg, Eij] = 0, a qual implica em {k, 1} N{7,j} = 0, conforme

(h) .(gn)

a Observacio 3.1.1. Portanto, [z\", 297, [z V), xﬁ?’”] pertencem ao conjunto de
polinémios em (3.1). A identidade de Jacobi nos permite escrever
h n— n J— h n n— h n— n
[J,’g )’ xq(mg—l 1)7I,$Zg )] - [‘Tg )v xglg )’ :L‘gzg—ll)] + [ZL’g )a [xgg—ll)’ xglg )”
e o polinémio do lado direito esta em J. O

No Capitulo 1 apresentamos a definicao de n-upla boa, nocao importante em
todo o nosso trabalho. Aqui, na graduagao de Cartan, algumas entradas da n-upla
podem ser o elemento neutro, uma vez que o mesmo pertence ao suporte. Todavia,
sao as entradas nao-triviais que determinam se a mesma é boa. Ilustraremos
isso com um exemplo. Considere a terna g = (a3, a3, 32). Via substituicao
por matrizes elementares, é facil verificar que o monémio M = [z1,x3, 23] nao
¢ identidade para L. Isso é o suficiente para garantir, por exemplo, que a 5-
upla g’ = (a13,€,a23,032,€) € boa, pois 0 monémio obtido ao se distribuir as
indeterminadas de G-grau e em qualquer posi¢ao no monémio M, exceto aquela
em que as mesmas aparecem nas duas primeiras posicoes, nao ¢ identidade.

O préximo resultado visa caracterizar as n-uplas boas e o que discutimos nos
diz que ¢ suficiente analisar esta propriedade em ®". A terna g = (a3, 023, 32),
utilizada no exemplo anterior, pode ser ordenada de maneira que seus elementos
sejam da forma oy, ., para ¢ = 1,2,3. Basta permutarmos, entre si, a segunda
e a terceira entrada. Mostraremos que isso sempre pode ser feito em uma n-upla
boa.

Cabe ressaltar alguns pontos sobre permutagoes. As permutagoes o = (1 2 3)
e 0% = (13 2) aplicadas a terna g produzem (as 2, 1 3, a23) € (a23, 32, 13), Tes-
pectivamente. De modo grosseiro, é como se aplicassemos um shift a direita nos
elementos de g. Quando aplicarmos permutacoes desse tipo, diremos que permu-
tamos g ciclicamente. Antes de enunciarmos a proposi¢ao seguinte, relembramos
um conceito da teoria de conjuntos.

Observagao 3.1.3 Uma particao de um conjunto X € um par (A, B) de subcon-
guntos de X tais que X = AUB e ANB = 0. Quando um dos conjuntos A e B

€ 0 vazio, a particao € dita trivial.
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Proposicao 3.1.4 Seja g = (g1,...,9,) uma n-upla com entradas em ®. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) A n-upla g € boa;

(1)) g1---gn € ®U{e} e para toda particio nao trivial (A, B) de {1,...,n}
evistem a € A e b € B tais que [Lg,, Ly,] # 0;

(iii) Existe uma permutacdo o em S, e uma énupla (t1,...,t,11) com entradas
em {1,...,m} tais que goiiy = O, 1,0y, Parai=1,... n.
Demonstracao.

Note que se g1---¢g, ¢ ® U {e} a n-upla g é obviamente ruim. Suponha
que exista uma partigdo nao trivial (A, B) de {1,...,n} com a propriedade que
[Lg.; Lg,) = 0, para todo a € A e b € B. Afirmamos que [Ly, -+, Ly, , Lg] =0,
para todo ay,...,a, € A e qualquer b € B. A prova é por indugao em r. O caso
r =1 é a propria hipdtese. Sendo Ej, E,, as matrizes unitarias correspondentes a

base de Ly, e Ly, , respectivamente, a identidade de Jacobi implica em
[EaN o B, Egb] = [an v By, ng ar] + [EOLN v By, [Ear7 Egb]] =0,

que prova a afirmacao. No entanto, isto significa que a n-upla g é ruim, uma
contradicao.

A prova desta implicacao consiste na construgao de um algoritmo para a obten-
¢ao de tal 0. Para n = 2 nao ¢é dificil observar que o fato da n-upla ser boa implica
em (it). Considere a terna g = (g1, g2, g3), onde explicitamente g1 = ; j,g2 =
€ g3 = Qu,. Set,J,k, 1, u e v sao inteiros distintos, é claro que g ¢ ruim. Supondo
que isto nao ocorre, o produto de dois dos ¢.s esta no suporte, o qual podemos
assumir ser g;g.. Isso implica que, reordenando se necessario, g; = ay, 4, ., para
i = 1,2. Assim, se g é boa, entdo u = t3 — e nesse caso temos o desejado — ou
v = t1, dai fazemos g3 iniciar a terna. A condigdo (i) nos permite provar que isso
acontece para qualquer n > 2. Dividimos em dois casos:

Caso A: g;---g, =e.

Aplicamos inducao em n. O resultado é 6bvio para n = 2. Sejam tq,ty nu-
meros inteiros tais que ¢; = o, 4,. Como ¢g; € P, a igualdade g, ---g, = e nos
diz que existe um indice j tal que g; = ay,+,, uma vez que o fator e, ¢ can-
celado no produto ¢;---g,. Reordenamos as entradas de g e assumimos, sem
perda de generalidade, que j = 2. Podemos repetir esse processo até obtermos
inteiros tq,...,t,. tais que, depois de reordenarmos as entradas da n-upla g, a
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igualdade g; = ay,,,, ¢ valida para ¢ = 1,...,r — 1, enquanto que g, = ay, 4.
Se r = n, a afirmagao esta provada. Assumindo r < n, temos g, 1---g, = € €
a hipotese de indugao implica na existéncia de inteiros t,.1,...,t,,t,11 tais que,
apos a reordenagao das entradas de (gry1,...,9n), satisfazem g; = ay,4,,, para
i =r+1,...,n. Set. = ti, entao a igualdade g; = oy, 4, , ¢ valida para
todo i = 1,...,n, o que prova a afirmagao. Supondo que (i7) é valida, existem
a€{l,...,rtebe {r+1,.. . ,n}tais que a4, + s, € PU{e}. Temos
entao duas possibilidades: t,.1 = t, ou t, = t,+1. No primeiro caso, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que a = r e b = r + 1 depois de permutarmos
ciclicamente as entradas de (¢1,...,6-) € (grs1,---,9n). Desde que g1 ---g,. = e,
segue-se que t; = t,y1. Portanto, t; = t,41 = t, = t,+1, 0 que resolve este caso.
Se ty11 = t4, permutamos ciclicamente as entradas de (g1,...,9:) € (Gra1,---,9n)
para que desta vez, sem perda de generalidade, tenhamos a = 1 e b = n. Como
os elementos nas énuplas (g1,...,9r) € (Gr41,---,9n) sdo da forma g, = ay, 4., , 0
fato que g1 -+ gy = gr41- -+ gn = € implica em g, = Qy,.1, € Gri1 = Uy 41,4, € 1510
conclui a demonstragao.

Caso B: g1 ---g, # e.

Suponha que ¢; - - - g, = a,,. Entao, pelo menos um dos g;’s tem como parcela
positiva e,, isto é, existe j tal que g; = ay.,. Reordenando as entradas de g,
podemos assumir que j = 1 e escrevermos u; = u. Se uy # v, pela mesma razao que
argumentamos no caso A, existe j tal que g; = ay, ;. Novamente reordenamos as
entradas de g e assumimos que j = 2. Repetindo o argumento, obtemos um inteiro

positivo k e uma énupla (uq, ..., u;), cujas entradas estdo em {1,...,m} tais que
U = U, §; = Oy, PATatodo i =1,... .k —1e gy = o, . Se k = n, o resultado
estd provado. Supondo k < n, segue-se que g1 --- g, = €. Consequentemente,
pelo caso anterior, existe uma énupla de nimeros inteiros (ugi1, ..., Uy, Ups1) tal
que, depois de reordenarmos as entradas de (gx11, - - -, gn), temos g; = v, y, ., para
i=k+1,...,n,sendo que up1 = u,11. Agora, segue da condicao (ii) a existéncia

del<a<kek+1<0b<ntals que duyyu,,y + Qupuy,, € U {e}. Isto nos
da duas possibilidades: u, = u,11 ou upy; = u,. No primeiro caso, reordenando
as entradas de (gxi1,.-.,09n) ciclicamente, assumimos que b = k + 1. Seja « a
permutacao de S, tal que

(gd(l)a cee 7.90(71)) = (917 vy 94y 9k+15 - - -y 9ny Ja+1, - - - 791@)7
e assim, definimos
(t1y oy tn) = (Upy ooy Uy Up 1y - vy Uy U1y - -« y Wy Ut 1)

Note que ugi1 = up = uqy1 € como observado antes, u,y; = ugy;. Portanto,
9o(i) = Qu1,, Para todo ¢ = 1,...,n. O caso em que upy; = u, € provado de
maneira analoga.
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(i) = (i)

E claro que se a condigao (7i7) é valida a n-upla g é boa. O

Observe que se g € ®" satisfaz g, - - - g, = g € ®, dados dois monoémios M, N €
P&\ T (L), deve existir um escalar A, nao-nulo, tal que M — AN € T(L), uma vez
que L, é um espaco unidimensional. Nossa "aposta" de que I coincide com T (L),
deve resultar que o espaco P2, moédulo I N P8, ¢ unidimensional. Os préximos
resultados nos ajudarao a demonstrar este fato. Primeiro, vejamos que isto vale
para n = 3.

Lema 3.1.5 Seja g = (g1, 92, g3) uma tripla em ®* com g; = au,4,,, € 19293 # €.
Denote por J o T-ideal de L(X¢) gerado pelos polindmios em (3.1), (3.2). Se M

é um monomio em P§\ Tg(L), entio M ~; [x1, xo, x3].

Demonstragao. O conjunto {[z1, x2, x3), [£1, Z3,22]} € uma base para o espago P5.
Observe que g1g3 ¢ ® U {e}, logo [z1, x3,xs] € J. Portanto, todo polindémio de P
é, moédulo J, um multiplo escalar de [x1, z9, 23]. Em particular, M =; Az, zo, 23]
para algum escalar A ndo-nulo, ou seja, M ~; [x1, x2, T3] O

Até agora ainda nao utilizamos as identidades de tamanho 4 que geram, jun-
tamente com as identidades (3.1) e (3.2), o Tz-ideal I definido no inicio deste
capitulo. A sua necessidade se tornara explicita no lema seguinte, o qual é um
passo para a generalizagao do resultado anterior.

Usaremos a notacao ~ para a equivaléncia na Definicao 2.1.2 relativa ao Tg-
ideal 1. A fim de facilitar a compreensao, indicamos acima do simbolo ~ a identi-

dade ou resultado da qual a equivaléncia segue. Por exemplo, M LZM N indica

que a equivaléncia M ~ N é consequéncia do Lema 3.1.5.

Lema 3.1.6 Seja g = (g1, 92,93, 94) € @, onde g = w4, parai =1,...,4 ¢

91929394 # €. Se M é um monomio em P§\ Tg(L), entio M ~ [x1,xs, x5, x4].

Demonstracdo. E suficiente mostrarmos que os mondmios da base canonica de PP,
que nado sao identidades para L, sdo equivalentes. Seja 7 = (ty, o, l3,t4,15) uma
5-upla de inteiros positivos que satisfazem g; = «y,,,,, para todo i = 1,...,4 ¢
denotemos por n, o nimero de inteiros distintos em 7. Uma vez que g; - - - g4 # €,
segue-se que n, > 2. Iremos verificar em cada caso n, = 3,4 e 5, quais mondmios
da forma [24, To(1), To(2); To(3)] 580 identidades para L e provar a equivaléncia entre
aqueles que nao estdo em T (L). Tal verificagao é facil, porém com muitos célculos.
Por esta razao, os apresentamos no Apéndice A. No caso em que n, = 5, 0 monémio
(24, 23, Z2,21] € 0 Gnico na base canonica de PP que nao ¢ identidade, logo, o
resultado é valido. Agora assuma que n, = 4. Como t; # t;;; para todo i =
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1,2,3,4 e t5 # t;1, concluimos que existem inteiros distintos 4, j, k, [ para os quais
7 é uma das seguintes énuplas: (4, j,1,k,1), (1,4, k,4,1), (i,4,k,j,0), (1,7, k,1,j) ou
(1,7, k,1, k). Analisando cada um desses casos, verificamos que [z4, x3, 22, 21] € 0
tinico monoémio na base canodnica de P§ que nao é identidade. Resta-nos entao o
ultimo caso, quando n, = 3. Sejam 1, j, k inteiros distintos, entao 7 é uma das
seguintes b-uplas: (i, J,1,7,k), (¢,74,4,k,7), (i,7,k,i,7), (4,7, k,i,k) ou (i, 7, k, 7, k).
As quadruplas g, correspondentes a estas 5-uplas, e os monémios da base canénica
de P§ que nao sao identidades para L sao:

(Z> (Oé’i’j’aj’i’ai’j’ajk) [%4,1’1,1’2,%3], [x4,x3,x2,x1]

(Z’l) (ai,j7aj,i7ai,k7ak7j) [.1}‘47373,3:2,1’1], [.T4,I'2,.§L’1,x3], [x4,.]}'2,x3,,’]71]

(iid) | (s Xk, ks Qi g) (24, T3, T2, 1], [T4, T2, T3, X1]

(iv) (Qtigs Qs ki i) (24, 23, X2, 21, (T4, T3, T1, T2

(U) (O[iVj,O[j’k;,Oék’j,Oéjyk) [$47$1,l’3,$2], [l’4,1’3,l‘2,$1],[$4,$3,ZE17$2]

A equivaléncia dos dois mondmios listados em (i), (iii) e (iv) segue dos polind-
mios em (3.3), (3.5) e (3.6), respectivamente. Portanto, o resultado ¢ vélido nestes
casos. Note que no caso (i2) o mondmio [z4, xe, [, z3]] pertence a I, consequen-
temente

(3.4)
[$47x27x37x1] =7 [Q74,£C2,.T1,$3] ~ [%4,%3,332,:61].

Ja no caso (v), o monémio [z4, [z1, 3], x2] estd em I, dai obtemos que

(3.7)
['r47x37x17'r2] =7 [$47I1,x3,x2] ~ [x47$37x27x1]-

Portanto, qualquer que seja a quadrupla g, os mondmios da base canonica de Py

que nao sao identidades sao equivalentes, como queriamos mostrar.
O

Lema 3.1.7 Seja g = (g1,...,9n) uma n-upla em O™ com g; = au,4,,, para i =

41
1,....,n eg1-gn #e. Seja M um mondmio em P& que pode ser escrito com as
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indeterminadas x1, . . ., x,, nesta ordem e com um arranjo adequado de colchetes.
Se M ¢ Te(L) entio, M ~ [xy1,--- ,x,].

Demonstracao. O caso n = 2 é claro, enquanto os casos n = 3 e n = 4 seguem do
Lema 3.1.5 e do Lema 3.1.6, respectivamente. A prova do caso geral é por inducao
em n. Assuma que n > 4 e que o resultado é valido para monoémios multilineares
com até n — 1 varidveis. Dividimos a prova em alguns casos e inicialmente mostra-
mos que o resultado é valido no caso especial em que o mondémio M é o colchete
de um monémio, nas indeterminadas x1, ..., Z,_1, com T,.

Afirmagao: Seja N um mondmio nas indeterminadas xy,...,x,_1, nesta
ordem, o qual nao € identidade, entao [N,x,| ~ [x1, -+ ,x,]. Se g1+ gn_1 # €,
a hipotese de indugao aplica-se e concluimos que N ~ [zq,- -+, x,_1]. Consequen-
temente, [N,x,] ~ [z1, -+ ,x,]. Caso contrario, podemos escrever N = [Ny, Ny
com deg, N; = (degy No)™' # e, pois N ¢ Tg(L) e desse modo nao pode ser
consequéncia da identidade (3.2). A hipotese de indugao aplicada aos mondmios
N1, N resulta em Ny ~ [x1,-- ,x] e No ~ [Tpi1, -+ ,Tp 1], onde 1 <k <n—1.
Portanto, [N,xz,] ~ [[z1, -, x|, [Tk+1, -+ , Tn_1],Ts]. Desse modo, a afirmacao
sera valida se provarmos a equivaléncia

[[561,"' 7$k]a [-Tk—i-l,"' 7'7371—1]’37“] ~ ['Tla"' 73371]' (38)

Suponha que degg[xgi1, -+, Tn_2] # e. Neste caso, reduzimos a um monoémio de
grau 4 e pelo Lema 3.1.6, temos

[[xla e ,[Ek], [xk—‘y—l? e 7xn—1]>xn] ~ [xla c, Ty, [xk:—‘rl) e axn—Q]a Tn—1, In]
Note que degg|xy, -+, Tk, [Try1, s Tn2]] = gt , = 4,1, , # €, entao a hi-
potese de indugao se aplica e obtemos a equivaléncia (3.8). Agora, assuma que
dega|Tpir, -+ xn_o] = €. Sejam P =[xy, , 2], Q = [Tk41,- -, Tn_3] € Observe

que este dltimo também é um mondémio com G-grau diferente de e, uma vez que
deg; Q = (degow, o)™t # e. Por conseguinte, a hipotese de que dego N = e,
resulta em deg, P = (deggr, 1)~ . Assim,

[[xla to 7xk]7 [karla to wxnfl]; xn] = [Pa [Q: Tn-2, xn71]7 xn] = _[Qa Tn—2; Tn—1, P7 xn]
3.2
W 1@ 202, Ptacr, ) = [P1Q, o], @, @)
L. 3.1.5

~ [Pu Qv'rn—%xn_l,l’n].

Note que degy [P, Q, 7, 2] = (deggr,_1)' # e, dai usamos o Lema 3.1.5 para
concluir que [P, [Q, z,_s]] ~ [P, Q, x, o] e obtermos a ultima equivaléncia acima.
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Por fim, a hipdtese de indugao implica em [P, Q, x, o] ~ |21, - , 2, 2|. Portanto,
(3.8) é valida e a afirmagcao esta provada.

Para demonstrarmos o caso geral, escrevamos M = [M;, Ms], onde M, é
um monoémio de grau no minimo dois. Como M ¢ Tx(L), o caso deg, M; =
deg~ Ms = e nao ocorre. Consideremos, inicialmente, que os G-graus de M;
e M, pertencem a ®. Entao, segue da hipoétese de inducao, aplicada a M; e
My, que M ~ [[x1,- -+ ,xx], [Try1, - ,x0]], com 1 < k < n. Se deg, M; = e,
a hipotese de indugao agora garante que My ~ [Tgi1, -+ ,2,]. De modo ana-
logo ao que fizemos na prova da afirmacao, escrevamos M; = [M; 1, M, 5], com
degg My = (degg Mi2)~' # e. Seja y uma indeterminada de G-grau oy, ,.,,- A
demonstracao da afirmagao nos diz que [My 1M 2, y] ~ |21, - , 2k, y]. Agora, via o
homomorfismo em que y — My, concluimos que M ~ [[z1, -+, xx], [Trs1, -, Tul].
No caso restante, deg. M, = e , usando o mesmo raciocinio, sendo que desta vez
usamos a hipotese de inducao em M; e a prova da afirmacao para Ms, concluimos
que M ~ [[x1, -+, zk], [Tha1, -+ ,x,]]. Portanto, a prova do caso geral resume-se
a demonstrar a equivaléncia

[[xla e 7$k]7 [xk‘-i-la e 73:71]] ~ [xla U 7'1:71]' (39)
Dividimos a prova de (3.9) em dois casos:

Caso A: degg [z1, -+, x| #e.

Se degq [Tri1,- - ,xn_1] # €, entao (3.9) segue do Lema 3.1.5 e da afirma-
cao. Caso contrario, degg [Tri1, ", Tn_2] = (degs Tn_1)"' # € e (3.9) segue do
Lema 3.1.6 juntamente com a hipoétese de inducao. Portanto, concluimos que a
equivaléncia (3.9) é valida se deg, [z, -+, zx] # e.

Caso B: deg [71,--- ,2k] = e.

Neste caso, temos k > 1 e degg [x1, -+ ,2p_1] = (degg zx)™' # e. O fato

que ¢; -+ g, # e e degy [z1,-++ , 2] = e implicam em degq [Tpy1,- -, x,] # e

Portanto, o Lema 3.1.5 nos diz que
Hxh e 7xk]7 [xk—‘rl? T 71:71]] ~ [[1:17 e ,.Tk;_l], [.Tk, [‘rk-i-l; e 71’71]]]
Segue da hipdtese de indugao e do caso anterior que

Hxh e 7mk—1}7 [Ika [xk—i-h e ’xnm ~ [[xlv T 7xk—1]7 [xk7xk+17 e 71:71“

~ Ty, )

Concluimos que (3.9) é vélida. O
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Observagao 3.1.8 Seja 0 uma permutag¢io em S,. O automorfismo de L(Xg)

(9) (9) (9) (9)

dado por ;" — Tyl para 1 <i<mnex;” =z paraj>n aplica P§ sobre

P:;, onde h = (90(1), e ,go(n)).

Agora, daremos uma defini¢ao cuja finalidade é apenas simplificar a demons-
tracao da préxima proposicao, a qual constitui um dos pilares para a prova do
resultado principal.

Definigao 3.1.9 Um monémio M € L(X¢) € dito reqular se existem indetermi-
nadas yi, ..., Y, em X¢g tais que M = [y1,- -+ ,yn] € uma n+ L-upla (ui, ..., Ups1)

de inteiros positivos onde degg y; = Qv u,,, para todo j =1,...,n.

Proposicao 3.1.10 Sejag = (g1,---,9n) € ®" uma n-upla boa tal que gy - - - gn, #
e. Se M,N € P&\ T;(L) entao M ~ N. Em particular, dim P8(L) = 1.

Demonstracao. Como consequéncia da Observagao 3.1.8 e da Proposicao 3.1.4,
podemos assumir sem perda de generalidade que g; = o, ., parai=1,...,n. A
demonstracao é por inducao em n e observe que o resultado é claro para n = 1
e n = 2. Assumimos entao que n > 3, suponha que para todo ¢ < n e toda
g-upla boa h € ®7 tal que hy---hy # e, quaisquer mondmios M, N &€ th\
Te(L) sao equivalentes. Tomando a base canonica de P2, isto ¢, formada por
todos os monomios iniciados por x,, é suficiente provarmos o resultado para M =
[z1,-- ,2n] € N = [T0,%50), "+, Zom—1))- O Lema 3.1.7 nos sugere que um bom
ponto de partida ¢ mostrar que N ¢é equivalente a um monémio regular, uma vez
que estaremos livres para usar qualquer organizagao dos colchetes. Para este fim,
provaremos algumas afirmagoes.

(I) Sejam q < n um inteiro positivo e h € P uma q-upla boa tal que
hy---hy # e. Todo monémio normado & esquerda de th que nao € identidade €
equivalente a wm monémio reqular. E claro que isto é verdade para ¢ =1¢ ¢ = 2.
Provaremos que se 3 < ¢ < n e a afirmacao vale para ¢ — 1 e ¢ — 2 entao, também
é valida para q. Seja N = [Zo(1), -+ ; To(q)] um mondmio em PP\ Tg(L). Podemos
dividir em dois casos, quando deg [a:a(l), xa(g)] # e e quando ocorre o contrario.
Supondo que deg; [T,(1), To(2)] # €, s€jam y, 21, . .., Zg—2 indeterminadas tais que
degg y = degg (2,01, To(2)] € degy 2 = degy To(ir2) para todo i = 1,...,q — 2.
Note que obtemos N fazendo as substituicoes y — [To(1), To2)] € 2i > To@ig2) €m
N':=[y,z1, -+, 24-2], 0 qual ndo pode ser identidade para L. Dai, temos que N’
é equivalente a um monomio regular devido a nossa hipdtese de inducgao. Assim,
considere

N// — [27‘(1)7 cee ZT(]C)? y, ZT(]C+1), . e 727—((172)]
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um monoémio regular equivalente a N’. Ao fazermos a substituicdo em N’ que
mencionamos, concluimos que

N ~ [Zory42)s > To(r(t)42)s [To(1)s To@ ], To(r(ht1)42)s > To(r(g-2)+2))-  (3.10)

Como N ¢ T;(L), [To(1), To(2)] OU [Ze(2), To(1)] € regular. Supondo que acontece o
primeiro caso, o Lema 3.1.7 aplicado ao tltimo monomio de (3.10), resulta em

N ~ [%(7(1)+2), oy To(r(k)+2)) To(1)y Lo (2) Lo (r(k+1)+2)5 " ° ,%(T(q—2)+2)]

e note que o ultimo monomio é regular. Caso contrario, a definicao de ~ nos
permite trocar o monémio [Z,(1y, To(2)] POT [To(2); To(1y] em (3.10), em seguida apli-
camos o Lema 3.1.7 para concluirmos que N ¢é equivalente a um mondmio regular.
Portanto, a afirmagao (I) é vélida se degq [,(1), Z,(2)] 7# €. Agora consideremos
o caso degg [To(1), To2)] = €. Note que degqy [2,01), To(2), To(3)] 7# € € pelo que
argumentamos no caso anterior podemos assumir, sem perda de generalidade, que
0 MONOMIo [Ty (1), To(2), To(z)| € regular. A substituicdo y — [sx1), To(2), To(3)] €
% & Zy(iy3), para todo i = 1,...,¢ — 3, em N’ := [y, 21, -+, 23] resulta no
monoémio N. Como no caso anterior, N’ é equivalente & um monémio regular e
consequentemente, o mesmo ocorre com V.

Agora mostraremos que (I) garante o mesmo resultado para a situagao em que
hy---hy=e.

(IT) Sejam q < n um inteiro positivo e h € ®4 uma g-upla boa. Todo
mondémio normado & esquerda de th que nao € identidade € equivalente a um
mondmio regular. Devido a (I), é suficiente considerar o caso em que h; - - - h, = e.
Seja N = [Z4(1), -+, Lo(q)) um mondmio de P\ Tg(L). Segue da afirmagao (I) que
[To(1), ** » To(g—1)] € equivalente a um monodmio regular W e assim, N ~ [W, 2,(y].
Agora, deg, W = (degg Zo(q)) " € portanto, [W, 2, ()] ¢ regular.

Antes de demonstrarmos a proposic¢ao, provaremos ainda uma terceira afirma-
¢ao, o caso especial em que a variavel x,, ji aparece na tltima posicao.
(III) Se N € um mondémio nas indeterminadas x, . .., Tn—1 tal que [N, x,] ¢
Tg(L) entdo, [N, x,) ~ [z1,- -+, 2,]. Eum fato conhecido que todo monémio é uma
combinagao linear de monoémios normados & esquerda. Entao, assumiremos sem
perda de generalidade que N é um monoémio normado & esquerda. Se degy N # e
a validade da afirmacao segue diretamente da hipétese de indugao. Sendo assim,
assumimos que deg; N = e. A afirmacao (II) nos permite supor que N é um mono-
mio regular e escrevendo N = [N’ z;] (lembre-se que N é normado a esquerda),
temos deg, N’ = (deg, ;) # e. Logo, o caso em que t = n — 1 é consequéncia
da hipotese de inducao. Caso contrario, se acrescentarmos a hipotese que x,_1 nao
¢ a primeira variavel, o Lema 3.1.7 implica em [N, z,| ~ [A, [x,_1, B], x,], para
apropriados monomios A e B nas indeterminadas z1,...,%,_3. Se degs B # e,
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pelo Lema 3.1.5, temos [A, [z, 1, B],z,] ~ [B,A,x,_1,2,]. Caso deg, B = e,
temos que degg [7,-1, A] = e. Consequentemente,

[Aa [xn—h B]wrn] - [B, Tp—1, A7 xn] =I [B7 Au Tp—1, xn]-

Para ambas situacoes, como [B, A] possui G-grau (deg, ,_1)~! # e, segue-se da
hipotese de indugao que [B, A] ~ [z, -+ ,2,_2]. O caso em que x, 1 é a primeira
variavel de N’ é ainda mais simples:

[Na zn] & ’%1.7 [':Cn—17 B, xn] = —[B, Tp—1, xn]
e o resultado segue da hipdtese de inducao aplicada ao mondémio B, cujo G-grau
¢ igual a (degy x,_1)"! # e. Isto finaliza a prova de (II1).

Agora provaremos a proposicao. Como dito anteriormente, fixando a base
candnica de P8 é suficiente considerarmos apenas o caso M = [x,--- ,x,] e N =
[T, To(1y, " ,xa(n,l)]. Pelo que fizemos antes, o monoémio N é equivalente a um
monodmio regular Ny 1= [T5(1), " To(k)s Tns To(kt1),* ** > Tsn—1)]. S¢ k = 0 entao,

L. 317 (1171
Ny 7R o, [250), s Tsm-n)]] = —[Ts1)s -+ Tsmo), Tn) ~ M.
Caso tenhamos k = n — 1, a afirmac@o (/1) implica em N; ~ M. Assumimos
entdo que 1 < k < n — 1, consequentemente, existe um indice i € {1...,n—1} tal
que i € {0(1),...,6(k)},je{d(k+1),...,0(n—1)} com j =i+1 e denotemos
a=0"1(1),b=08"1(j). Seja deg z, = a5, como M e N; sdo mondmios regulares

temos degg Tsm-1) = s € degy Tsri1) = Qs para algum .t € {1,...,m}.
Disto segue-se que degg [Tsk+1), " > Tom-1)] = €. Seja @ = [T5at1), " Tok), Tn)
e supondo a > 1, seja W = [z501), - ,Zs—1)]. Vamos usar o Lema 3.1.7 e a

hipotese de indugao para obter um monoémio equivalente a Ny, com () aparecendo
na posicao final, e entdao concluiremos usando a afirmacao (III). Como em quase
todos os resultados anteriores, dividimos a prova em casos:

Caso A:be {k+1,n—1}.

Se b = k+1, seja S = [Tsp41), s Tsm—1)]. Uma vez que degy x; = gy
e dege [Ts(ht1), -+ » Tsm—1)] = €, temos deg, S = (degs x;)”! = . Con-
siderando 7 = ¢ + 1, entao degy x; = aps e degy Q = e.Pelo Lema 3.1.7,
Ny ~ [W, [z, Q, x;, S]] e observe que o mondmio [z;,z;, S, Q)] possui G-grau dife-
rente de e, precisamente igual a deg, x;. Além disso, suas variaveis, cujos G-graus
pertencem a P, estdo organizadas como no item (4ii) da Proposigao 3.1.4. Segue
entao da hipotese de inducdo que [x;, Q, z;, S| ~ [x;, %}, S, Q] e consequentemente,

N~ W, [z, 25,8, Q) 2N W, [, 25, 5], Q)

L. 3.1.7
~ W [, 2, S), Tsatn), s Tak), Tn] N~ [T, Tl
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O caso 7 =1 —1 é anédlogo, sendo que usamos a hipotese de indugao para obtermos
Ny ~ [W,[S,zj,z;,Q]] e entdo seguimos os mesmos passos do caso anterior, uma
vez que temos as mesmas hipoteses para [S, z;, ;, Q).

Se b =n—1, temos degy x; = oy 5 € agora definimos S = [T5(k41), *  + , Ts(n—2))
de modo que deg. S = (degs x;)~'. Novamente consideramos as possibilidades
para j. Supondo j = i + 1, temos deg, x; = ap s e assim, degy @) = degg, ;.
Logo, o monémio [z;, z;, S, Q] tem as mesmas propriedades que o monémio do caso
anterior e procedemos de maneira analoga para concluir que Ny ~ [z, -+, 2,]. O
mesmo acontece quando consideramos j = ¢ — 1, uma vez que obtemos a mesma
situagdo anterior para [S, z;, z;, Q.

CasoB:k+1<b<n—1.
Suponha inicialmente que j = i + 1. Considere R = [T5k+1), ", Top—1)),
S = [z}, Z5011), "+, Tsm—1)] € note que degy @ = degy S = (deg; R)™. Caso
tenhamos deg, [z;, Q] # e, entdo o monoémio [x;, S, R, Q] possui G-grau diferente
de e e suas indeterminadas estao organizadas como no item (i) da Proposi¢ao
3.1.4, de modo que

Ny PR [, Q) R, S]] ~ (W [, 8, R, Q)
. 3.1, 117
L. 3.1.7 [W,xi,S, R,l’s(m-l),"' 7$6(k),xn] (N) [1’1:"' ,xn]’

onde na segunda equivaléncia aplicamos a hipdétese de inducao para obtermos
[z;,Q, R, S] ~ [x;,5, R, Q). Se deg; [x;, Q] = e, usando as identidades (3.1) e (3.2)
temos,

[mevR? S] ~ [bevSv R] ~ [I'Z‘,S,Q,R] ~ [IL‘Z‘,S, Ra Q]

e entao obtemos o resultado neste caso assim como anteriormente.

Assumiremos agora que j = ¢ — 1. Redefinimos o monoémio () como sendo
Q = [, Ts(at1), -+ > Ts(k), Tn] € agora consideramos R = [Tsk+1), - To(p—1), T5]
e S = [T5ps1),  » Tom—1)], 08 quais satisfazem degy Q = degy S = (degy R) ™.
Entao, procedemos exatamente como no caso anterior, ponderando as situagoes
em que degg [, Q] # ¢ ¢ degg [v:,Q] = .

Finalmente, resta-nos avaliar a situacao em que a = 1. Precisamos considerar
0s mesmos casos sobre b.

Caso A: be {k+1,n—1}.

Aqui as defini¢oes dos monémios () e S sao as mesmas adotadas no caso A,
inclusive quando consideramos as possibilidades para b. Suponha b = k + 1,
S = [Zsp41), "+, Ts(n—1)] € considere inicialmente que j = i+1. Como antes, temos
deg~ @@ = e. Seja y uma indeterminada tal que deg, y = deg, x; e considere o
monoémio N = [y,z;, S| do qual obtemos Nj, via a substituicdo y — [z;, Q).
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Aplicamos a hipotese de indugdo ao mondémio N de modo que Ni ~ [z;, S, y],
consequentemente
L. 317 (I11)
NIN[Ij7S7 [‘erQH ~ [«Tj,S7xi,I5(2),"' 7x6(k)7$n] ~ [‘rh”' 7‘7;71]'

O caso j = ¢ — 1 é analogo, a diferenca é que usamos a hipdtese de indugéo para
obtermos Ni ~ [S,x;,y|. Agora suponhab=n—1esejaS = [T5pt1), s Tsn-2))-
Note que nao pode ocorrer j = ¢ — 1, pois isto implicaria deg, z; = a,yp e assim,
deg. N; = e. Portanto, temos j = 741 e como vimos, isto significa que deg, Q) =
degy ;. Logo, degy [Q, S, z;| = degq x;, dai

Nl b ;1;1‘7 [xia [Q7 S> x]]] H’\{ [xh [xﬁ Sa QH

L. 317 (I11)
~ [xi7$j7 S7 Ts(a+1)y " s Lo(k)s wn] ~ [l‘b T 7xn]~

Caso B’: £k +1 < b < n—1. Suponha que j = 7 + 1. Consideramos os
mesmos monomios R e S do caso B. Analogamente ao caso B temos que deg, Q) =
degs S = (degy R)™'. Assim,

Nl b 'i.'lj [xiv [Qv Ra SH "\'{ [ﬁi, [S, R, QH
- 3.1 111
L ;1,17 [$i7S, R,xg(a+1),... 7x5(k),q;n] (N) [1’17"' 71’”].

Quando j =7 — 1, também consideramos as mesmas defini¢oes de ), R e S dadas
no caso B, isto é, Q := [T;, Ts@t1), > Tsk) Tn) B = [Toeg1), - Tsp-1), 7] €
S = [Zsp+1): " s Ts(m—1)), OS quais satlsfazem degG Q = deg; S = (deg; R)™.
Nesta situagao, temos que [Q, R, S] = [S, [R, Q]], portanto,

N RYQLR, ST =[S, [R, QI T RIS, Ry s, sy, s Tsghys Tl
(II1)
~ [x1>"' 7xn]-

|

Este resultado juntamente com o item (4ii) da Proposi¢ao 3.1.4, nos diz que nas
condigbes da Proposi¢ao 3.1.10, o espago P2(L) admite como base a imagem de
um monomio regular, segundo o homomorfismo canénico. Nosso proximo resultado
avalia o casoem que g = (g1, ..., ¢9,) € ®" é uma n-upla boa que satisfaz g, - - - g, =
e e encontramos que a propriedade se mantém, isto ¢, P2(L) admite uma base
formada por imagens de monomios regulares. Apresentamos um exemplo que
ilustra a demonstragao do caso geral.
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Exemplo 3.1.11 Considerem =4 en =6. Sejag = (a4, 41,012, Q23, N34, 04 2).
Note que a condicao g, --- g, = e faz com que os mondmios obtidos ao permutar-
mos ciclicamente as entradas do mondémio padrao |xy,...,x,| sejam regulares. O
conjunto formado pelas imagens de tais mondémios, sequndo o homomorfismo cand-
nico, contém uma base para P§(L). Seja o o n-ciclo (123 45 6) em Sg e denote
por N 0 monomio [yi(1), Ti(a), - - - » Toie)). Considere T = {i | tip1 & {t1,...,t;}}
cujos elementos sao i1 = 1,1 = 2 e i3 = 4. Afirmamos que as imagens dos mond-
mios My = N;, = [xa,...,x6,21], My = Ny, = [23,...,26,71,22] € Mg = N, =
(25, 6, 1, . . ., 4] formam uma base para P§(L). Para isto, € suficiente verificar
que qualquer mondémio normado o esquerda de P§ \ Tg(L) € equivalente a uma
combinacgao linear dos mondmios My, My e M. Uma vez que tais mondmios sao
da forma [N, z;], com degs N # e, a Proposicao 3.1.10 implica que [N, xz;] ~ N;.
Assim, basta mostrarmos que o monémio N; satisfaz tal propriedade. Isto €, que
0os mondmios N3, N5 e Ng sao equivalentes a mondmios no subespago gerado por
My, My e Ms. Isto acontece pelo fato de 3,5 e 6 nao pertencerem aJ. Por exemplo,

como ty, = t; seque-se que degg |11, 1) = (degy x3)™!, dai

P.3.1.10 (3:2)
N3 = [$4,x5,$6,$1,l’2,x3] ~ [l’4,l’5,$6,[$1,$2],$3] ~ [1’4,1'5,336,1'3,[551,1’2“.

Aplicando a identidade de Jacobi ao ultimo monémio, obtemos

P.3.1.10
[554,%5,566,9037%1,1'2] - [90479557556,%37%27371] ~ My — M.

Usando o mesmo raciocinio para os monémios N5 e Ng, temos

P.3.1.10 (3.2)
N5 - [x6,x1,$2,x37l’4,x5,} ~ [xﬁwrlu [x27x37x4]7x57] ~ [ZU6,I'1,$5, [I27‘/L‘37x4]]

Aplicando algumas vezes a identidade de Jacobi ao tltimo mondémio e finalmente

a Proposi¢ao 3.1.10, obtemos
N5 ~ Mz — N3+ My ~ Mz + M;.

Enquanto

P.3.1.10 (3.2)
Ng = [11, 29, T3, T4, T5, k6] "~ X1, T2, T3, [Ta, T3], Tg] ~" [T1, T2, T3, X6, [T4, T5]]

~ N5 — M3z ~ M,
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onde a peniltima equivaléncia foi obtida via a identidade de Jacobi sequida da
Proposicao 3.1.10. Resta-nos verificar que nenhuma combinacao linear de My, My
e M3 é uma identidade graduada para L. Neste exemplo podemos verificar isso de
maneira direta, porém, de modo geral isto também deve-se a natureza do conjunto
J. De fato, o resultado de uma substitui¢ao admissivel em N; é um mailtiplo escalar
da matriz diagonal (Ey,, v, — Fis,). Portanto, € suficiente mostrarmos que tais
matrizes formam um conjunto linearmente independente. Sejam \; € K,j =

1,2, 3, tais que
)‘1<Et2t2 - Etltl) + )‘2(Et3t3 - Etztz) + )‘3(Etst5 - Et4t4) =0.

Como a matriz Ey. aparece uma unica vez ( por 4 ser o elemento mdzimo de J),
temos A3 = 0. Na equacao resultante, a matriz Ey,., aparece uma unica vez, pois

2 € o seqgundo maior elemento de J. Logo, Ao = 0 e por consequinte, A\; = 0.

Proposicao 3.1.12 Seja g = (g1,.-.,9n) € ®" uma n-upla boa. Se ¢y --- g, = e,
entao existem monomios requlares My, ..., My € P8, linearmente independentes
mddulo Tg(L), tais que todo polindmio em P8\Tg(L) € equivalente a um polindmio

no subespago de P% gerado por My, ..., My .

Demonstracao. A Proposi¢ao 3.1.4 juntamente com a Observagao 3.1.8 nos permi-
tem assumir, sem perda de generalidade, que g; = oy, 4, ,, parai =1,...,n. Seja o
on-ciclo (1 ... n) em S, e denote por N; 0 monomio [Z,i(1y, Tyi(2), - - - , Teri(n)). Con-
sidere o conjunto J = {i | t;11 ¢ {t1,...,t;}} cujos elementos sdo iy < --- < g e de-
fina M; := N;;, j=1,..., k. Note que o resultado de uma substituicao admissivel
em N; ¢ um miultiplo escalar da matriz diagonal (£, +,,, —E¢,). Como no exemplo
anterior, usamos em etapas a maximalidade dos elementos do conjunto J para con-
cluir que as matrizes (Ey, 1,y — Ev 1), (B, y1ti, 11 — Bt 1, ) 530 linearmente
independentes. Isto significa que nao existem escalares Ay, ..., A\; € K nao todos
nulos tais que \y My +- - -+ N My, € Tg(L). A identidade de Jacobi permite escrever
qualquer monémio em P# como combinagao linear de monoémios da forma [N, z;].
Se [N,z;] € P8\ Tg(L) entao, como N ¢ Ti(L) e deg; N = (degg z;)~! # e,
a Proposigao 3.1.10 implica que N ~ [2j11,%j42,  * ,Zp,T1, + ,Tj_1], conse-
quentemente [N, z;] ~ N;. Assim, é suficiente provarmos que um mondémio N,
¢ equivalente a uma combinacao linear dos mondémios M, ..., My, para todo
7 =1,...,n. Note que i1 = 1, logo N; = M; e a afirmacao vale para j = 1.
Consideremos j > 1 e assumimos que a afirmacgao ¢ valida para Ny,..., Nj_i.
Se j = 14, € J entao, N; = M; e nao ha o que fazer. Caso contrario, temos
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tiv1 = t; para algum @ < j. Assim, g;git1---gj-1 = Qi = gj_1 € uma vez que

degq [Tj41,- -, Tn, 21, -+, Xi—1] = €, temos
N P.3.1.10
i~ [l‘j+1, T, L1, L1, [Iu te ,%‘—1]7%‘]
(3.2)
~ [$j+17 L1, T, [Tyt 7xj71]]7

e podemos escrever o tltimo mondémio como sendo

[Tjts e Tim1, Ty [Ty o)y Tja] = [Ti41, 0 Tie1, Ty T, [T, w o)) (3.11)
Note que [zj41, -+, @i—1, %), [Ti, -+, xj0]] & Te(L) e possui G-grau diferente de
e, logo,
P. 3.1.10
[Tjars e @i, g, [Ty Ty]] N X, T, T, Ty T, Ty, T,
consequentemente
[xj—i—lv o, Ti-1, Xy, [xia e 7mj—2]a xj—l] ~ Nj—l-

Aplicando o mesmo processo ao segundo monoémio de (3.11) sucessivamente, quanto
for necessario, obtemos que NN; é equivalente a uma combinagao linear dos mono-
mios V;, ..., N;_;. Portanto, pela hipotese de inducao, concluimos que N; ¢é equi-
valente a uma combinacao linear dos monémios M, ..., M. O

Observagao 3.1.13 Seja € um conjunto de indeterminadas com G-graus em ®.
As Proposigoes 3.1.4, 3.1.10 e 3.1.12 implicam na existéncia de um conjunto de
monomios requlares Be = {Mj, ..., My}, tal que {My +Tg(L),...,My+Tc(L)} €
uma base para Pg. Recordamos que Py € o subespaco definido na observacao que
antecede o Lema 2.2.30.

Para os resultados sequintes precisamos fixar tais bases. Quando o grau total

das indeterminadas € o elemento neutro, Be denotard a base construida na Pro-

posicao 3.1.12. No caso em que € = {ng”), e ,xgzi‘“)}, com iy < -+ < g, € um
subconjunto de {z\%V, ...z} onde g; = w4, parai=1,....n egi - g, # €,

definimos By := {[xz(lgil)’ o x(gik)]}

) 1k

O proximo passo é descrever uma base para os polindémios multilineares da &l-
gebra relativamente livre L(X¢)/T¢(L). Para isso, usamos uma defini¢gao anéloga
a |25, Defini¢ao 19].
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Definicao 3.1.14 Dizemos que um mondmio multilinear S € adequado se S =
[N1, Na, -+, N.|, onde

(i) Para todo i = 1,2,...,c temos N; = [T}, ,, Tj, s Tj oy -+ + ), ], para algum
ri > 0, sendo que degg xj,, € , degg wj,, = e para 0 <1 <1y, ji1 < Jip <
< ji,m ;

(ii) A c-upla g = (degg ., ... ,degg xj.,) € boa e [z, ,xj ,] € Be, onde

¢ = {'le,(ﬂ s 7xjc,0};

(iii) Se tiy1 € {t1,...,t;} entdo r; =0, onde (ty,...,tcy1) € tal que degg v, , =
Q1,0 para todot=1,..., c.

Observagao 3.1.15 Aplicando a identidade de Jacobi diversas vezes e a identi-
dade graduada (3.2) concluimos que qualquer mondmio multilinear é uma com-
binagdo linear de mondémios da forma S = [Ny, Na,---,N.|, onde cada N; €
como na condi¢ao (i) da definicao anterior. Para exemplificar, tomamos a dl-
gebra sl3(K) e a 6-upla boa g = (a3, €,a32,001,€,a13). Considere o monémio
[xg,,xg,a:ée),xl,xge),m] (por motivos que ficardao claros logo abaizo, evidenciamos
no monoémio as indeterminadas de grau e). Escrevendo a identidade de Jacobi na
forma [A, B,C| = [A,[B,C||+[A, C, B], a usamos sempre que xge) ou xée) aparecem
da terceira posicao em diante, e as visualizamos como o termo C' da identidade de

Jacobi. Assim, temos que

(e) (e) ]

23, 26, 75", 01,5, 4 (c) (e) (e)

- [133, [xﬁuxf) ]71'1’I2 7174] + [1‘371'56 ,l’6,$17$§6),l’4]

= [I’g, [I‘6, xée)]a [Z‘l, xge)L I’4] + [$3, [x67xée)]7m§e)7 x17$4]

(e) (e) (e) (e)

+ [$37$5 » L6 [:UlaxQ ],1'4] + [.’1;'3,1’5 >$6ax2€ 71'17334]

apos aplicarmos a identidade de Jacobi a cada um dos mondmios obtidos depois da
aplicagao inicial. Fazendo o mesmo para os ultimos mondmios obtidos e usando
a identidade (3.2), quando necessdrio, para ordenar as indeterminadas de grau e,

concluimos que
3, T, l’ée)J?l; $g€)7$4] = [z3, [$67$ée)]7 [z1, l’ée)], T4) + [23, [26, $g6)7$ée)],331,374]

+ [ZUg, x;E)a [x67 :Eée)]? L1, .1'4] + [373) xéE)a Te, [xla xge)L .T4]

+ [373, xée)7 ["L‘67 5556)]7 X1, 134] + [Ig, $é€>a l‘ée)7 Lg,y L1, 1‘4]-
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E claro que tal processo pode ser feito para qualquer mondmio multilinear em

L(Xe).

Nosso objetivo é provar que as imagens, pelo homomorfismo canénico, de mond-
mios adequados formam uma base para a algebra relativamente livre. A observagao
anterior mostra que a condi¢ao (i) da Definigdo 3.1.14 fornece um conjunto gera-
dor. Os proximos resultados mostram que a independéncia linear, médulo T (L),
é garantida pelas condigoes (ii) e (74). Para isso, precisamos de um resultado téc-
nico 1til, envolvendo uma situagao em que uma das indeterminadas tem G-grau
e.

Lema 3.1.16 Sejam x,y1,y2, e z indeterminadas em Xg com deg, z = e. Seja
J o Tg-ideal gerado pelos polinémios em (3.1) e (3.2). Se degg y1 = (degg y2) ™7,
entao [z, y1, Y2, 2] + [, [y1, 2], y2] € J. Além disso, se degy y1 = (degy y2), temos
[z, 91, [y2, 2]] = [, [y, 2] o] € J.

Demonstracdo. E claro que se o G-grau de alguma das indeterminadasz, y1, yo,
nao estd em supp L, o resultado é valido. Supondo que isto nao ocorre, o caso
em que deg, y; = degy y2 = e também é imediato. Portanto, assumimos que
degq y1,degy y2 € @ e dividimos a prova em dois casos.
Caso A: deg, x =e.
Se degg y1 = (degg y2) " entdo,

[mayh [y27ZH =J _[‘Tayhzay?] =J —[ZL‘, [yl,Z],yQ]-

Agora, supondo que degg y1 = degq y2, temos [z, y1, 2] € J, logo, [z,y1, [y2, 2]] —

[SE, [y172]7y2] € J.
Caso B: deg. = # e.

Primeiro consideremos deg, y; = (degy y2)~'. Note que, se [z,y;] € J entao,
[z, y1, [y2, 2]], [, [y1, 2], 2] € J e o resultado vale. Caso [z,y1] ¢ J, o fato que
deg. = # e implica em [z, y,] € J. Portanto,

[x7y17 [y27z]] =J [I, [yb [y272]“ =J —[l’, [[y17z]7y2]] =J —[l’, [yleLy?]'

Agora assumimos que deg, y; = (degy v2). Se deg, x # (degs y1)~! entao,
[z, y1, 2] € J e consequentemente [z, y1, [y, 2]] + |21, [y1, 2], y2| € J. Caso acontega
a igualdade deg, = = (degs 1)}, temos

[xayb [yQ)ZH =J [1”9179272] =J [x7y27y172] =J [x7y27 [yhz]] =J [‘7“7 [yhz]vy?]'

|
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Exemplo 3.1.17 Voltando a Observagao 3.1.15, considere o primeiro mondmio
da combinagio linear entio obtida, M = [x3,[re,zs5], [v1,22],24) € P, onde
g = (g3,6,a39,001,6,013). Seja M = [x3, 26,21, 24]. Como degez M = a3,
a Proposicao 3.1.10 implica que

M ~ [$1,$3,$4,I6]. (312)

Sendo Be = {[x1, w3, x4, 76|}, onde C = {x1,x3, 24,26}, como definimos na Obser-

vagao 3.1.13, via o homomorfismo xq +— [xl,xée)], xTg [xﬁ,x(;)], concluimos da

equivaléncia (3.12) que M € equivalente a N = [[xl,xge)],xg,u, [x6,$é€)]], o qual
satisfaz (i) e (ii). Seguindo a nota¢ao do item (iii) da Defini¢ao 3.1.14, temos a
5-upla (2,3,2,1,3), portanto, N nao satisfaz a condigao (iii) ja que ts = ty. Uma

vez que degg [x3,74] = (degs z6)™t, temos

L.3.1.7 e )1 L.3.1.16 e e
N ER wr, 27), [, wa], [, 28] R [l 287, [, 0, 28], ).
Usando a identidade de Jacobi para o iltimo mondmio e depois aplicando o Lema
3.1.7, obtemos

N ~ [[ar, ), s, w4, 0], 6] + [0, 7], [0, 28], 24, ).
Observe que o tiltimo mondémio nao € adequado, pois ts = t;. Como deg, 1 =
(degy w3)7t, seque da identidade (5.2) que

N~ [lar, 287), @y, [wa, 28], ] = [, 287, 28] wg, w0, 26] (3.13)
e ambos 0s monomios do lado direito sao adequados. Consequentemente, conclui-

mos que M € equivalente a uma combinacao linear de monémios adequados.

No exemplo acima a necessidade da condicao (i) da Defini¢ao 3.1.14 é evidenciada
pela equivaléncia (3.13), uma vez que esta estabelece uma relagao de dependéncia
linear em L{Xg)/Te(L) entre monomios que satisfazem as condigoes (i) e (i7) da
Definigao 3.1.14.

Estamos agora aptos a demonstrar que a conclusao do Exemplo 3.1.17 é valida
em geral, seguindo o mesmo raciocinio.

Lema 3.1.18 Todo polinomio multilinear em L(X¢) € congruente, mddulo I, a

uma combinacao linear de mondémios adequados.
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Demonstracao: Segue-se da Observacao 3.1.15 que todo monémio em L(Xg) é,
modulo /, uma combinagao linear de monoémios M = [Ny, --- , Ny com Ny, ..., N
satisfazendo (i) da Definicdo 3.1.14. Seja M = [zj,,,- - ,x;,,]. As Proposi¢oes
3.1.10 e 3.1.12 implicam que M é congruente médulo I a uma combinacdo linear
dos monomios em Be, onde C' = {xj, ,,...,x; ,}. Ao realizarmos as substituicoes
xj,, — N, em M, obtemos como resultado o monémio M e assim concluimos que
modulo 7, M é uma combinagao linear de monémios que satisfazem (i) e (ii).

Desse modo, seja [Ny,---, N, um monoémio que satisfaz as condigdes (i) e
(1), sendo que existe um indice ¢ tal que t;41 = t;, para algum j < i. Note que
degg [Nj, -+, Nisa] = oy, = (degg Ni)~'. Ser; > 0, entao N; = [N, x;, ], onde
Ni = [2j,0, %), 7%5,”71]- Suponhamos que degg [Ny, -+, N.] # e, logo

[N17"' 7Nc] = [Nla"' 7Nj>"' ’Ni—l’[Nl(’ajjivW'i]"" ’NC]
L"‘:’\'}"? [Nla”' 7[N] e 7Ni—1]7 [Ni/7xji,ri]7... ’NC] (314)
L. 3116 [Ny, -, [N, - ,Ni_l,xmi],Ni’,--- , NJ.

Pela identidade de Jacobi,
[Ny, Nieas @, 1 = [Njo -+ Nico, [Nicy, @y, )]+ [N -+ Nico, @y, Nical

Aplicando a identidade de Jacobi agora ao tltimo mondémio da igualdade acima e
sucessivamente, ao final do processo o Lema 3.1.7 implica que o tltimo mondémio
em (3.14) é congruente modulo I a uma combinagao linear de mondmios da forma
[Ny, -+, Nj, - ,m,--- ,N;_1,N/,--- , N.], onde Ny = [Ni,zj,, ], <k <i—1
Se degy [N1,---, N, = e e i < ¢, aplicamos o raciocinio anterior a0 monomio
[N1,--+, N._1], 0 que resolve este caso. Suponha entao que degq [Ny, -+, N =e
e 1 = c. Dal,

C

3.2
[N17... ,NC] (N) [N17. .. ;NC—17xjc,rc’N/]

e entao procedemos como no primeiro caso, usando a identidade de Jacobi. Re-
petimos o processo para escrever [Ny, ---, N, como uma combinagdo linear de
monomios adequados, médulo 1.

O

Com este resultado, se conseguirmos provar que monomios adequados multili-
neares sao linearmente independentes, modulo T¢(L), teremos entdo demonstrado
o nosso resultado principal. A proposicao que provaremos a seguir é um resultado
técnico para a prova de tal fato.
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Proposicao 3.1.19 Seja {&1,...,&n} um conjunto de indeterminadas comutati-

vas. Seja S um subconjunto de {& —&; | 1 <1i,7 < m} linearmente independente.

Se 0s polindomios p1,...,pr sao produtos, dois a dois distintos, de elementos de S,
entao pq, . ..,pr Sao linearmente independentes.

Demonstra¢ao. A partir do conjunto S construimos uma base {s1,..., S} para
o subespago gerado por &1, ..., &,. Seja ¢» um automorfismo de K[y, ..., &, tal
que ¥ (&;) = s;, para todoi = 1,...,m. Note que os polinémios py, ..., px, 0S quais
podem ser vistos como monoémios nas indeterminadas s;, sao aplicados por 1 ~! em
mondmios — distintos entre si — nas indeterminadas &;. Logo, ¥ (p1), ..., ¥ (px)
sao linearmente independentes. Isto implica que os polindémios p1, ..., p, sao line-
armente independentes. O

Observagao 3.1.20 Denotamos por D := diag (dy, ..., d,,) uma matriz diagonal
com entradas d; € K, i =1,...,m. Note que [Ey, D] = (d; — di)Ey;. Assim, dado

um mondmio N = [Tjy, Tj,, Tj,, - 5], com degy xj, = oy e dege x;, = e para
todo i = 1,...,r, sua imagem pelo homomorfismo ¢ : L(Xg) — L, definido por
zj, = By e xj, v diag (dj,, .. dmy,), € d(N) = [[i=, (dii — dii)En. Seja
S = [Ny, , Ne] wum mondémio adequado com N; = [Tj, ,, ), |, %), 5, - ’xjm-] para
todo i = 1,...,c. A condigdo (ii) na Definicao 3.1.14 implica que degg xj,, =
Q101> Parat=1,... c. Adaptando a notagio no homomorfismo ¢, de modo que
Tjo W By exj,, > diag (duj, - dimyg,,) paral <k <r; el <i<c, temos

¢(S> - [¢(N1)7 e 7¢(Nc)] e dai

¢(S) - H (dti+17ji,k - dti7ji,k) [Et1t2’ T 7Etctc+1]'
1515%1”1-
onde T3 = {i | tix1 & {t1,...,t;}}. Note que i percorre o conjunto J devido a

condigao (i) da Definigao 3.1.14, jd que N = x;, , se k ¢ J.

Exemplo 3.1.21 Seja m = 4 e tome g = (12,004, Q41,014). Denote por z;
a indeterminada com G-grau igual a g; = oy, 4., para i = 1,....4, e as de G-
grau neutro por y;, para j = 1,2. Os mondmios S1 = [x1,Y1, Y2, T2, T3, T4], So =
(21, Y1, [T2, Yo, ¥3, 4], S3 = [21, Yo, [¥2, 11], 3, 14] € Su = |21, [T2, Y1, Y|, T3, T4] sd0O

todos os monomios adequados nas indeterminadas x; e y; que satisfazem S =
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(21, o, T3, 4], jd que T ={i | tiv1 & {t1,...,t:;}} = {1,2}. Vamos mostrar que os
mesmos formam um conjunto linearmente independente na dlgebra relativamente
livre.  Suas imagens pelo homomorfismo ¢ de L{(X¢g) em L, definido como na

observacao anterior, sao

P(S1) = (dog — di1)(dap — di2) Eny,
P(S2) = (do1 — di1)(dap — da2) Ena,
P(S3) = (da2 — d12)(dsy — do,1) B,
¢(S4) = (dag — d21)(dsp — do) Era.

Assim, a independéncia linear ocorre se, e somente se, os polinémios obtidos ao
trocarmos os escalares d, ; por indeterminadas comutativas &, ;, para i,j = 1,2,
sao linearmente independentes. Sequndo a Proposi¢do 3.1.19, € suficiente demons-
trarmos que S = {(&,,,; — &) | 4,5 = 1,2} € um conjunto linearmente indepen-
dente. Note que qualquer subconjunto de S onde hd pelo menos dois elementos
com indices j's distintos € linearmente independente. Fixe por exemplo j = 1, o
subcongunto de interesse € {(§21 —&1.1), (€41 —E&21) } (por ser o tinico nao-unitdrio).
E fdcil mostrar diretamente que tal conjunto € linearmente independente, mas em
geral qualquer subconjunto onde o indice j € fizo tem esta propriedade devido ao
conjunto J. Demonstramos tal fato de modo andlogo ao que fizemos no Exemplo

3.1.11 e na prova da Proposi¢ao 3.1.12: usando em etapas a mazximalidade decres-

cente dos elementos de J = {i1, ..., i} para garantir que todos os escalares de uma
combinagao linear nula de (&, 15 —8:, )+ -+ (§tsy 11, — b, ) G0 necessariamente
nulos.

Lema 3.1.22 As imagens de mondémios multilineares adequados sequndo o epi-
morfismo canonico L(Xqa) — L(Xg)/Ta(L) formam um conjunto linearmente in-
dependente em L(X¢)/Ta(L).

Demonstracao. Uma vez que K é um corpo de caracteristica zero é suficiente
mostrarmos que mondmios adequados multilineares, nas mesmas variaveis, sao
linearmente independentes, modulo T(L). Dado um monémio adequado S =
[N1, -+, NeJ, com Nj = [, T, Tj 0 ,xjm] para todo i = 1,..., ¢, denote
por S 0 mondémio [z, ., , 2. ,] , com degg 5, = - Seja ¢ @ L(Xg) — L
o homomorfismo definido na Observagao 3.1.20. Como vimos, a imagem de S é
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dada por

(Z)(S) = H (dti+17ji,k - dti»ji,k) ¢(S) (3'15)

ISZE;W
Estabelecidas as notagoes, sejam 51, . . ., .S, mondmios, nas mesmas variaveis, mul-
tilineares e adequados. Existe uma énupla g com entradas em ® tal que S; € By
para todo ¢ = 1,...,u. Como os mondmios em Bg, sao lincarmente independen-
tes, modulo T (L), o resultado estarda provado ao mostrarmos que, se Sy,...,S,
sdo tais que S; = --- = 9, entdo sdo linearmente independentes, modulo T (L).

Como no Exemplo 3.1.21, inclusive aproveitando as notagoes dadas, isto sera va-
lido desde que o conjunto dos polindmios, obtidos ao substituirmos em cada ¢(.5;)
os escalares dy, ; por indeterminadas comutativas &, ; em (3.15), seja linearmente
independente. Tais polinomios sao produtos distintos de elementos do conjunto
C =& —&ijirrt €3,1 <7 <r;}. Como observado no Exemplo 3.1.21, C' é
um conjunto linearmente independente e o resultado segue da Proposicao 3.1.19.

O

Teorema 3.1.23 Seja K um corpo de caracteristica zero. Os polinémios em (3.1),
(3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7) formam uma base para as identidades gradu-
adas de sl,,(K) com a gradugao de Cartan. Além disso, as imagens dos mondmios
adequados formam uma base linear do subespago dos polindémios multilineares na

dlgebra relativamente livre L(Xg)/Te(L).

Proof: No inicio deste capitulo, denotamos por I o Tz-ideal gerado pelos polino-
mios em (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7). Como os geradores de [
sao identidades para L, temos I C Tg(L). Seja f um polindmio multilinear em
Te(L). O Lema 3.1.18 implica na existéncia de monoémios adequados S, ..., S,
e escalares Aj,..., A\, tais que f é congruente a ), \;S; moédulo I. Uma vez que
f € T¢(L), o polinémio ) . A\;S; é uma identidade para L e segue do Lema 3.1.22
que A\; = --- = A\ = 0, ou seja, f € I. Como o corpo K tem caracteristica zero,
concluimos que Ti(L) C I. A igualdade T (L) = I juntamente com o Lema 3.1.18
e o Lema 3.1.22 asseguram a tltima afirmacao do teorema. O

Teorema 3.1.24 As identidades em (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7)

formam um congunto minimal de geradores para Tg(L).
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Proof. Denote por B o conjunto dos polinomios em (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5),
(3.6) e (3.7). E suficiente mostrarmos que para todo f € B, o Tg-ideal gerado
por B\ {f} ndo contém o polinémio f. Dado g € G\ (® U {e}), seja HM9
uma algebra de Lie unidimensional G-graduada tal que supp H™M9 = {g}. Note
que B\ {z\?} c To(HM9) e 29 ¢ To(HM9). Agora, denotamos por H® a
algebra slo(K) com a graduaca@o trivial. O polinémio em (3.2) nao ¢ identidade
graduada para H® e claramente os demais polinomios de B estdo em T (H®?).
Portanto, mostramos que é valido para os polinémios em (3.1) e (3.2). Sejam 4, j, k
elementos distintos do conjunto {1,...,m}. Fixamos um polindémio f em (3.3)-
(3.7) com a 4-upla g correspondente a i, j, k (andlogo ao que fizemos na prova do
Lema 3.1.6). Qualquer consequéncia de (3.2) de grau 4, com indeterminadas cujos
G-graus estao em P, possui G-grau igual a e, enquanto qualquer consequéncia de
grau 4 de um polindmio f em (3.3)-(3.7) é, necessariamente, um multiplo escalar
de f. Isso implica que, se f pertence ao Tz-ideal gerado por B\ {f}, entdo esta no
Tg-ideal gerado pelos polinémios em (3.1). Denote por H 7 a algebra Mﬁ(K)(_)
com a graduacao elementar induzida por (e;, €;, ek, €;, €;, €;) — ver Exemplo 1.1.22.
Entdo, o grau de uma matriz elementar E,; € H®%) onde 1 <r,s <mer #s,
¢ o elemento neutro ou é da forma —e;, + e, com t; e ty elementos distintos
em {i,j,k}. Assim, H®*) c & U {e}, portanto, todo polinomio em (3.1) é uma
identidade para H(7F). A seguir, apontamos para cada polinémio f em (3.3)-(3.7)
uma substituicdo admissivel, por matrizes elementares em H®7*) cujo resultado
é diferente de zero.

g fe P Substitui¢ao em f

1 > B, 19 = Fis,

(ai7j7aj’i7ai’j’aj’k) [ZL’4,$1,[L‘2,$3] - [5(74,:E3,:)32,1’1] T3 E51 Ty E32
)

o , 1+ Bs1, x9 — By
(az’j’a-j’“az’k’ak’j) [IE471§3,$2,[E1] - 2[1‘4,.@2737171'3] ’ ’
T3 > KE31, 14 — Fa3

Ty > E24 To —> E32

(i g, ey ki i) T4, T3, To, T1| + |Ta, To, T3, T ’ ’
[ 4y L3y L2, 1] [ 4y L2,y L3, 1] T3 E137 Ty E21

oy . 1 = Bay, k9 = B
(i gy O ks Oy i) (24, X3, To, 1] + [T4, T3, T1, T2 ’ ’
x3 — B3, x4 — Egp

oy s 1 = Bay, k9 = B
(i gy ks Qe gy k) 2[xy, 1, X3, To| — [T4, T3, T2, 1] ’ ’

x3 > Es3, x4 = Ess
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Na primeira linha, por exemplo, deg z1 = ¢; — ¢; = deg F9, deg 29 = ¢; —¢; =
deg L5, deg x5 = ¢, —e; = deg E5; e deg x4 = ej — e, = deg Esp. Os detalhes para
os demais polinémios encontram-se descritos no Apéndice B. Portanto, concluimos
que todo polinémio f em (3.3)-(3.7) ndo esta no T-ideal gerado por B\ {f}. O

A n-ésima codimensao graduada de L é o nimero de mondémios adequados com
indeterminadas no conjunto {x§9> | 1 <i<mn,g € G}. Podemos calculé-la no caso
em que m = 2.

Corolario 3.1.25 Seja n > 2, a n-ésima codimensio ¢S (L) da dlgebra de Lie

L = sly(K) com a graduagao de Cartan é

12 ey
9 n 9 -1
G(L) = " 9
e (L) lzl o)\ )T lzl n—2a+1)\ 1

Demonstrag¢ao. Note que neste caso, o nimero k£ na Proposicao 3.1.12 ¢é igual a
1. Dada qualquer n-upla g boa, a condi¢ao (7ii) da Definicao 3.1.14 implica na
existéncia de exatamente um mondmio adequado em P$. Logo, se g é uma n-upla
boa, entdao dim P& = 1, pelo Teorema 3.1.23. Portanto, c¢(L) é o ntiimero de
n-uplas boas em (®U{e})". Seja g € (PU{e})™ e denote por ny, ns € ng 0 nmero
de entradas em g que sao iguais a a9, (a1 € e, respectivamente. A n-upla g é boa
se, e 86 se, | ng —ny |< 1en?+n3>0paran > 1. Entao, encontrar o nimero de
n-uplas boas em (® U {e})" satisfazendo essas condigbes é equivalente a resolver
um problema de combinagoes completas. Consideremos inicialmente o caso em
que n; = no. Primeiro, calculamos como distribuir o G-grau e na n-upla e isso
pode ser feito de (nfgm) maneiras. Em seguida, todas as entradas cujo G-grau
¢ aj2, 0 que pode ser feito de (2:11) formas. Feito isto, as entradas com G-grau
a1 sao automaticamente determinadas. Portanto, considerando todos os valores

possiveis para ni, o numero de n-uplas boas, neste caso, é
L3]
Z n 2711
n—2n)\n /)
ni=1

Agora, vejamos o numero de n-uplas tais que n; —ng = 1 ou ny — ngy = —1.
E suficiente analisar quando n; = ny + 1, uma vez que o outro é analogo. Assim,
ni + ng = 2n; — 1. Seguindo o processo anterior, primeiro as entradas de G-grau
e e depois as de G-grau o 2, temos um total de

24

¥ (o) ()

ni=1
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3.2 Identidades Graduadas para uma Subalgebra
de Lie Homogénea de M, (K)~)

Os resultados da segao anterior nos permitem fornecer uma base explicita para
as identidades de uma subélgebra de Lie graduada L de M,,(K)(~) com a graduacio
de Cartan desde que a componente neutra L. seja o subespago de M, (K) das
matrizes diagonais ou o subespaco das matrizes diagonais de traco zero. Para tal
algebra temos as identidades

T14, se g € G\ (supp L). (3.16)

Consideramos as nogoes de énuplas boas e monoémios multilineares adequados
relativas a subélgebra L. A prova do Teorema 3.1.23 produz, com as devidas
modificacoes, o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1 Sejam K um corpo de caracteristica zero e L uma subdlgebra gra-
duada da dlgebra de Lie M, (K)™) com a graduagio de Cartan. Assuma que L, é
o subespacgo das matrizes diagonais ou o subespago das matrizes diagonais de trago
nulo. As identidades em (3.16), (3.2), (3.3), (3.4), (3.5), (3.6) e (3.7) formam
um conjunto de geradores para Tg(L). Além disso, as imagens dos mondmios
adequados formam uma base linear do subespaco dos polindmios multilineares na

dlgebra relativamente livre L(Xg)/Ta(L).

O conjunto no Teorema 3.2.1 pode nao ser minimal. Para a algebra L das
matrizes triangulares superiores, foi provado em [25] que a base para as identidades
graduadas de L consiste dos polinomios em (3.16) e (3.2). Nesse mesmo artigo as
codimensoes graduadas sao calculadas e usadas para fornecer um limite superior e
inferior para as codimensoes graduadas de UT, ) com uma graduacao elementar
arbitraria.

3.3 Uma Base para a Algebra Relativamente Livre

Na primeira secao deste capitulo, provamos que as imagens dos mondmios
adequados formam uma base linear do subespaco dos polindmios multilineares na
algebra relativamente livre L(Xg)/Te(L), o que nos permitiu demonstrar nosso
resultado principal. Agora estendemos a no¢ao de monomios adequados para exibir
uma base para L(Xqg)/Tg(L).
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Definicao 3.3.1 Diremos que um mondmio qualquer € adequado se ele pode ser

obtido de um multilinear adequado identificando-se indeterminadas de mesmo grau.

Exemplo 3.3.2 Seja S = [x1,y1, [22, 1], T3, 21], onde x; possui G-grau igual a
gi, sendo g = (aa1, 013, a32) € Y1 uma indeterminada com G-grau neutro. Se-
gundo nossa definicao, tal monémio é adequado jd que [x1,y1, T2, Yo, T3, 4], onde
x4 € uma indeterminada com G-grau a1 e Yo de G-grau e, € adequado sequndo
a Definicao 3.1.14. Obtemos S ao identificarmos x4 — x1 € Yo — y;. Jd
(1, y1, [T2, Yo], 3, 1] € adequado, pois é obtido a partir de [x1,yi, [T2,Ys], T3, T4,
o qual € multilinear adequado. Identificamos indeterminadas de G-grau e quando

necessario.

Vamos mostrar que qualquer mondémio normado & esquerda é congruente, médulo
Te(L), a uma combinacdo linear de monémios adequados e por fim provar que
o conjunto de todos os mondémios adequados é linearmente independente médulo
Ta(L).

Exemplo 3.3.3 Nas condigoes do exemplo anterior, seja M = [x1,y1, T2, T3, 1, Y1].
Usando os resultados obtidos na primeira se¢cao, escreveremos este mondémio na
dalgebra relativamente livre como uma combinagao linear de mondémios adequados,
sequndo a Definicao 3.5.1. Para isso, consideramos M= [T1, Y1, T2, T3, T4, Y|, do
qual obtemos M ao identificarmos as indeterminadas de mesmo grau, como no
Ezemplo 3.3.2. Jd que M é multilinear, procedemos como na Observacao 3.1.15
e no Exemplo 3.1.17. No primeiro passo, depois de aplicarmos a identidade de

Jacobi algumas vezes, obtemos
M =S+ Ss+ S5+ S,

onde S1 = [x1,Y1, Yo, T2, X3, T4] € So = [T1,y1, [T2, Y2, 3, T4] sGo mondmios mul-
tilineares adequados, enquanto que o0s mondémios Sz = [x1,y1,Te, T3, Y2, T4] €
Sy = [x1, 1, X2, T3, [T4, Y]] nGo 0 sdo, pois nao cumprem a condigao (iii). Usando

o método empregado no Exemplo 3.1.17, obtemos que

3.2
S N 21, Y1, T2, Y2, Ty, Ta] = S1+ S,

L.3.1.7 L. 3.1.16
X [, (e, w3), [ra, o)) R [,y [0, 23, y0], ] ~ S5+ S,

Sy
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onde a ultima equivaléncia € obtida ao aplicarmos a identidade de Jacobi ao mono-

mio [x9, x3,Yys]. Portanto, existem A\, € K, ndo todos nulos, tais que
M = AS) + Sy = M = Nzy, y1, Y1, T, T3, 01] + Blz1, y1, [2, Y1), 73, 21],

ao identificarmos as indeterminadas de mesmo grau.

O método utilizado neste exemplo demonstra uma versao mais geral do Lema
3.1.18.

Lema 3.3.4 Todo polinomio em L(X¢) é congruente modulo I a uma combina¢ao

linear de mondmios adequados.

Prova: E suficiente provar este resultado para um mondémio normado & esquerda

M = [xéfjl), e ,:Eg-f”)]. Se M é multilinear, o resultado segue do Lema 3.1.18.
Supondo o contrério, seja M o mondémio multilinear do qual obtemos M ao iden-
tificarmos as variaveis de mesmo grau. Segue do Lema 3.1.18 que M é congruente,

modulo T (L), a uma combinagao linear de mondmios multilineares adequados

S1,...,S. Recuperamos o monoémio M via o homomorfismo que identifica as in-
determinadas de mesmo grau, e os monomios Sy, ..., S. resultantes sao adequados
segundo a Defini¢ao 3.3.1. |

Como no caso multilinear, faremos uso do homomorfismo definido na Obser-
vacao 3.1.20 para concluir, via a Proposicao 3.1.19, a independéncia linear do
conjunto de monoémios adequados. Primeiro, vejamos a versao da expressao (3.15)
para o caso geral.

Observagao 3.3.5 Denote por y as indeterminadas com G-grauw e. Seja M um
mondmio adequado obtido de S = []/V\l, e ,]/\76], onde ]/V\Z = [T, Yiys Yins i, |
com iy < iy < -+ < i, para todoi=1,...,c, denote por S o mondémio [xy,--- , x|
comdegg x; = 0y, p,,, - Seja T = {i| tiy1 & {t1,... . t:i}}. Entao, M = [Ny, -, N,
onde N; é o mondomio resultante apds identificarmos em S algumas das indetermi-
nadas de mesmo G-grau. Denote pory;, , com 0 < k <r;, as varidveis de G-grau
neutro de N; para i =1,--- ,¢, as quais nao sao necessariamente todas distintas.
Denotamos por M o mondémio normado & esquerda cujas indeterminadas sao as
indeterminadas de M com G-grau nao neutro, na mesma ordem que estao em M.
Observe que ¢(M) = ¢(S), onde ¢ é o homomorfismo definido na Observagao
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3.1.20. Temos que a imagem de M € dada por

¢(M) = H (dti+17ji,k - dti»ji,k) (b(M) (3'17)

i€J
1<k<r;

Exemplo 3.3.6 Seja g = (21,013, 32, €) a tupla dos G-graus das indetermina-
das x1,x9,x3 € y; no Exemplo 3.5.3. Consideramos todos os mondmios adequa-
dos com multigrau (2,1,1,2). Para descrevé-los, encontramos todos 0s mondémios
multilineares adequados do espaco Pg‘, onde h = (ag1,013,a32,0271,€,€) (com
a mesma notagio x; e y; para as indeterminadas). Uma vez que J = {1,2} e
By, = {[x1, 22, x3,24]} (para nao complicar a notagao, aqui também denotamos
por h a tupla sem as entradas neutras), sio eles: S, = (1, Y1, Yo, Ta, T3, T4), Sy =
21, 41, [, Y2, @5, 4], S5 = [21, [X2, Y1, ya), T3, 24] € Sy = [21, Yo, [X2, 4], T3, 24]. Ao
identificarmos as varidveis de mesmo G-grau, obtemos os mondmios adequados
S = [x17y1;y17x27x375€1]; Sy = [561,3/1, [3327211]75173,1'1] e Sy = [331, [$27y1,y1],$3,$1]~

Sequndo a Observacao 3.53.5, temos que

d)(Sl) = (dl,l - d2,1)2E21
(b(SS) = (d3,1 - d1,1)2E21
¢(S2) = (dl,l - d2,1)(d3,1 - dl,l)E21

Logo, a prova de que Sy, So e Ss sdo linearmente independentes, modulo T (L), é
andloga a do Fxemplo 3.1.21. Isto €, resume-se a provar a independéncia linear do
conjunto S = {(§,00 — &1) | 1 = 1,2}, onde &, 1, &ipn,s &sa SGO indeterminadas
comutativas. Ora, S € subconjunto de {(&,,,; — &.5) | ©.5 = 1,2}, o qual €

linearmente independente, como jd demonstrado na primeira se¢ao.

Exemplo 3.3.7 Seja g = (aa1,a13,a32,€) a tupla do caso anterior. Considere
agora os mondémios adequados de multigrau (2,2,2,2). Neste caso, o G-grau total
de h € o elemento neutro. Adaptamos a notacao de modo que w, x, z denotam
as indeterminadas com G-grau ag 1, o3, 32, Tespectivamente e y as com G-grau
igual a e. Note que J = {1,2}, assim By = {M; = [x1, 21, wa, Ta, 20, w1 ], My =

(21, wa, g, 29, w1, 21| }. Portanto, os monémios adequados de multigrau (2,2,2,2)
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$a0:

Sy = [l’layl,3/172'17101,331,217701],52 = [l’layl, [zlayl]awla$17217wl]a
S3 = [xh [Zl,yl,yl],wl,zl,Zl,'lUl],Nl = [Zl>y17y1aw17$17Zlawlyxl]

Ny = [z1, y1, w1, 21, 21, w1, (21, 11]], N3 = [21, w1, 21, 21, wy, (21, y1, y1]]

com S; = M, e N; = My, para i =1,2,3. Note que ao calcularmos (3.17), #(S;)
e ¢(N;) sao multiplos escalares de ¢p(My) e ¢p(Ms), respectivamente, os quais sao
matrizes elementares distintas. Portanto, os mondmios adequados S; e N;, para
1=1,2,3, formam um conjunto linearmente independente na dlgebra relativamente

livre.

Os Exemplos 3.3.6 e 3.3.7 sugerem que os mondémios adequados formam uma base
para L(X¢g)/Te(L). A demonstragao segue os passos da versao multilinear (Lema
3.1.22).

Teorema 3.3.8 Asimagens de monémios adequados sequndo o epimorfismo cano-

nico L{Xqg) = L(Xg)/Tg(L) formam um conjunto linearmente independente em
L{Xe)/Te(L).

Demonstracio. E suficiente demonstrarmos que monoémios adequados nas mes-
mas variaveis e de mesmo multigrau sao linearmente independentes. Adotamos
a mesma notacao utilizada no Lema 3.1.22. Sejam My, ..., M, mon6émios ade-
quados nas mesmas variaveis e de mesmo multigrau obtidos, respectivamente, a
partir dos monémios Sy, ..., S,, os quais sao adequados multilineares, nas mesmas
variaveis. Existe uma énupla g com entradas em ® tal que M, € Bg para todo
i =1,...,u. Como evidenciado nos Exemplos 3.3.6 e 3.3.7, o resultado estara
provado ao mostrarmos que, se M, ..., M, sdo tais que S; = --- = S,,, entdo sao
linearmente independentes modulo T (L). Isto é valido uma vez que ao substi-
tuirmos, para cada ¢(M;), os escalares em (3.17) por indeterminadas comutativas,
os polinémios entao obtidos sao produtos distintos de elementos em um subcon-
junto de C' = {&.., ., — &gt € J,1 < s < 5}, correspondente as equagdes
¢(.S;) e portanto, linearmente independente pelos resultados da primeira segao. O
resultado segue-se entao da Proposi¢ao 3.1.19.

O

E interessante investigar se a base descrita no Teorema 3.1.23 permanece para,
0 caso em que o corpo ¢ infinito, uma vez que isto é valido para sly(K), [22].

Neste trabalho nao investigamos o comportamento assintotico das codimensoes
graduadas e a propriedade de Specht para sl,,,(K) com a graduagao de Cartan sobre
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um corpo de caracteristica zero, permanecendo ainda em aberto. Outro problema
interessante é investigar a base das identidades graduadas para outras graduagoes
finas de sl,,(K), até mesmo o caso geral da graduagao de Pauli. Por exemplo,
Em [8, Example 3.60] sao listadas as graduagoes finas, a menos de isomorfismo,
em sly(K), caracteristica de K diferente de 2. A graduagio pelo grupo Zj é do
mesmo tipo da graduacao de Cartan, com a componente homogénea de grau e
3-dimensional e todas as demais nao nulas sao unidimensionais.
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Apéndices



Apéndice A

Lema 3.1.6: detalhes da

demonstracao

Neste apéndice, apresentamos a verificagao detalhada de alguns passos da de-
monstragao do Lema 3.1.6, cujo enunciado relembramos abaixo:

Lema A.1 Seja g = (g1, 92, 93.92) € ®*, onde g; = au,,,, parai =1,....4 ¢

91929394 # €. Se M é um monomio em P§\ Tg(L), entio M ~ [x1,xs, x5, x4].

A prova deste resultado consiste em demonstrar que os mondémios da base
canodnica de PP, que nao sao identidades para L, sdo equivalentes. Relembramos
que 7T = (t1,t2,t3,t4,t5) onde ty,...,t5 sdo inteiros positivos tais que g; = o, 4.,
para todo ¢ = 1,2,3,4. Denotamos por n, o nimero de inteiros distintos em 7,
o qual mostramos ser maior que dois. Aqui verificamos, em cada um dos casos
n. = 5,4,3, quais monémios da forma [z, To(1), To(2); To(3)], que formam a base
canodnica de PP, sao identidades para L , onde g ¢ a quadrupla correspondente
a T = (t1,t9,t3,t4,t5). Note que para qualquer 7 0o monémio [x4,x3, T2, x1] ndo é
identidade, uma vez que estamos considerando apenas os caso em que g é boa.

(1) n, =5

Neste caso, como todos as entradas de 7 sao distintas, temos apenas uma 4-
upla a considerar, g = (o j, @jk, g, ). Observe que [y, x1] € [z4, z2] s0
identidades. Consequentemente, os mondémios obtidos a partir das permuta-
goes Id, (2 3),(12)e(123)estao em T(L). Temos que [z4, 23, 21] € T (L),



. . . . (9) -
pois é uma consequéncia da identidade z7”’, onde g = ay; + o, ; ¢ supp L.
Portanto, [z4, x5, 22, 21| € 0 Ginico monémio da base canonica que nao esta
em T(L). Isso torna o resultado valido neste caso.

(2) n, =4

Como t; # t;yq paratodoi = 1,2, 3,4 e t5 # t1, concluimos que existem intei-
ros distintos i, j, k, [ para os quais 7 é uma das seguintes 4-uplas: (1, j,1, k, ),
(/i?j’ k7 /1:7 l)7 (/l:’j7 k?j? l)7 (Z.’j7 k7l7j) Ou (i7j’ k7l7 k)'

o g = (0, ik, k), 8 = (04, g, i, y). Em ambos os casos
temos que [z4,x1] e x4, z5] sdo identidades. Logo, os monoémios cor-
respondentes as permutagoes Id, (2 3), (1 2) e (1 2 3) estdao em T (L).
Também verifica-se, em ambos os casos, que [z4,x3,21] € T (L), pois
(9493)g1 ¢ supp L. Concluimos que [z4, z3, T2, 21| é 0 Gnico mondmio
que nao pertence a Tg(L).

e g = (qij,ajk arj,aj). E imediato que [14,29] € Tg(L). Logo, os
monomios correspondentes as permutagoes (1 2) e (1 2 3) s@o identida-
des para L. Os mondmios [4, x1, T2, T3] € [14, T1, 3, T3] sdo identidades,
pOis [z4, 21, 2] € [x4, 21, 23] s80 consequéncias de polindomios em (3.1),
ja que a;; + o € o + o ; nao pertencem ao suporte. O monoémio
[4, 3, 21] também pertence ao Tg-ideal gerado pelos polinémios em
(3.1), pois (g493)g1 ¢ supp L. Portanto, [x4, x3, e, x1] é 0 tnico mono-
mio da base canoénica que nao pertence a Tg(L).

o g = (0, oy, 0y ). Neste caso, os monomios associados as permu-
tagoes Id e (2 3) estdao em T(L), pois seguem da identidade [x4, x1].
Observe que (g492)g1 € (gag2)gs ndo estdo no suporte. Consequente-
mente, (x4, T2, T1, 23] € [T4, o, T3, 21| s80 identidades para L. O mesmo
acontece com [z, T3, 1, T2|, uma vez que (g493)g1 ¢ supp L. Portanto,
0 monoémio [xy, 3, T2, x1] € 0 tnico que nao é identidade para L.

o g = (a;j, 0k g, arg). Note que [z4,21] e [24, 2] sdo identidades e
portanto, os mondmios correspondentes as permutacoes Id, (2 3), (1 2)
e (1 2 3) estao em Tg(L). .Pela identidade de Jacobi, [x4,x3,21] =
[x4, 1, 23] + |24, [T3,21]] € estes ultimos sdo ambos identidades, pois
[x1, 23] € T(L). Assim, [x4, 23,79, 21] é 0 Ginico monémio que nao é
identidade para L.

(3) n,.=3

Sejam 1, j, k inteiros distintos, temos as seguintes possibilidades para 7:
(i7j7 7/-7]'7 k)? (Z‘7j7/i7 k?j)? (i?j7 k7i7j)7 (i7j7 k7?:7 k) ou (i7j7 k’j? k)' Analisamos
os respectivos espagos Pf.
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o g = (a;j, ®j,a;%). O monémio [xy,xs] claramente é uma identi-
dade paralL, enquanto que [x4, x1, 3] e [x4, T3, 1] SA0 consequéncias de
azgg), onde g = ;) + ;. Logo, os mondémios correspondentes as per-
mutagoes (1 2),(1 2 3),(2 3) e (1 3 2) s@o identidades para L. Agora,
o resultado da substituicdo por matrizes elementares em [x4, T1, 29, 3]

é —FEy.. Portanto, [z4,x1, 29, 23] € [x4, 23, 29, x1] s@0 0s monomios da
base que nao estao em T (L).

o g = (qj, i Qg ). Os mondmios [z4,z1, T2, 23] € [x4, 21, T3, T2]
estao em Tg(L), pois [x4, 1] é consequéncia de um polindomio em (3.1).
Por outro lado, [z4,x3,21] € Tg(L) por ser consequéncia da iden-
tidade [z1,x;]. Para os monomios [x4,x9,21,x3] € [T4, 29,23, 21], a
substituicao por matrizes elementares mostra que os mesmo nao sao
identidades para L, uma vez que em ambos obtemos como resultado
—FE;;. Portanto, os mondmios da base que néo estdao em T(L) sdo
[y, T3, To, 1], [T4, To, T1, T3] € [Ty, To, T3, T1].

o g = (a;j,qj pi, ;). Observe que deg. x4 = deg, x1 e isto implica
que os mondmios [z4, 1, Ta, T3] € x4, T1, T3, T2] sdo identidades. Ja os
mondmios correspondentes as permutagoes (1 2) e (1 3 2) estdo em
To(L), pois [xy4,x9,x1] € [x4,3,71] sd0 consequéncias de polinémios
em (3.1), especificamente, de variaveis com G-grau o, + a;; € oy +
@; ;j, respectivamente. O monoémio [y, T2, T3, ¥1] ndo é consequéncia de
(3.1) e o resultado da substituigdo por matrizes elementares tem como
resultado E;;. Portanto, [z4, x3, ¥2, 1] € 24, 22, T3, 21] s80 0s mondmios
que nao estao em T (L).

o g = (a , 0k, 04, ). Note que [y, x1] € [z4,22] sd0 consequéncias
de polindmios em (3.1). Consequentemente, os mondmios obtidos a
partir das permutagoes Id, (2 3),(1 2) e (1 2 3) s@o identidades para
L. A substituicao por matrizes elementares mostra que, assim como
[y, X3, T2, 1], 0 monémio [z4, x3, 1, x2] ndo pertence a T (L).

o g = (wij,0k ), @jr). Em uma situacio analoga ao terceiro item, o
fato que degy x4 = degg x5 implica que |4, 29, 1, T3], [24, T2, T3, 1] 80
identidades. Além destes, o monémio [x4, 1, g, x3] também pertence a
Ts(L), uma vez que [x4, 71, 5] é consequéncia do polindmio (9, onde
g = Qi + ;. Os monodmios [x4,z1, 23, T2 € [T4, T3, 1, T3] NAO sA0
consequéncias de (3.1) ou (3.2), assim, nao pertecem a T (L).
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Apéndice B

Teorema 3.1.24: detalhes da

demonstracao

Com a terminologia da demonstracao do Teorema 3.1.24, apresentamos aqui
alguns detalhes que a tornaria demasiada extensa e que ficam melhor compreendi-
dos analisados separadamente. Denotamos por H7*) a 4lgebra Mg(K)™) com a
graduacdo elementar induzida por (e;, e;, ek, €;, €;, €;). Abaixo, listamos todas as
raizes oy, 4,, com t; € {i,j, k} parai = 1,2, com os respectivos elementos g, ! g; que
satisfazem ay, 4, = g; ' gj, a fim de explicitar que as substitui¢oes que realizamos

na prova do Teorema 3.1.24 sao admissiveis.

Qij =€ — €

9591, 95 94, 95 91, 5 ' g4

aji=¢; — ¢ | 91 '92,97 95,95 92,95 95 | Ly, E,]

r=1,3; s=2,5
— -1 -1 -1 -1

Ak =€ — €k | 93 92,93 95,96 92,96 95 Laj,k [Ers]
r=3,6; s=2,5

Qi = € — Ck g?)_lgla 93_1947 96_1917 96_194 Lajyk @ [Ers]
r=3,6; s=1,4

Qhj=ex— ¢ | 9393, 95 9695 93,05 o | Ly, P &
r=2,5; s=3,6

Qi =€k — € | 91 93,91 96,91 93,91 96 | Loy, P &




A substituicao apontada para o polinomio 3.3 resulta em

(€4, 1, Ty, k3] — [T4, T3, T2, w1] > [Ese, Eor, Evs, E51] — [Ese, Es1, Evs, Eoi
= [Es1, Eis, E5] —0
= [Ess, E51] = Es;.

Note que o segundo monoémio se anula pelo fato de [Esy, E5;| = 0, de acordo com
a Observagao 3.1.1. As demais verificagoes seguem analogamente.
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