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Exemplo 3.17 Mostre que existe uma funcao T : R — R satisfazendo a condicao aditiva
T(x+y)=T(x)+T(y), V¥ z,y € R,
mas nao é uma transformagao linear, isto é, T'(x) # ax, para algum z € R.

Solucdo. E facil verificar que R com as operaces usuais é um espaco vetorial sobre Q.
Assim, pela Observacao 2.38, podemos escolher uma base “de Hamel” § = {x;};c; de R
sobre Q. Assim, para cada x € R, existem tnicos 7,,...,7, € Q, onde ky,..., k, € I,

tais que
n

T =TTy + 0+ Tk, Tk, = Zrk].xkj.
j=1
A funcao T': R — R definida por

Zrk , VreR,

possui as propriedades desejadas, pois se fizermos
T(xy,) =1 e T(xg,) =0,
entao

Tx+y) =T(x)+T(y), ¥V x,y € R, mas T(z) # ax, para algum a € R.

EXERCICIOS

@ Verifique quais das transformacoes abaixo sao lineares.

:R? — R?, T(z,y) = (22 — y,0).
T:R>—R2 T(x,y,2)=(x—1,y+ 2).
T:R—R3T(z)=(z,2z,—x).
T:R? - R2 T(z,y) = (y,23).
T:R* - R? T(z,y) = (ax + by, cx + dy), onde a,b,c,d € R.

(a) T
(b)
()
(d)
(e)

@ Seja V = R™*™ o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n. Se B é uma
matriz nao-nula fixada em V, quais das seguintes transformacoes sao lineares?
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(c) T(A) =B+ A.

(e) T(A) = B'AB.

@ Sejam V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes reais e h € R fixado.
Mostre que cada uma das funcées T : V — V abaixo é uma transformacao linear:

ig, (Tf)(x) = f(z + h). (Deslocamento)

(b) (Tf)() = f(z+h) — f(z). (Diferenca para frente)
(©) (Tf)(z) = f(z) — f(z — h). (Diferenca para trés)
(d) (Tf)(z) = f(x+2)— f(x —L2). (Diferenca central)
(©) (TA)(w) = 4 (fw+ ) — f( - 1)). (Valor medio)

4. (Operador Integracgao) Seja V = C(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes

reais continuas. Mostre que a funcao J : V' — V definida por

() (@) = | f(t)di

o~—=8

¢ uma transformacao linear.

5. (Operador Cisalhamento na direcao de z) Determine a transformacao linear
T : R? — R? que satisfaca T'(1,0) = (1,0) e T(0,1) = (a, 1), onde a € R*. Defina
Operador Cisalhamento na direcao de y.

| Determine o operador linear T : R? — R? que satisfaca T'(1,2) = (1,1) e T(0,1) =
(1,0).

@@

Determine o operador linear T : R? — R? que satisfaga 7'(1,0) = (a,b) e T(0,1) =
(¢,

d).

Seja V' = P(R) o espago vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais.

@

Mostre que cada uma das funcées T : V' — V abaixo é uma transformacao linear:

@ (x) = zp(x) (Multiplicagao por x).

(b) (Tp)(z) = xl (Eliminacao do termo constante e divisao por z).

@ Sejam S : V — W e T :V — W transformagoes lineares. Mostre que S + T e aT),
para todo a € R, sao lineares. Conclua que o conjunto de todas as transformacoes

lineares L(V, W) é um espaco vetorial sobre R.
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EXERCICIOS

1. Seja T': V — W uma transformagao linear.

(a) Mostre se U é um subespago de V', entdo o conjunto
TWU)={T(u):ueU}

¢ um subespaco de .

(b) Mostre que se Z ¢ um subespago de W, entao o conjunto
T Z)={ueV:T() e Z}
¢ um subespaco de V.
2. Sejam T : R? — R? um operador linear definido por T'(z,y) = (z + v, y),

A = {(z,y) eR* :max{|z|,[y]} =1}, B={(z,y) eR*: [z + ]yl =1} e
C = {(z,y) eR?:2* +¢* =1}

Determine T'(A), T'(B) e T(C).
@ Para cada tranformacao linear abaixo determine o micleo e a imagem:

(a) T :R?* — R? definida por T'(z,y) = (y — ,0, 5z).
(b) T : R® — R? definida por T'(z,y, 2) = (z +y + 2, 2).

4. Seja T': V — W uma transformagao linear. Mostre que se
V=lu,...,u,l,

entao

Im(T) = [T(w), ..., T ().

\
(a Seja T' de R3 em R3 a fungao definida por
\N

T(x,y,2)=(r —y+ 2220 +y,—x — 2y + 2z).

(a) Verifique que T' é uma transformagao linear.

(b) Se (a,b,c) & um vetor em R3, quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor
esteja na imagem de 77 Qual é o posto de T7
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b

(¢) Quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor esteja no nicleo de 77 Qual
¢ a nulidade de T'7

Sejam V e W espagos vetoriais sobre R e T': V — W uma transformacao linear.

Mostre que se
{T(wy),...,T(u,)}

é um conjunto linearmente independente de W, entao

{uy,...,u,}
¢ um conjunto linearmente independente de V.

Determine uma transformagcao linear T : R?® — R3 tal que

ImT = [(1,0, 1), (1,2,2)].

Determine uma transformacao linear 7' : R? — R? tal que

ImT = [(1,2,3), (4,0,5)] .

@ Determine uma transformacao linear 7' : R? — R? tal que

14.

15.

kerT' = [(1,1,0)].

Determine uma transformagao linear sobrejetora T : R — R? tal que 7T'(1,1,0) =
T(0,0,1).

Existe uma transformagao linear 7' de R® em R? tal que T'(1,—1,1) = (1,0) e
T(1,1,1) = (0,1)?

Existe uma transformagao linear 7' de R? em R? tal que T'(1, —1) = (1,0), T(2, —1) =
(0,1) e T(-3,2) = (1,1)?

Sejam S : U — V eT :V — W transformagoes lineares.

(a) Mostre que Im(7 0 S) CImT e posto(T o .S) < posto(T).
(b) Mostre que ker S C ker(7T" o S) e nul(S) < nul(SoT).

Sejam T} e T, operadores lineares de V' tais que
nul(7}) = nul(73) = 0.
Mostre que nul(7} o T3) = 0.

Sejam S, T : V — V operadores lineares com dim V' = n. Mostre que:
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onde
= {(170)7 (07 1)} e = {(1’2)7 (17 _1)}

sdo bases ordenadas de R?. Portanto,

B «
onde
111 1
P=[1°=- :
Ll 3[2 —1]
EXERCICIOS

1. Seja D : P3(R) — P»(R) uma transformacao linear definida por (Dp)(x) = p(z).
Determine a representacao matricial de D em relagoes as bases ordenadas candnicas

de P3(R) e P»(R), respectivamente.
@ Seja T : Po(R) — P»(R) um operador linear definido por
T(a+ br + cx®) = b+ ax + cz”.
Determine a representacao matricial de 7" em rela¢do a base canonica de P»(R).

@ara cada uma das transformacoes lineares abaixo, determine bases para o nicleo

e a imagem:

:R? > R?, T'(z,y) = (22 — y,0).

R = RS T(z,y,2) = (x4 2y,y — 2,2 + 22).
R? > R? T(z,y) = (z+y,x +y).
Yy, 2) = (z+y,y+2).
y,2) =@+ 20— 2y)
Y,z

z) = (x+22,2).

T(z,
T(x,
T(z,
' R3 — R?, T'(z,
(R — R3, T'(z,
T(x,

:R3—>R2

4. Seja T : R**? — R?*2 um operador linear definido por T(A) = BA, onde

1 -1
-2 2

Determine bases para o nicleo e a imagem de T'.

B =

5. Seja T': P»(R) — P3(R) a funcao definida por (Tp) (x) = p (z) + z%p (x) .
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(a) Verifique que T € linear.

(b) Determine bases para o nicleo e a imagem de 7.

6. Mesma questao anterior, considerando agora T' : P»(R) — P(R), definida por

(Tp) (x) = z*p" ().

7. Seja T : R**? — R?*2? um operador linear definido por T(A) = BA — AB, determine

bases para o nicleo e a imagem de 7', onde

o [17]

8. Dentre as transformagoes dos Exercicios 5 a 7, determine as que sao isomorfismos

e, para essas, encontre uma regra que defina a inversa.

Seja T : R* — R3 um operador linear definido por 7T'(u) = w x u (produto vetorial),
onde w = (a,b,c) € R? ¢ um vetor fixado. Determine a representagao matricial de

T em relacio & base canonica de R3.

\@. Sejam S : R? — R3 e T': R?* — R? transformacoes lineares definidas por

S(I‘,y) = (m—y,?)x,y) € T(ZL‘,y,Z) = (2:E—y—z,a:—|—y)

Determine a representacao matricial de S, 7', SoT e T o .S com respeito as bases

ordenadas
Q= {(17 0)7 (1’ 1)} e 0= {(1707 0)? (1’ 170)7 (17 L, 1)}

de R? e R3, respectivamente.

Sejam
@ a={(1,-1),(0,2)} e p={(1,0,-1),(0,1,2),(1,2,0)}

bases ordenadas de R? e R3, respectivamente. Seja T : R? — R3 a transformacao

linear tal que

10
=11 1
0 -1

(a) Determine T (z,y).
(b) Se S(,y) = (2y,x — y, x), entdo determine [S]3.

(c) Determine uma base v de R? tal que

|

Q

I
O O =
_ o O
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12. Seja T : R? — R? um operador linear tal que

—-1 -2
0 1|

(a) Encontre, se possivel, vetores u e v, tais que T (u) =u e T (v) = —v.

1] =

(b) Determine uma base e a dimensao do niicleo e da imagem de T'.

(¢) T ¢ um isomorfismo? Se T for um isomorfismo, determine uma matriz que

represente 7!, encontrando, também, T~ (z, ).

13. Seja T : R? — R? um operador linear tal que

-1 2
4 1|

Determine a representa¢ao matricial de 7" em relagao a base = {(1,2),(—1,1)} de

7 =3

R2. Qual o significado geométrico do operador T'?

14. Seja T : Pi(R) — P;(R) um operador linear definido por (Tp) (z) = (1 —z)p' (x).

Determine a representacao matricial 7' em relagao a base canonica de P;.

@5. Seja T : Po(R) — P2(R) a transformacao linear definida por

(Tp) (x) = 50 () + p(~2))
Determine a representacao matricial de T" em relagao as bases ordenadas
a={l,z,2°} e f={1,2%,2}
de P»(R).

16. Seja T': P3(R) — R a transformacao linear definida por

1

(Tp) () = / p () da.

0

Determine a representagao matricial de 7" em relacao as bases candnicas de P3(R) e

R, respectivamente.
@. Seja T : R?* — R3 um operador linear definido por T'(z,y, 2) = (v — vy, 2y,y + 2).

(a) Mostre que T' é um isomorfismo.

(b) Determine uma matriz que represente 7' e determine T~ !(z, y, 2).

18. Determine a rotacao de um angulo 6 em torno de uma reta que passa pela origem

e tem a diregao do vetor (1,a,0) em R? com a € R*.
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B ¢ uma matriz k£ x (n — k) e C é uma matriz (n — k) x (n — k). Logo,
fr = det(21, — A) = det(2I; — J) det(zI,_, — C) = (z — \)*h,

onde h = det(zI,,_; — C) é um polindomio de grau n — k. Note que A € o unico autovalor
de T que satisfaz as equagoes (4.2) e (T'— M )(v) # 0, para todo v € V — V*, pois se p é
outro autovalor de T', entao

Logo, it — A =0, isto ¢, A = pu. Agora, se (T'— AI)(v) = 0, para algum v € V — V| entao
(T — \I)(v) € V*. Assim, existe s € N tal que

(T — M)** ' (v) = (T — M)*(T — \)(v) =

Y

isto é, v € V*, o que é impossivel. Portanto, h()\) # 0 e my(\) = k = dim V. |

EXERCICIOS

@ Determine o polindbmio caracteristico dos operadores lineares, encontre seus auto-
valores e autovetores correspondentes e dar uma base e a dimensao dos respectivos
auto-espagos.

(2) T(z,y) = (2y, ).
@Tx,y x+y,2x+y)
o)) T (x,y) = (—y,x).

T y,z,w) = (2z + y, 2y, 2z, 3w).

(e)

7
7
(1) 7
7

a+br + cx?) = b+ ax + cz?.

@Tp)(x) =p(l+x), p € P(R).
(i) T(A) = A?, sendo A € R**2,
() T(z,y,2) = (v +y+ 2,2y + 2,32).
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=2+ 2y, v +y+ 22,2 +y+ 22).
=(x+y,r—y+2z20+y—2).

= (=92 + 4y + 4z, =8z + 3y + 4z, —16x + 8y + 7z).

= (x4 3y — 32,4y, —3x + 3y + 2).

vy, z,w) = (v, e+ y,x+y+z,x+y+z+w).

@ x,y,z,w) = (3x — 42,3y + 5z, —z,, w).

Tp)(x) = p'(x), p € Po(R).

Tp)(z) = (1 — 2*)p"(x) — 2zp'(x), p € P3(R).

@ Qual ¢ o operador linear 7" : R? — R? que possui \; = —2 e Ay = 3 como autovalores

associados, respectivamente, a autovetores da forma (3y,y) e (—2y,y), com y # 07

3. Seja T : V — V um operador linear tendo A = 0 como autovalor. Mostre que T' é

singular.

4. Sejam T : V — V um operador linear invertivel A\ um autovalor de T'. Mostre que

A1 & um autovalor T-1. O que se pode dizer sobre os autovetores associados?

5. Sejam T : V — V um operador linear. Mostre que se v é um autovetor de T
associado ao autovalor \, entdo v ¢ um autovetor de T* associado ao autovalor \¥,
para todo k € N.

6. Seja A € R™ ", Mostre que A e A’ tém o mesmo polindmio caracteristico mas

podem ter autovetores distintos.
7. Seja T : R? — R? um operador linear definido por
T(x,y) = (ax + by, cx + dy),
onde a, b, ¢ e d sao nimeros reais positivos. Mostre que:

(a) Os autovalores de T sao dados por

(a+d)++/(a—d)?+ 4be
5 :

(b) Os autovalores de T" sdo reais, distintos e pelo menos um deles é positivo.
8. Seja T : R? — R? um operador linear. Mostre que o polindémio caracteristico de T é

fr=12>—trAz +det A, onde A = [T].

9. Sejam A € R?*? uma matriz simétrica com autovalor \; = 1 e v; = (1,3) o

autovetor de A associado a \;.



