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Prova. Vamos provar apenas os itens (1) e (4). Suponhamos que exista outro vetor
0’ € V tal que u+ 0" = u, para todo u € V. Entao

0=0+0=0.
Como u + 0 = u, para todo u € V, temos, em particular, que 0 + 0 = 0. Logo,

a0 = a(0+0)
= a0+ a0.

Portanto, pelo item (1), a0 = 0. [ |

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

@Seja
V=C={a+bi:a,beR e i’=—1}

o conjunto dos nimeros complexos. Mostre que V' com as operagoes usuais € um
espago vetorial sobre R.

ejaV =R2% Seu= (r1,72) € Vev = (y,y) €V, entao V, com as operagoes de
adicao
u+ v = (3zy + 3y, —x1 — Y1)

e multiplicacao por escalar

au = (3azy, —ar),
N é um espaco vetorial sobre R?
’l} Seja V =R2% Seu= (r1,22) € Vev = (y,y2) €V, entdo V, com as operagoes de
\ &
adicao
u+v=(x1+y,22+y)

e multiplicacao por escalar

au = (a*wy, a’xs),
é um espaco vetorial sobre R?
@ Seja V=R Seu= (r1,22) €V ev = (y;,y2) €V, entdo V, com as operagoes de
adicao
u+v=(x1+y,22+y)

e multiplicacao por escalar

au = (baxy, baxs),

é um espaco vetorial sobre R?
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E facil verificar que

1 1

§(A + At) eWi e §(A — At) e Ws.
Portanto, V = W; + Wh.

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

@ Seja V = R3. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos de V.

(a) W={(z,y,2) e V:x+y+2z=0}
(b) W=A{(z,y,2) eV:r<y<z}

(c) W=A{(z,y,2) € V:2x—32=0}.

(d) W=A{(z,y,2) e V:xe€Z}.

(e) W={(x,y,2) €V 22 +y?+22 <1}
) W ={(z,y,2) € V:x > 0}.

(&) W=A{(z,y,2) eV :zy =0}

(h) W ={(x,y,2) €V :z =2}

3. Seja V =R"™" n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos de

(a)W:{ a b EV:a:ceIH—d:O}.
c d

c d
(c) W={A €V :AB =BA, B uma matriz fixa em V}.

(d) W={AecV:A2=A}

(e)W:{ aZ EV:ad—bc%O}.

(b)W:{ @b EV:a+d§b+c}.

(f)W:{ “Z EV:ad—bc:O}.

@ Seja V = P,(R), n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sdo subespacos de

. —‘C,_D PMWMOO I IZ/

() W={peV:p0) =0} gfy gqou 0.
(mem m=4)
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(b) W={peV:p(0)=2p(1)}

W={peV:p)+p(z)=0}

W={peV:p2)=0e p(5) #0}

() W=A{peV:p=ao+aw®+-- +ayr® e 2k <n}.

@Seja V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes reais. Verifique quais dos

subconjuntos abaixo sao subespacos de V.

) }
) }
() W={feV:f3)=/(5}
(d) W={feV:f écontinua}.
(e) W={feV:f éderivavel}.
(f) W={feV:f éintegravel}.

(a) W={feV:f0)=1
(b) W={feV:f(5 =0

Sejam Wy,W, e W5 os seguintes subespacos de R3

\
W, = {(x,y,z)E]R?’:x:z}, Wgz{(a},y,z)E]R?’:x:y:O},
Wy = {(z,y,2) eR’:x+y+2=0}.

E verdade que Wy + Wy = Wi + W5 = Wy + W5 = R3? Em algum dos casos a soma

é direta?

7. Sejam V um espaco vetorial sobre R e Wy, W, subespacos de V. Mostre que V' =
W1 & Wy se, somente se, todo vetor v em V' pode ser escrito de modo tinico sob a

forma v = w; + wy, onde wy; € Wi e wy € Wh.

@ Considere
Wy ={(z,y) eR*:z=y}.

Encontre um subespaco W, de R? tal que R? = W; @ W,.

7. Sejam V = F(R,R) o espaco vetorial de todas as fungoes reais e

Wy, = {feV:f(—x)=f(x), VzeR}
Wy = {feV:f(—x)=—f(z), ¥V xeR}

subespacos de V. Mostre que V = W7 @& Ws.

8. Sejam V = F(R,R) o espaco vetorial de todas as fun¢oes reais e r € R fixado.
Mostre que o conjunto

W,={feV:f(x)=0, Vxe[-rr]}

¢ um subespago de V.
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Solucao. Seja W um subespaco qualquer de R?. Entao
Wy, = {xeR:ze;+yes = (z,y) € W, para algum y € R} e
Wy = {yeR:ye;=(0,y) € W}
sado subespagos de R (prove isto!). Logo, existem zg,7; € R tais que
Wi = [zo] e Wa = [y1].

Assim, pela definigao destes subespagos, podemos encontrar yo € R tal que ug = (¢, yo) €
Wew =(0,y,) € W.

Afirmagao. W = [ug, uy].
De fato, dado u = (z,y) € W, z € Wi, de modo que = = axy, para algum a € R. Assim,

u—auy = (0,y —ayy) € W =y —ayy € Ws.
Logo, y — ayg = by,, para algum b € R. Portanto,
u = (r,y) = (axo, ayo + by1) = aup + buy,

isto &, W = [up, uy].

EXERCICIOS

@Mostre que todo vetor em R? pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
(1,2) e (5,0). Que relacao existe entre R? e [(1,2), (5, 0)]?

@ Sejam V = P»(R) e

vetores em V. Quais dos vetores p = —26+112+72% e ¢ = 1+2+2? sdo combinagoes
lineares dos vetores f e g7

@ Sejam V = R3 e
u; = (]_, ]_, —2),112 = (3,0,4)

vetores em V. Quais dos vetores u = (4,-5,9), v=(3,1,—4) e w = (—1,1,0) sao

combinacoes lineares dos vetores u; e us?

(4)) Sejam V = R?*2 e
J
\r

11 -1 2
A= 7A2 = ] ’ 7A3 =
-2 1 4 —1 5 2

vetores em V. Quais dos vetores

R B 31
9 -7 —4 4

sao combinagoes lineares dos vetores A, As e A3?

f=2-3z+52% g=—8+br — 22°
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@ Encontre os geradores para os seguintes subespacos de R3:

)

) Wo={(z,y,2) ER3: 2 +2z=12—2y =0}
(c) Ws={(z,y,2) € R®: 2+ 2y — 32 = 0}
(d)

)

6. Sejam V =R* e
W ={(z,y,2,t) e V:e+2y—22=0¢e t =0}

um subespago de V. Quais dos vetores u = (—2,4,3,0), v = (6,2,4,1) e w =
(—=2,1,0,0) estdo em W7

@ Sejam V = R3 e

vetores em V. Determine o valor de & de modo que (4, —5, k) € [uy, ug, us).

u; — (1, 1, —2),112 = (3,0,4),113 = (—1, 1,0)

8. Sejam V = P3(R) e
p=1 p=1-z p=1-2)% ps=(1-2)
vetores em V. Quais dos vetores em V' sao combinagoes lineares dos vetores pg, p1,
p2 € p3?

9. Sejam u e v dois vetores nao-nulos de R? e suponhamos que nao exista um escalar
a tal que u = av. Mostre que

R? = [u] @ [v].

2.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e uy,...,u, € V. Dizemos que os vetores
ui,...,u, sdo linearmente dependentes (LD) se existirem escalares x1,...,x, € R, ndo
todos iguais a 0, tais que

Ty + -+ zu, = 0. (2.1)

Ou, equivalentemente, a equagao vetorial (2.1) admite uma solu¢do nao-nula. Caso con-
trario, dizemos que os vetores uy, ..., u, sdo linearmente independentes (LI) ou, equiva-

lentemente, a equacao vetorial (2.1) admite apenas a solugao nula.
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Prova. Suponhamos que o conjunto {uy, ..., u,} seja LD. Entao, por definigao, existem

escalares z1,...,x, € R, nao todos nulos, tais que
riay + -+ zu, =0.
Seja k o maior inteiro tal que x; # 0. Entao
iy + -+ apu = 0.
Se k =1, entao x1u; = 0 e, assim, u; = 0, o que é impossivel. Portanto, £ > 1 e
T1 Tr—1

uk:(—x—k)u1+---+(— Tn

)kal.
[ |

Exemplo 2.37 Seja V = R?. Entdo os vetores u; = (1,—1), up = (1,1) e uz = (1,0)
sao LD, pois

1 N 1
usz — 2111 2112.
EXERCICIOS

1. Seja V =R" Seu = (z1,...,2,) € Vev=(y,...,yn) € V. Mostre que u e v
sao LD se, e somente se, existe um escalar a € R tal que y; = az;, i =1,...,n.

@ Sejam u, v e w vetores de um espago V. Se {u,v,w} é um conjunto LI, mostre

que:
(a) {u+v—-2w,u—v —w,u+ w} é um conjunto LI.

(b) {u+v—-3w,u+3v—w,v+w} é um conjunto LD.

3. Sejam u = (a,b), v = (c,d) vetores de R?. Mostre que o conjunto {u,v} é LD se, e

somente se, ad = bc.

O conjunto {1,z,2% 2 + x + 22%} ¢ LI ou LD em P,(R)? O que se pode afirmar a

respeito de qualquer um de seus subconjuntos com trés elementos?
5. Encontre um vetor u € R? tal que [u] = W; N Ws, onde

Wi =1[(1,0,0),(0,1,0)] e Wy =1(1,2,3),(1,—1,1)].
Em quais condicoes sobre o escalar k£, o conjunto

{(1,0,k),(1,1,k), (1,1,K%)}

é LI em R3?



50 CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

7. Seja V = C([0,1],R) o espago vetorial de todas as funcoes reais continuas. Quais

dos subconjuntos abaixo sao LI em V.

(a) {z,z+1,2% —1}.
(b) {z +5,2% — x,2* + z — 10}.
(¢) {(z+1)% 22,2+ 3}.
(d) {(zx+1)%2%—1,2+1}.
(e) {1 —mx,z(1—2),1— 2%}
(f) {1,e*, e "}.
)

(g) {senx,cosz,tanz}.
@ Responda verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique.

() Todo conjunto que contém um subconjunto LD é LD?
() Todo subconjunto de um conjunto LI é LI?

() Todo conjunto que contém dois vetores iguais é LI?
()

Todo conjunto que contém o vetor nulo é LI7?

9. Sejam V = R"™ e a € R. Mostre que o conjunto {uy,...,u,,} é LI se, e somente
se, o conjunto {uy,...,u; +auj,...,u;...,u,} é LI, para todos i,j € {1,...,m},
com i < j.

2.5 Bases e Dimensao

Seja V' um espago vetorial sobre R. Um conjunto 5 = {uy,...,u,} de vetores em V'

é uma base de V' se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. B=A{uy,...,u,} é LI
2. V=la]=[u,...,u,.

Ou, equivalentemente,
V=[w]& )& &u,

Mais geralmente, um subconjunto nao-vazio § de V é uma basede Vse g é LI e [f] = V.

Observagao 2.38 Pode ser provado, usando o Lema de Zorn, que todo espago vetorial

V # {0} possui uma base.
Exemplo 2.39 Seja V =R3. E fdcil verificar que o conjunto
B ={e1, e es}

é uma base finita de V', a qual é chamada de base canonica de V.



60 CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS

3. Sejam V' um espago vetorial sobre R e Wy, W5 subespagos V, onde dim W; = 4,

dim W5 =5 e dim V' = 7. Determine os possiveis valores para dim (W; N W5).
4. Seja V = R*. Determine uma base e a dimensao dos subespacos

Wy = [(1,4,-1,3),(2,1,-3,-1),(0,2,1,=5)] e
Wy = [(1,-4,-2,1),(1,-3,-1,2),(3,-8,-2,7)].

/@Sejam V =R3,
Wy ={(z,y,2) e V:x=0} e Wy =][(1,2,0),(3,1,2)]

subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wi, Wy, Wy + W5 e

Wi N Wa.
a b
GV:b:—a}eVVg:{[ EV:c:—a}.
c d

/@ Sejam V = R?*2,
subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wi, Wy, Wy + W5 e

b
Wy = { ¢
Wy N Ws. E verdade que R?*2 = W, @ W,?

C

7. Seja V = P3(R). Determine uma base e a dimensao do subespago

W={peV:p(x)=0}.

@ Sejam V = R? e o conjunto de vetores 8 = {u,v} em V, onde
u=(l—a,l1+a) ev=(1+a,1—a).
Determine o valor de a € R para que 3 nao seja uma base de V.

9. Sejam V = P(R) e p=222—3x+1 € V. O conjunto 3 = {p,p/,p"} ¢ uma base de
V?

10. Mostre que o conjunto
B={1—-2)?® 1—x)?1—21}
é uma base de P3(R).
@. Seja V = R*. Quais dos subconjuntos abaixo sao bases de V?
(a) {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1)}.

(b) {(1,3,-2,4),(1,1,5,9),(2,0,—13,23), (1,5,1,—-2)}.
(c) {(1,1,1,1),(3,2,0,3),(0,—1,0,3), (4,2,1,7)}.



68 CAPITULO 2. ESPACOS VETORIAIS
Assim,
/ -1 1 1
0y = () = [ i ]
2 2
(S
1 1
1 1
Portanto, 3 = {(2,—-2),(—1,4)}.
EXERCICIOS

Sejam V =R? e 3 = {(2,1),(1,—1)} um conjunto de vetores em V. Mostre que /3
¢ uma base de R? e calcule [(4, —1)]; e [(z, )],

eja V =R?. Calcule [(6,2)]; e [(z,y)]s, onde

(&) =1{(21),@1,-1)}
(b) §=1{(2,0),(0,-1)}.
(¢) 8 =A{(1,0),(0,1)}
(d) B={(21),(12)}

3. Sejam V =R? u = (a,b) e v = (c,d) vetores em V tais que

ac+bd=0ec >+ =2+d*=1.

Mostre que 3 = {u, v} ¢ uma base ordenada de V. Além disso, calcule [(z,y)];.

4. Sejam V = P3(R) e § = {(1 —2)*,(1—)*,1 — 2,1} uma base ordenada de V.

Determine [—2? — 2z + 3] 5.

@ Determine a matriz de mudanca de base da base 5 = {(1,1,0),(0,1,0),(0,0,3)}

para a base ordenada canodnica de R3.

Sejam V = R3 e 8 = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} uma base ordenada de V. Deter-

mine [(z,y, 2)| 5.

7. Sejam V =R? e a = {(1,3),(2,—4)} uma base de V. Se

mzzl__lf Z]

entao determine a base (.
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. Sejam V =R?e 8 =1{(3,5),(1,2)} uma base de V. Se

Y

15 = [ —i —111

entao determine a base «.

. Seja V =R3 a = {u;,uy,u3} e § = {vy, vy, v3} bases ordenadas de V, onde

Vi = u;+usg
Vo = 2111 + up + us
V3 = u + 2112 + us.

Determine as matrizes de mudanca de bases de « para [ e de 3 para a.

Considere os dados do exercicio anterior. Se [v], = [1 1 2], entdo determine
[V]B'

@ A matriz de mudanga de base da base a de R? para a base 3 = {(1,1),(0,2)} ¢

12.

13.

14.

15.

16.

e}

- |

] |

WIN =
Wi

Determine a base «.

Sejam

a={ej, e}, ={—e +eye +e} ey=1{2e,2e}
bases ordenadas de R?. Se [u]; =[ -1 3], entao determine [u], e [u],.
Sejam V = R3,

a={ej, e e3} e f={e; +2es,e; + 3e; + 2e3,e; + 3e3}

bases ordenadas de V. Determine [I]3, [I]2 e [I]3 - [I)2.
Sejam

a={ep,ee3},f={—e +e+es e +e —ese;t+te+e3} ey=2a

bases ordenadas de R3. Se [u]; =[ -1 3 1], entdo determine [u], e [u]..

Y

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao n sobre R e a uma base ordenada de V.
Determine [I].

Seja

um espago vetorial sobre R.



