
ANÁLISE FUNCIONAL 2011.1 - LISTA DE EXERCÍCIOS 05

Sobre operadores compactos e teoria espectral

1. Seja T : l2 × l2 → l2 × l2 definido por T (x, y) = (0, y). Mostre que T não é compacto.

2. Seja H um espaço de Hilbert e fixe y, z ∈ H não nulos. Mostre que T : H → H definido por

T (x) = (x, y)z,

é compacto. Determine T ∗.

3. Mostre que o operador T : lp → lp, 1 ≤ p ≤ ∞ definido por

Tx = (
x1

1
, ...,

xn

n
, ...)

é compacto

4. Seja (xn) uma base ortogonal em um espaço de Hilbert H e (αn) uma sequencia limitada. Prove que

o operador T : H → H definido por

T (x) =
∞∑

n=1

αn〈x, xn〉xn,

é limitado com ‖T‖ ≤ sup
n
|αn|. Se limn→∞ αn = 0 então T é compacto. Mostre que para n 6= m,

tem-se

‖Txn − Txm‖2 = |αn|2 + |αm|2.

Usando isto, prove que se limn→∞ αn 6= 0 então T não é compacto.

5. Seja K ∈ C([0, 1]× [0, 1],R) e considere o operador linear T : C([0, 1],R) → C([0, 1],R) definido por:

T (f)(t) =
∫ 1

0

K(s, t)f(s)ds.

Mostre que T é limitado. Mostre que T é compacto.

6. Verifique que se T : H → H um operador compacto e (en) uma sequencia ortonormal em H então

T (en) → 0.

7. Verifique que o operador T : l2 → l2 definido por

T (x1, x2, ...) = (x1, 0, x3, 0, x5, 0, ...)

não é compacto.
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8. Seja E um espaço de dimensão infinita e T : E → E um tranformação linear isométrica. Mostre que

T não pode ser compacto(use o lemma de Riesz).

9. Mostre que se T ∈ L(E,F ) for compacto então R(T ) é um espaço separável.

10. Seja H um espaço de Hilbert e T ∈ K(H). Mostre que R(T ) e N(T )⊥ são separáveis.

11. Seja T ∈ K(E). Mostre que dim N(T ) é finita e R(I − T ) é fechado.

12. Seja X um espaço topológico, F um espaço de Banach e T : X → F uma aplicação cont́ınua tal que

T (X) seja relativamente compacto em E. Mostre que para todo ε > 0 existe uma aplicação Tε : X → F

cont́ınua de posto finito tal que

‖Tεx− Tx‖ < ε.

13. Sejam E e F espaços de Banach , T ∈ K(E, F ) e (Sn) em L(E, F ) limitada tal que

Snx → Sx, ∀x ∈ E,

onde S ∈ L(E,F ). Mostre que ‖SnT − ST‖ → 0.

14. Use o exerćıcio anterior para mostrar que todo operador T ∈ K(E, H), onde H é um espaço de Hilbert

sepáravel pode ser aproximado por uma sequencia de operador de posto finito.

15. Sejam E, F espaços de Banach tal que F possui base de Schauder. Se T ∈ K(E, E) mostre que T pode

ser aproximado por uma sequencia de operadores de posto finito.

16. Se T ∈ K(E) e λ 6= 0 defina A = I − λT . Note que N(An) ⊆ N(An+1) e R(An) ⊇ R(An+1).

a) Mostre que existem inteiros positivos m,n tais que N(An+1) = N(An) e R(Am+1) = R(Am). Além

disso, m = n;

b) Mostre que E = N(An)⊕R(An) onde n o menor inteiro como em a);

c) Verifique que X1(λ) = N(An) e X2(λ) = R(An) são subespaços invariantes por T ;

d) Seja Ti = T|Xi
i = 1, 2. Mostre que σ(T1) = {λ} e λ ∈ ρ(T2), ou seja, T2 − λ é bijeção.

f) O número dim X1(λ) é chamado de dimensão algébrica de λ e dim N(T−λI) é chamado de dimensão

geométrica de λ (que são as multiplicidades de λ as multiplicidades de λ como zeros do polinômio

caracteŕıstico minimal, respectivamente em dimensão finita).

17. Determine o espectro e o resolvente do operador projeção P : H → M onde M é subespaço fechado

do espaço de Hilbert H.

18. Seja T : E → E linear. Mostre que se dim E < ∞ então σ(T ) = V P (T ).

19. Um operador A ∈ L(E) é dito um operador de Fredholm se R(A) é fechado, dim N(A) < ∞ e

codimR(A) < ∞. O número

ind(A) = dim N(A)− codimR(A)

é chamado de index de Fredholm. Se T ∈ K(E) verifique que A = I − T é um operador de Fredholm

e encontre ind(I − T ).
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20. Encontre o ı́ndice de Fredholm dos operadores T : l2 → l2 nos seguintes casos:

a) T (x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...);

b) T (x1, x2, ...) = (x2, x3, ...);

c) T (x1, x2, ...) = (0, x2, x3, ...);

21. Seja H um espaço de Hilbert e T ∈ L(H) um operador auto-adjunto não-trivial.

a) Mostre que

‖T‖ = sup
u 6=0

|(Tu, u)|
‖u‖2 .

b) Suponha que a norma seja atingida, ou seja, existe u0 ∈ H tal que

‖T‖ =
|(Tu0, u0)|
‖u0‖2 .

Mostre que u0 é um autovetor de T com Tu0 = λu0, onde λ = ±‖T‖. (sug:use que

|(x, y)| = ‖x‖‖y‖ ⇔ x é múltiplo de y).

c) Assuma que T ∈ K(H). Mostre que λ = ‖T‖ ou λ = −‖T‖ são autovalores de T .

22. Seja T ∈ L(H) um operador auto-adjunto e M um subespaço invariante por T . Mostre que M⊥ é

invariante por T .

23. Use o Teorema espectral para mostrar que todo operador linear auto-adjunto e compacto em um espaço

de Hilbert é limite de uma seqüencia de operadores de posto finito.

24. Seja H um espaço de Hilbert e T : H → H um operador compacto. Se λk é um autovalor não nulo de

T , o que podemos afirmar sobre a solubilidade da equação

Tu− λku = f,

para f ∈ H fixada.

25. Seja H um espaço de Hilbert e f ∈ H∗. Fixado z ∈ H não nulo defina T : H → H por Tx = f(x)z.

Mostre que T é compacto. Determine o espectro de T .

26. Seja T ∈ K(H) um operador positivo, ou seja, (Tu, u) ≥ 0 ∀u ∈ H. Mostre que existe um operador

positivo S ∈ K(H) tal que S2 = T , que é denotado por
√

T ou T 1/2. Mostre que este é único entre os

operadores limitados positivos. (Usar o Teorema Espectral)

27. Seja E um espaço de Banach e T ∈ L(E). Mostre que se T é invert́ıvel e λ ∈ σ(T ) então 1
λ ∈ σ(T−1).
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