ANALISE FUNCIONAL 2011.1 - LISTA DE EXERCICIOS 04

Sobre espagos de Hilbert

1. Prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz: Se H é um espago com produto interno (-,:) entdo para

todo u,v € H vale

|(U’U)| < \% (u7u) Y (U7U)

2. Prove que |ju|| = y/(u,u) é norma em H sempre que H for espago com produto interno (-,-). Esta

norma € a norma induzida em H pelo seu produto interno.

3. Prove a identidade do paralelogramo: Se H é um espago com produto interno (-,-) entdo para todo

u,v € H vale

2 2

U+ v
2

U—v
2

1
= 5 (Il + o1P?)

4. Prove a reciproca do exercicio acima: suponha que F é um espaco de Banach cuja norma satisfaz a

identidade do paralelogramo. Mostre que
1 2 2 2
(w,v) = 5 ([lu+v[|° = {lull” =[]

define um produto interno tal que (u,u) = ||u||%. Isto é o exercicio 5.1 no livro do Brezis. Siga o roteiro

e as dicas 14 contidos.

5. Mostre que ¢P nao é espago de Hilbert se p # 2. (Dica: prove que a norma em ¢P nao satisfaz a

identidade do paralelogramo)

6. Seja M < H subespaco vetorial fechado de um espago de Hilbert H. Seja Py, : H — M dada por
Pys(x) = u tal que dist(z, M) = ||z —u||. J& vimos que P estd bem definida (onde vimos?). Sobre esta

funcao. prove que

(a) Py € L(H, M).
(b) P = Py

7. Dado M subespaco fechado de um espago de Banach X, dizemos que o subespago fechado N C X é o
complementar topolégico de M se X = M ® N e as projecoes de X em M e N sao continuas. Mostre
que em um espaco de Hilbert todo subespago vetorial fechado admite um complementar topoldgico.
(Dica: dado M subespago fechado, considere N = ker(Pys). Mostre ainda que N é o espago ortogonal

de M, isto é, N = M~ e conclua o resultado.)

8. Dado A C H definimos por (A) como o menor subespago vetorial de H que contém A. Prove o seguinte
critério de densidade: (A) é denso em H se e somente se A+ = {0}, onde A+ = {u € H; (u,a) =
0Vae A}
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Seja T € L(H,H) com |T|| < 1. Mostre que N(I —T) = R(I — T)* onde I é a identidade em H.

Sejam M e N subespagos fechados de H tais que M L N (isto é (u,v) = 0 para todo u € M e para
todo v € N). Mostre que o subespago vetorial M + N ¢ fechado em H.

(melhor aproximacio) Seja (x,)Y_; um conjunto ortonormal em um espaco com produto interno H.
Mostre que

N
e = 22
¢ minimizada para ¢, = (z,x,).
Sobre relagoes de ortogonalidade

(a) Sejam u e v em H tais que |Jul| = ||v||. Mostre que u — v e u + v sdo ortogonais.

(b) A fim de que a e b em H sejam ortogonais, é necessério e suficiente que para todo ¢ € R tenhamos
la+tbl| = [[al].

(c) Seja M < H subespaco vetorial. Mostre que z € M~ se e somente se ||z — y|| > ||z|| para todo
ye M.

Usando apenas o teorema de representagao de Riesz-Frechet, prove que todo espago de Hilbert é

reflexivo.

Usando apenas o teorema de respresentacao de Riesz-Frechet, mostre que vale o ” Teorema de Hahn-
Banach para funcionais lineares continuos em um espaco de Hilbert”. Isto é, se M é subespaco fechado

de H e f € M* entao existe g € H* que estende f, preservando a norma.

Amplie o resultado do exercicio 14 da seguinte forma: Se F' é espago de Banach e S € L(G, F') entao

existe T' € L(H, F) que estende S e tal que ||T||q,ry = |S]|L(a,F)

Seja a : H x H — R uma forma bilinear continua e coerciva em H. Dado u € H mostre que o funcional
v +— a(u,v) é linear e continuo. Seja Au o elemento em H que representa este funcional. Mostre que
o operador A : H — H estd bem definido e pertence a £(H, H). Mostre ainda que vale Au > aful|?

para alguma constante « > 0.

Seja T € L(H,H) Dado u € H entao a fungao v — (u, Tw) é linear e continua. Pelo teorema de Riesz-
Frechet existe tinico T*u tal que (u, Tv) = (T™*u,v). Prove que T* define um operador em L(H, H) tal
que ||T*|| = ||T||. Mostre ainda que ||TT*|| = ||T*T|| = ||T||?>. Dizemos que T* é o operador adjunto de

T. Compare com a definigao anterior de operador adjunto de um operador entre espagos de Banach.

Seja H um espaco de Hilbert e T : H — H um operador linear continuo invertivel. Mostre que se

f € H*, entao existe y € H tal que
f(z) = (T"Tz,y), Vz€H,

onde T™* é o operador adjunto de T'.
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Seja H um espacgo de Hilbert. Mostre que x, — = em H se, e somente se, ||z,| — ||z] e 2, — 2. E

nao use a proposi¢ao 3.32 do livro do Brézis!!!

(Hellinger-Toeplitz) Seja T : H — H operador tal que (Tu,v) = (u,Tv) para todo u,v € H. Mostre
que T € L(H, H). Conclua que T* = T, ou seja, o operador é auto-adjunto.

Seja (e,) uma base ortornormal para H. Mostre que
(a) Mostre que e, — 0 fracamente em H.

n
(b) Seja (o) uma sequéncia limitada em R e tome u,, = — = Z a;e;. Mostre que
n
i=1

L lunll — 0;
i /A, — 0.

(Lema de Riemann-Lebesgue) Seja L2[0, 7] := {f : [0, 7] — Rmensurdvel : [ |f(z)[*dz < oo}. Defina

um [)I()dul() em L O7 7 p()r:
y o .

Mostre que a sequencia f,(t) = sen(nt) forma um conjunto ortonormal em L?. Use isto para mostrar
que

T

lim f(z)sen(nz)dx = 0.

Seja (ex) uma base ortonormal em um espago de Hilbert separavel H e defina:

oo

1
[ulll] := Z WKU’%)L

k=0

a) Mostre que |||u]|] < ||lu||. Se (uy) e limitada em H, entao
u, = u fracamente em (H,|-|) < up,—u fortemente em (H,||-|]).

b) O espago H com a norma |||.||| ndo é completo. Note que e, — 0 em |||.||| entretanto, e /4 0 em

[|l.]|- Se fosse completo as normas seriam equivalentes.



