ANALISE FUNCIONAL 2011.1 - LISTA DE EXERCICIOS 02

Sobre o Principio da Limitagao Uniforme, Teorema da Aplicagao Aberta, da Aplicagao Inversa
e do Grafico Fechado.

1. Use o Lema de Baire para provar que nenhum espago de Banach de dimensao infinita admite base de

Hamel enumeravel.

2. Suponha que z, — z em E, espaco de Banach (isto é: f(x,) — f(x) para todo f € E*). Mostre que

x, é sequéncia limitada e vale ||z|| < liminf ||z, ]|.
3. Sejam E e F espagos de Banach e seja T' € L(E, F) sobrejetiva.

(a) Dada (y,) limitada em Y mostre que existe (x,,) limitada em X tal que Tz, = y,,.

(b) Dada (y,) em Y com y, — 0, mostre que existe (z,) em X com z, — 0 e Tz, = yn.

4. Sejam X espaco de Banach e Y espago normado. Seja (7),) sequéncia de operadores em L£(X,Y) tal
que para cada x € X temos que (T,z) é sequéncia de Cauchy em Y. Mostre que (||7,]|) é limitada.

Se Y for Banach, conclua que existe T' € L(X,Y) tal que T,z — Tx em Y.

5. Sejam ||+ ||1 e || - ||2 duas normas em E de forma que o tornam espagos de Banach. Mostre que se existe
C > 0 de forma que
[zl < Cllzlls V2 € X

entao estas normas sao equivalentes.

6. Seja E espago de Banach. Seja (z,) uma sequéncia em FE tal que z, — 0 (ou seja, f(z,) — 0 para
toda f € E*). Considere a aplicacdo T : E* — ¢g (onde ¢y = {(t,) C R; ¢, — 0}, com a norma do
sup) tal que T'f = (f(x,)). Mostre que T € L(E*,cy) (obs: serd que o Teorema do Gréfico Fechado

realmente ajuda, ou daria para provar continuidade diretamente?).

7. Seja E espago de Banach. Seja (z,,) uma sequéncia em E tal que Z |f(xn)] < co para todo f € E*.

n=1

Considere a aplicacio T : E* — (*(R) tal que T'f = (f(z,,)). Mostre que T' € L(E*,(*(R)).

8. Seja I: (C([0,1],R), | - [lx) — (C([0,1],R), ]| - [l1) a identidade. Mostre que esta aplicagao é continua
mas nao é aberta, apesar de ser sobrejetora (obviamente). Isto contradiz o Teorema da Aplicacao
Aberta?

9. Seja coo = {(zn) C R; z, # 0 apenas para uma quantidade finita de n’s } munido da norma do sup

()|l = max, |z,|. Defina T : copg — cop dada por
1 1
T(xn) = <5U17 §$2, gxsa . ) .

Mostre que T é linear invertivel mas T~' ndo é continuo. Isto ndo contradiz o Teorema da Aplicacdo

Inversa?



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Defina D : C1([0,1],R) — C([0,1],R) ambos munidos da norma do sup, tal que Df = f’. Mostre que

D nao é continuo, apesar de possuir grafico fechado. Isto contradiz o Teorema do Grafico Fechado?
O objetivo deste exercicio é mostrar que o espago dos polinémios reais
P={z(t) = Zajtj; a; =0V j >n, para algum n € N}

munido da norma do sup ||z(t)|| = max; | |, ndo é completo. Mostre que existe uma sequéncia
(fn) € P* tal que para cada z(t) € P existe ¢, > 0 tal que |f,(z(t))| < ¢z mas ||f,|| — oo (ou seja,

nao vale o Principio da limitagdo uniforme em P* e portanto P nao pode ser Banach).

Mostre a equivaléncia dos trés teoremas: Teorema da Aplicacdo Aberta, Teorema da Aplicagdo Inversa

e Teorema do Grafico Fechado.

Dado f € E* denote f(x) por (f,x). Seja um espago de Banach F e T : E — E* um operador linear
satisfazendo (T'z,x) > 0 para todo z € E. Mostre que T' € L(E, E*).

Na mesma notagao do exercicio anterior, suponha que T : F — E* é tal que
(Tz,y) = (Ty,x) Vz,y€E.
Entao T € L(E, E*).
Sejam F1, Eo, E3 espagos de Banach e Ay € L(Eq, E3), As € L(Es, E3). Se para cada x € E; a equagio
Az(y) = Ax(z)

tem uma tnica solu¢do y = Ax, mostre que A € L(E1, E3). Sugestao: Mostre que A é linear e prove

que seu grafico é fechado.



