ANALISE FUNCIONAL 2011.1 - LISTA DE EXERCICIOS 01

Sobre espagos normados e transformacgoes lineares limitadas.

Exercicio 1 Seja X espaco normado ¢ Y < X subespacgo vetorial tal que intY # @. Prove que Y = X.
(intA = {x € A; Ir > 0 tal que Bx(z,r) C A})

Exercicio 2 Sejam X,Y dois espagos normados e £L(X,Y) = {T : X — Y; T é linear e limitada }.
Definindo ||T'|| = sup{||Tz||y /||z||x; 0 # x € X}, prove que

IT|| = sup{[|Tz|y; v € X, |lzllx <1} =sup{||Tz[ly; z € X, [lz]x <1} =sup{||Tzy; € X, [[z]lx =1}

Exercicio 3 Dé um exemplo de um espago normado X e um funcional linear f : X — R descontinuo.

Exercicio 4 Sejam X,Y dois espacos normados e T : X — Y sobrejetiva e limitada tal que existe b > 0

satisfazendo ||Tx||y > b||z||x para todo z € X. Mostre que T é invertivel e T~ € L(Y, X).

Exercicio 5 Prove que um espago normado X é Banach se e somente se para toda sequéncia (z,) em X tal
o0

que Z |zn]l < oo, existe z € X tal que
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(denotamos tal z por x = Y o2 | @,.)

Exercicio 6 Seja E espaco de Banach. Dado T € L(E, E) = L(FE), podemos definir a composicao ToT = T?,
e indutivamente T"*! = T o T™. Mostre que T™ € L(E). Estime a norma de T™. Se ||T| < 1, mostre que
I — T é invertivel, onde I : E — E é a identidade. (Dica: definina S, = Y . 7" (convencao: TV = I),
mostre que S,, é convergente em L(E), usando o exercicio anterior. Denote lim S,, = ZZOZO T™. Mostre que
(I-T)'=302Tm)

Exercicio 7 Se S,T € L(E) sdo tais que T é invertivel e |T — S|| < 1/||T~ | entdo S é invertivel (sugestio:

adapte o exercicio anterior). Conclua portanto que o conjunto dos operadores invertiveis de L£(E) é aberto
em L(E).
Exercicio 8 Seja R : (?(R) — (P(R) tal que R(x1,x2,23,...) = (0,21, T2, x3,...). Mostre que R € L(¢P(R)),

R é injetivo mas nao é sobrejetivo. R é chamado de shift a direita. Defina também o shift a esquerda,

L(z1,29,23,...) = (2, 23,24,...). Mostre que L € L(¢?(R)), L é sobrejetivo mas nao é injetivo.

Exercicio 9 Demonstre o Lema de Riesz: Se Y < X é subespago préprio e fechado do espago normado X

entdo para todo 0 < 6 < 1 existe © € X com ||z|| =1 e ||z — y|| > 0 para todo y € Y.

Exercicio 10 Dado X espaco normado e M subespaco vetorial fechado de X, considere a seguinte relagao
de equivaléncia em X: = ~ y & x —y € M (verifique as condigbes para que ~ de fato seja relagdo de

equivaléncia). Considere o espago quociente X/M = {[z]; x € X} onde [2] = {y € X; = ~ y}. Em X/M



defina as operagdes + e produto por escalar: [z] + [y] = [z + y] e A[z] = [A\x]. Mostre que as operagoes estao
bem definidas e que X/M ¢é esp. vetorial com estas operacoes. Defina ainda ||[z]|| = ing’w |z + m||. Mostre
me

que X/M é espago normado com esse funcional. Mostre que se X é Banach entdo X/M também é Banach.

Exercicio 11 Seja T € L(X,Y) sobrejetiva. Defina em X/ker(T) a funcio T[z] = Tx. Mostre que
T € L(X/ker(T),Y), T é bijetiva e ||T| = ||T].

Exercicio 12 Seja ¢g = {(zn) C R; z, — 0}. Mostre que ¢y é subespago fechado de ¢>°(R). Mostre que
existe um isomorfismo isométrico T : ¢ — (1(R) (T : X — Y é isomorfismo isométrico se é sobrejetiva e

|T:|ly = ||z]|x para todo x € X).

Exercicio 13 Se T,, — T em L(X,Y) entdo mostre que para todo z € X temos que T,x — Tx em Y.
Mostre que a reciproca geralmente ndo ocorre (ou seja, convergéncia pontual ndo necessariamente implica

em convergéncia em norma). Dica: considere T), : ¢g — R dada por T),(z,) = @n.

Exercicio 14 Considere C([0,1],R) com a norma do sup: |[fllec = rrl[%>§]|f(ac)|. Considere A
xe|0,
1

C([0,1],R) — C([0,1],R) de forma que Au : [0,1] — R é tal que Au(y) = / K(z,y)u(z)dz para algum
0
K € C([0,1] x [0,1],R). Mostre que o operador A é (linear) limitado e calcule || A]|.

Aplicagoes dos Teoremas de Hahn-Banach

Exercicio 15 Seja E espaco normado. Mostre que se z,y € X sao tais que f(x) = f(y) para todo f € E*

entao x = y.

Exercicio 16 Mostre que se F < E é subespaco de E tal que F # E entdo existe f € E* tal que f # 0 e
f(y) = 0 para todo y € F. Ou seja, uma condigdo necessdria e suficiente para que F seja subespago denso

em FE é provar que o Unico funcional linear continuo que se anula em todo F' é o funcional nulo.

Exercicio 17 No exercicio anterior, troque o fato de F' ser subespago vetorial por F' ser apenas um conjunto

convexo e conclua o mesmo resultado.

Exercicio 18 Sejam Y < X tais que X é normado e Y é fechado e propriamente contido em X. Se g # Y
é tal que dist(zg,Y) = in}f/ lzo —yl| = § > 0 entdo existe f € X* tal que ||f]| =1, f(zo) =d e f(y) = 0 para
ye

todo y € Y. Perceba que este resultado é bem melhor que o estabelecido no exercicio 16.

Exercicio 19 Sejam X,Y espagos normados e T € L(X,Y"). Definimos 7T* : Y* — X* da seguinte forma:
Se g € Y* entdo T*g(z) = g(Tx). Mostre que T* € L(Y™*, X*) e ainda ||T|| = [|T*|.

Exercicio 20 Dado M subespaco vetorial do espaco normado X, defina M+ = {f € X*; f(x) =0V x € M}.
Analogamente, se N é subespago vetorial de X* defina N+ = {x € X; f(z) =0V f € N}. DadoT € L(X,Y)
mostre que ker(T) = (im(7*))* e analogamente ker(T*) = (im(7))~*

Exercicio 21 Dizemos que uma sequéncia (x,,) num espago normado X converge fracamente para x (notacao
x, — x) se para todo f € X* temos f(z,) — f(z). Prove que nestas condigdes, o limite fraco de uma

sequéncia fracamente convergente é tnico.



Exercicio 22 (Lema de Mazur) Suponha que z, — 2 em um espago normado X (convergéncia fraca,
definida no exercicio anterior). Prove que existe uma sequéncia (1,,) de combinagcoes lineares finitas destes
xy,’s tal que ¥, — x. Dica: Considere Y o subespaco gerado por todos os z,’s. Suponha que x nao esta em

Y e use Hahn-Banach segunda forma geométrica, chegando em um absurdo com o fato de que z, — x.

Exercicio 23 (Extensao de fungoes lineares) Seja E espago normado e G < E. Seja g € L(G,R™). Mostre
que existe f € L(E,R™) com f(z) = g(x) para todo z € G e ||f||g+ = ||g|lc*

Exercicio 24 Refaca o exercicio 23 com ¢*°(R) no lugar de R™.

Exercicio 25 Dizemos que um espago normado E é separavel se existe um subconjunto enumerdvel F' C E
tal que F = E. Mostre que se X* é separdvel entdo X é separdvel. Sugestdo: tome um subconjunto
enumeravel e denso na esfera unitaria de X*. Para cada elemento f,, nesse subconjunto, tome z,, € X tal
que fp(z,) > 1/2 com ||z, | = 1. Mostre que o espago vetorial gerado por todos estes x,, tem que ser todo
o X.

Exercicio 26 Prove o Teorema de Hahn-Banach sem usar o lema de Zorn para o caso em que X for espago

vetorial de dimens&o finita.

Exercicio 27 Sejam {z1,...,z,} C X um conjunto linearmente independente, X espago normado e

{a1,...,a,} C R. Mostre que existe f € X* tal que f(x;) = a; paratodoi=1,...,n.

Exercicio 28 Mostre que se X possui um conjunto com n vetores linearmente independentes, entao X*

também o possui.

Exercicio 29 Prove, com algum exemplo, que a extensao de um funcional linear continuo definido num

subespago de um espag¢o normado pode nao ser tnica.



