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1 Condicional

Definicao: Sendo p e q proposicoes, podemos construir uma nova proposicao
p — ¢ através do emprego do conectivo condicional, cujo simbolo é —. Neste
caso, a proposicao p é denominada antecedente e g é denominada consequente
(ou conclusao).

A proposicao p — ¢ pode ser lida de varias formas:

e “Se p, entao ¢.”
e “p é condicao necessaria para q.”

e “g é condicao suficiente para p.”

Py ((q’ se p.”



O condicional p — ¢ é considerado falso somente quando p é verdadeira e ¢
é falsa; nos demais casos, p — ¢ é considerada verdadeiro. Este critério esta
resumido na seguinte tabela-verdade:

pPla|prP—4q
VI F F
VIV \Y
F|V \Y
F|F \Y

2 Bicondicional

Definicao: Sendo p e ¢ proposigoes, podemos construir uma nova proposicao
p < q através do emprego do conectivo bicondicional, cujo simbolo é .
A proposicao p <+ g pode ser lida de varias formas:

e “p se e somente se ¢q.”
G A F s £ : ”
e “p é condicao necessaria e suficiente para q.

e “q é condicao necessaria e suficiente para p.”

O bicondicional p <+ ¢ é considerado verdadeiro somente quando p e q sao
ambas verdadeiras ou ambas falsas; nos demais casos, p < ¢ ¢é considerada
falso. Este critério esta resumido na seguinte tabela-verdade:

Plq|P—g
VIV \Y
VI F F
F|V F
F|F \Y

3 Reciprocas e contrapositivas

Definicao: Consideremos proposicoes p e g. Definimos:

e A reciproca do condicional p — ¢ é o condicional ¢ — p.

e A contrapositiva do condicional p — ¢ é o condicional =g — —p.

Exemplo: Seja p a proposicao condicional “Se n é um inteiro primo, entao
n nao € divisivel por 3.”

e A reciproca de p é “Sen nao € divisivel por 3, entao n € um inteiro primo.”

e A contrapositiva de p é “Se n € divisivel por 3, entao n nao € um inteiro
primo.”



4 Tautologias e contradicoes

e Sendo v uma proposicao formada a partir de outras proposicoes p, ¢,
...através do emprego dos conectivos légicos A, V, -, — e «». Dize-
mos que v é uma tautologia ou uma proposicao logicamente verdadeira
quando ela for sempre verdadeira, independentemente dos valores 16gicos
das componentes p, q, ...

e Dessa forma, a tabela-verdade de uma tautologia sé apresenta V na ultima
coluna.

Exemplo: Qualquer que seja o valor légico de uma proposicao p, temos que
p V —p serd sempre verdadeira. Logo, p V —p é uma tautologia.

e Sendo f uma proposicao formada a partir de outras proposicoes p, q,
...através do emprego dos conectivos légicos A, V, =, — e <. Dizemos
que f é uma contradicao ou uma proposicao logicamente falsa quando ela
for sempre falsa, independentemente dos valores l6gicos das componentes

bgq,...

e Dessa forma, a tabela-verdade de uma contradicao sé apresenta F na iltima
coluna.

e A negacao de uma tautologia é uma contradicao, e vice-versa.

Exemplo: Qualquer que seja o valor légico de uma proposicao p, temos que
p A —p serd sempre falsa. Logo, p A —=p é uma contradicao.

5 Tautologias e equivaléncias

Exemplo importante: Sendo p e ¢ proposicoes, mostre que
(p — q) < (—pV q) é uma tautologia.

pla|p—q|-pVagl|(p—q «— (—pVq)
VIiv] Vv \% vV
V|F| F F \%
FIV| V \% vV
FIF| V \% vV

Observacao: Em geral, quando p < ¢ for uma tautologia, entao p = q.
Assim, neste exemplo, ficou mostrado que p — ¢ é equivalente a —p V gq.

Exemplo: Sendo p e g proposicoes, mostre que a proposicao s definida por
(p < q) < (p— q) A (¢ — p) é uma tautologia.
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Tabela-verdade:

plglp—=qlg—p|lp=q|llp—=9N(@—=Dp)| s
VIV] Vv % Vv % %
V|F| F vV F F \%
FIV] V F F F Vv
FIF| V vV vV \% \%

Observacao: Neste exemplo, ficou mostrado que p < ¢ é equivalente a
(p—a) N(g—p)

Exemplo: Sendo p e ¢ proposicoes, mostre que a proposicao
(p — q) < (—g — —p) é uma tautologia.

Tabela-verdade

plqglp—q|—q| —p|—qg——-p|(p—q) —(~g— p)
VIV] V [FI|F vV %
VIF| F |VI|F F %
FIV] Vv |[F|V Vv vV
FIF| Vv |[V]V vV Vv

Observacao: Neste exemplo, ficou mostrado que o condicional p — ¢q é
equivalente a sua contrapositiva -q — —p.

6 Quantificadores légicos

Sentencas abertas
H& expressoes como:
ez +5=9
o 2241y =1
e 1 é uma cidade do sertao paraibano

que contém variaveis x, y, ...e que nao sao consideradas proposicoes porque
nao podem ser classificadas em verdadeiras ou falsas, dependem dos valores
atribuidos as variaveis.

Variaveis livres

Uma sentenga do tipo p(z), ou do tipo p(x,y), . ..que exprime algo dependendo
de variaveis x, vy, ...sao denominadas sentencas abertas ou funcoes proposicio-
nais e as variaveis x, y, ...sao chamadas varidveis livres.



Conjunto-universo

O conjunto U de todos os possiveis valores que podem ser atribuidos as variaveis
livres de uma sentenca aberta é chamado conjunto-universo ou universo de
discurso.

Conjunto-verdade
O conjunto-verdade de uma sentenga aberta é formado por todos os elementos

do universo de discurso que tornam a sentenca verdadeira.

Exemplo: Consideremos a sentenca aberta p(z): £ +5 = 9 e o universo como
sendo o conjunto dos inteiros Z. Se atribuirmos a x o valor 4, entao a sentenca
se torna uma proposicao verdadeira: 4+5 = 9. E esse é o tinico valor que pode
torna-la verdadeira. Assim, seu conjunto-verdade é V' = {4}.

Quantificadores

H& duas maneiras de transformar uma sentenca aberta em uma proposicao:
e atribuir valor as variaveis livres
e utilizar quantificadores.

Sao dois os quantificadores:

e Quantificador universal, simbolizado por V, que se le “qualquer que
seja”, “para todo”, “para cada’.

e Quantificador existencial, simbolizado por 4, que se le: “existe”, “existe
algum?”, “existe pelo menos um”.

Quantificador universal

Em um universo U, uma sentenga aberta p(z) que exprime algo a respeito de
x € U pode ser transformada em proposi¢ao da forma Vz(p(x)) e que se lé:
“qualquer que seja x, temos p(x)”.

Exemplos:

o Vx(x +3 = 7) que se l& “qualquer que seja x, temos x +3 = 7”. Se
considerarmos o conjunto-universo como sendo U = R temos que essa é
uma, proposicao falsa.

o Vx(2x +1 > 0) que se 1& “qualquer que seja x, temos 2x +1 > 07. Se
considerarmos o conjunto-universo como sendo U = N temos que essa
proposicao é verdadeira; mas, se considerarmos U = Z, ¢ falsa.



Quantificador existencial

Em um universo U, uma sentenca aberta p(z) que exprime algo a respeito de
x € U pode ser transformada em proposi¢ao da forma Jz(p(x)) e que se lé:
“existe algum x tal que p(x)”.

Exemplos:

e Jx(x 4+ 3 =7) que se lé: “existe x tal que x +3 = 7.” Se considerarmos o
universo U = Z temos que é uma proposicao verdadeira

o Jdz(2? +1 = 0) que se lé: “emiste x tal que x> +1 = 0.” Se considerarmos
U = R, ¢ falsa; mas, se considerarmos U = C, é verdadeira.

Observagao: As vezes, é utilizado também o quantificador 3| que se 16: “eziste
um unico” ou “existe um so”.

Observacoes: Em muitas situacoes da Matematica os quantificadores ficam
subentendidos. Por exemplo:

e Uma conhecida férmula de Trigonometria é cos?z + sen?z = 1. Sendo
o universo de discurso o conjunto dos numeros reais, um enunciado mais
completo dessa féormula seria

Vo (cos’x +sen’z = 1)

e De modo analogo, a propriedade comutativa da adicao de niimeros reais,
x +y =y + x, seria melhor enunciada na forma

Ve Vy (x+y=y+x)

e Considere a afirmacao: “O inteiro 13 € a soma de dois quadrados perfei-
tos”. Sendo o universo de discurso o conjunto dos nimeros inteiros, essa
afirmacao pode ser escrita na forma

Im In (13 = m? + n?)

7 Negacao de proposicoes quantificadas

Exemplo: Considere o conjunto-universo como sendo U = {1, 2, 3}.
e Descreva o que significa Vo (p(x)) ser verdadeira;
e Descreva o que significa Jz(p(x)) ser verdadeira;

e Determine as negacgoes das proposicoes dos itens anteriores.



Solucao:

e Como x s6 pode assumir os valores em U, sé podemos ter x =1 ou x = 2
ou x = 3. Assim, Vz(p(x)) ser verdadeira é o mesmo que p(1) e p(2) e p(3)
serem todas verdadeiras. Portanto,

Va(p(z)) = p(1) A p(2) A p(3).

e Como z € U = {1,2,3}, temos que Jz(p(x)) é verdadeira é o mesmo que
p(1) ou p(2) ou p(3) ser verdadeira. Portanto,

Jz(p(x)) = p(1) V p(2) V p(3).

e Nos itens anteriores, ViImos que

Vz(p(z)) = p(1) A p(2) A p(3) e que Jz(p(x)) = p(1) V p(2) V p(3) se o
conjunto-universo for U = {1, 2,3}. Dai, podemos obter suas negagoes:

~(Va(p(z))) = —p(1) V =p(2) V =p(3)
~(Jz(p(x))) = —p(1) A —p(2) A —p(3)
de onde observamos que
~(Vz(p(x))) = Fx(—p(x))
~(Jz(p(x))) = Va(—p(x))

Negacao de uma proposicao com V
A negacao de proposicoes quantificadas é inspirada em situagoes comuns:

e Negar que “todo politico € rico” equivale a dizer que “existe pelo menos
um politico que nao € rico”;

e Negar que “toda cidade tem um clima quente” equivale a dizer que “existe
pelo menos uma cidade que nao tem o clima quente”;

e Negar que “todo numero real tem um logaritmo decimal” equivale a dizer
que “existe pelo menos um numero real que nao tem logaritmo decimal”.

Definicao: Formalizamos o que foi observado em varios exemplos de negacoes
de proposicoes com o quantificador universal, definindo:

~(Va(p(x))) = Fx(-p(2))



Negacao de uma proposicao com
Observe as seguintes proposicoes, baseadas em situagoes do dia-a-dia:

e Negar que “exriste um estudante rico” equivale a dizer que “todo estudante
nao € rico”.

e Negar que “existe um lugar do sertao que tem muita dgua” equivale a dizer
que “todo lugar do sertao nao tem muita agua”.

e Negar que “existe pelo menos um leao mansinho” equivale a dizer que
“todo leao nao é mansinho”.

Definicao: Formalizamos o que foi observado em varios exemplos de negacoes
de proposicoes com o quantificador existencial, definindo:

~(32(p(x))) = Va(-p(z))

Negacao de proposicoes quantificadas — resumo

e Uma proposicao quantificada com o quantificador universal, por exemplo
Vx(p(x)), é negada da seguinte forma:

— Troca-se o quantificador universal V pelo existencial d;

— Nega-se p(x);
Dessa forma, obtém-se Jz(—p(x)) como sendo a negagao.

e Uma proposicao quantificada com o quantificador existencial, por exemplo
dz(q(x)), é negada da seguinte forma:

— Troca-se o quantificador existencial 4 pelo universal V;

— Nega-se q(z);

Dessa forma, obtém-se Vx(—¢(z)) como sendo a negagao.

8 Exercicios resolvidos

Exercicio 1: Determine o valor légico das seguintes proposicoes compostas:
a) Se 2+2 =4, entdo 3+ 1 =8§;
b) Se 2+ 2 =4, entao 3+ 1 = 4;
c) Se2+2 =3, entao 3+ 1 =28;
d) Se 2+ 2 =3, entao 3+ 1 =14.



Solucao:
a) Falsa, porque 2 4+ 2 = 4 é verdadeira e 3+ 1 = 8 é falsa;

)
b) Verdadeira, porque 2 + 2 = 4 é verdadeira e 3 + 1 = 4 é verdadeira;
¢) Verdadeira, porque 2+ 2 = 3 é falsa e 34+ 1 = 8 ¢ falsa;

)

d) Verdadeira, porque 2 + 2 = 3 é falsa e 3 + 1 = 4 é verdadeira.

Exercicio 2: Sendo p e ¢ proposicoes
e p: “Eu estou gripado”
e ¢: “Fu vou fazer a prova final”
e r: “Fu vou querer ser aprovado”
expresse as proposicoes
° (pV—q) —
o« p—(gAT)

na linguagem natural.

Solucgao:

e (pV —q) — —r: “Se eu estiver gripado ou nao fizer a prova final, entdo
nao vou querer ser aprovado”.

e —p— (qAr): “Se eu nao estiver gripado, entao eu vou fazer a prova final
e vou querer ser aprovado”.

Exercicio 3 : Considere p, q, r, s, t as seguintes proposigoes:
e p: “Diana estuda”
e ¢: “Diana joga voleibol”
e r: “Diana vai passar no vestibular”
e 5: “Se Diana estuda e nao joga voleibol, entao ela vai passar no vestibular”

e t: “Diana vai passar no vestibular se, e somente se, ela estuda ou joga
voleibol”

Escreva as proposicoes s e t usando os conectivos logicos e as proposicoes p, ¢
er.



Solucao:
o s (pA—g) =

o i:r < (pVy)

Exercicio 4 : Considere a proposicao “Se 4 + 2 = 9, entao o grdfico de

y = x> € uma pardbola”.

a) Qual é a sua reciproca?
b) Qual é a sua contrapositiva?
¢) Incluindo a sentenga dada, quais sa@o verdadeiras e quais sao falsas?

Solucao:

2

a) Reciproca: “Se o grdfico de y = x* € uma pardbola, entdo 4 +2 = 97.

2

b) Contrapositiva: “Se o grdfico de y = x* nao € uma pardbola, entao 4+ 2 #

97,

c) — A sentenga dada é verdadeira, porque 4 +2 =9 é falsa e “o grafico de
y = 22 é uma parabola” é verdadeira. Logo, a contrapositiva também

é verdadeira (pois é equivalente a sentenca dada)

2

— A reciproca é falsa porque “o grafico de y = z° é uma parabola” é

verdadeira e 4 + 2 = 9 é falsa.

Exercicio 5:
a) Sendo p e ¢ proposigoes, determine qual é a negagao de p — q.

b) Determine qual é a negagao de

“Se var chover amanha, entao nao irei a praia’.

Solucao:

a) p — q é equivalente a —p V ¢, logo, =(p — q) é equivalente a =(—pV q), ou
seja, =(p — q) = (-—p A —q) que é 0 mesmo que

—~(p—q) ={@Aq)
b) A proposigao dada é da forma p — ¢ onde
— p: “Vai chover amanha”
— q: “Nao irei a praia”.

10



Logo, sua negacao é p A —q, ou seja,

“Vai chover amanha e irei a praia”.

Exercicio 6:
a) Sendo p e ¢ proposigoes, determine qual é a negagao de p < q.
b) Determine qual é a negagao de

B+4=17) (4<8)

Solucgao:

a) Comop—=qg=pP—=>q9AN(@—=p),p—=q¢=-pVgeqg—p=-qVp,
temos que

“(pe=q@ =-((tpVa) A(=qVDp))=(=(-pVqV-(-qVDp))

Portanto:
“(peqg) =mA-q) V(gAN-p)

b) Usando o item (a), a negagao da proposicao dada é

B+4=7TNA4>8)V(B+4#T N 4<8).

Exercicio 7: Sabendo que p e s sao proposicoes verdadeiras e que ¢ e r sao
falsas, determine o valor logico de:

a) pA(r < —-rAs)

b) (rVs) — (g — (=p = —s))

Solucao:
a) Sendo r falsa e s verdadeira, temos que

— —r é verdadeira;

— (or, A_s ) é verdadeira;

14 14
— T e (ﬁrv/\ s) é falsa;
F

Como p é verdadeira, temos que p A (r <> —r A s) é falsa.

~

v F
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b) Como p e s sdo verdadeiras e ¢ e r sao falsas, temos:

N v F F F

~~ - -
v

(Ve )= (. —(p =)

<4

Dessa forma, concluimos que (r V s) — (¢ — (—p < —s)) é verdadeira.

Exercicio 8 : Sabendo que —=(p A ¢ — r) é uma proposicao verdadeira,
determine o valor légico de (r < p)V (¢ — 7).

Solucao:
e Sendo —(p A ¢ — ) verdadeira, temos que (p A ¢ — 1) é falsa;

e Uma proposicao condicional s6 é falsa quando o antecedente for verdadeiro
e o consequente for falso. Logo, p A g é verdadeira e r é falsa;

e Se p A q é verdadeira, entao p e ¢ sao verdadeiras;
e Sendo r falsa e p verdadeira, o bicondicional r < p é falsa;
e Sendo ¢ verdadeira e r falsa, o condicional ¢ — r é falsa;

e Concluimos assim que (r <> p) V (¢ — r) ¢é falsa.

Exercicio 9: Considere a proposicao (pV q) < ((-r As) — t), onde p, ¢,
r, s, t sa0 Proposicoes.

a) A tabela-verdade da proposi¢ao dada tem quantas linhas?

b) Qual o valor 1égico da proposicao dada, se p, g e r forem verdadeiras e s e
t forem falsas?

Solucgao:

a) A proposigao dada é composta de 5 componentes: p, ¢, r, s e t. Logo, sua
tabela-verdade tem 2° = 32 linhas.

b) (p V q)<—>((—1;7“/\ ;)—> ;)everdadelrasep,qerforem
v Vv

(- v} . J

v - P

Vv

v
verdadeiras e s e ¢t forem falsas.
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Exercicio 10 : Sendo p e ¢ proposicoes, mostre que

(pA(p—q) N—q

¢ uma contradicao.

Solucao:
plalp—q|lpAp—q | ~q]|(A(p—q)ANq
VIV Vv v F F
VIF| F F \% F
FIV] Vv F F F
FIF| V F \% F

Como s6 temos I na dltima coluna da tabela-verdade, temos que se trata de
uma contradicao.

Exercicio 11 : Sejam p, g e r proposicoes quaisqer. Mostre que s definida
por
P—=aA(g—r)=(p—T)
¢ uma tautologia.
Solucao:
e Neste caso, podemos construir a tabela-verdade da proposicao dada;

e Como temos 3 proposicoes componentes, temos 23 = 8 linhas na tabela;

e Observamos que a ultima coluna da tabela s6 tem V e concluimos que a
proposicao dada é uma tautologia.

Exercicio 11:

plag|lrip—=qlg—=r|p=¢N(q@—7)|p—=71]s
VIVIV] Vv v v vV [V
VIVIF[] Vv F F F |V
VIF|V] F \% F vV |V
VIF|IF| F v F F |V
FIV|V] V V Vv Vv Vv
FIV|F| V F F vV |V
FIFIV] V \% \% vV ||V
FIFIF| V % \% vV |V

Quaisquer que sejam os valores légicos das componentes p, g e r, a proposicao
composta s é sempre verdadeira; logo, ¢ uma tautologia.

Exercicio 12 : Considere a proposicao Vm In (m + n = 4) no universo de
discurso U.
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a) Qual é o valor légico da proposicao se U = N7

b) Qual é o valor 16gico da proposicao se U = Z?

Solucao:

a) Quando U = N a proposi¢ao dada é “Para todo niumero natural m, eziste
um numero natural n tal que a soma m +n € iqual a 47 que é falsa. Por
exemplo, atribuindo-se a m o valor 10, nao existe outro natural n cuja
soma com m seja igual a 4.

b) Quando U = Z a proposicao dada é “Para todo inteiro m, existe um inteiro
n tal que a soma m +n € igual a 4” que é verdadeira. Para todo inteiro
m, basta considerar o inteiro n = 4 — m para obtermos m + n = 4.

Exercicio 13: Considerando o universo de discurso como sendo o conjunto
dos ntumeros reais R, determine o valor légico das seguintes proposigoes:

a) Vo Jy (r+y =0)
b) Jy Vz (x +y = 0)

Solucgao:

a) A proposicao dada é: “Para qualquer nimero real x, existe wm nimero
real y tal que a soma x + vy € igual a 0” que é verdadeira. Qualquer que
seja r € R, basta considerar y = —x € R para termos z + y = 0.

b) A proposicao do item (b) é: “Frxiste um nimero real y tal que para todo
numero real x temos x +y = 07 é falsa. Nao existe um ntumero real y
que possa ser somado com todos os outros niimeros reais e o resultado seja
sempre igual a 0.

Exercicio 14: Seja p(z,y) a sentenca aberta “z > y” e U = R o universo
de discurso. Determine qual é o valor légico da proposicgao:

Vy 3z p(x,y) — 3o Vy p(z,y)

Solucao:

e Yy Jx p(x,y) significa que “Para todo nimero real y, existe um outro real
x tal que T > y” que é verdadeiro;

e dx Vy p(z,y) significa que “Eziste um numero real x tal que para todo real
y temos x > y”, ou seja, “Fxiste um niumero real x que € mator do que
todos os outros reais y” é falsa.
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e Pelo que mostramos nos itens anteriores, o condicional
Yy 3z p(x,y) — Jx Vy p(z,y) é falso.

V F

Exercicio 15 : Sendo p(z,y), q(x,y) e r(z,y) trés sentencas abertas com
variaveis livres = e y, qual é a negacao da seguinte proposicao?

Vo 3y ((p(z,y) Aa(z,y)) — r(z,y))
Solucao:

—(Vx 3y ((p(z,y) A q(z,y)) — r(x,y)))

= Jz =(Jy ((p(z,y) A q(z,y)) — r(z,y)))
=z Yy =((p(z,y) Nz, y)) — r(2,y)))
= Jov Vy ~(=(p(z,y) A g(z,y)) V r(z,y)))
= Jo Vy (== (p(z,y) A q(z,y)) A —r(z,y)))
= 3z Yy ((p(z,y) A gz, y)) A —r(z,y)))

Exercicio 16 : Sendo a e L constantes dadas, determine qual é a negacao
da seguinte proposicao:

Ve 36 Va ((0 < |z —a| < 8) — (|f(x) — L| < €)).

Solucgao:

—(Ve 0 Vo ((0 < |z —a| <) — (|f(z) — L] <¢)))
=3de Vo dz ~((0< |z —a| <) = (|f(z) — L| <e¢)))
=3Je Vo dx =(=(0 < |z —a| <)V (|f(z) = L| <¢)))
=de Vo do (=0 < |z —a| <) A=(f(z)— L| <))
=de Vo dz (0 < |z —a|l <) A=(|f(x) = L] <e¢)))
=3de Vo dz (0 < |z —a|l <)) A(|f(x) = L| >¢)))
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