Capitulo 3
Transformacoes Lineares

Neste capitulo vamos estudar um tipo especial de fungoes, as quais sao chamadas de
“transformacoes lineares” e que é um dos objetos fundamentais da algebra linear. Em
célculo, por exemplo, costuma-se aproximar uma funcao diferencidvel por uma transfor-

macao linear. Veremos, também, que resolver um sistema
AX =B
de equacoes lineares é equivalente a encontrar todos os elementos X € R™ ! tais que
Ta(X) =B,

onde T : R™! — R™*1 definida por T (X) = AX ¢ uma transformagcao linear.

3.1 Transformacoes Lineares

Sejam V' e W espagos vetoriais sobre R. Uma fungao 7' : V' — W & uma transformacao

linear se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. T(u+v) =T(u) + T(v), para todos u,v € V (Aditividade).
2. T'(au) = aT'(u), para todo a € R e u € V (Homogeneidade).

Observagoes 3.1 1. Intuitivamente, uma transformacao linear é uma funcdo que

preserva as operacoes dos espagos vetoriais.

2. SeT :V — W éuma transformagao linear, entdo T(0) = 0, pois
T0)=T0-u)=0-T(u) =0.
3. SeT:V — W é uma transformagao linear, entao
T(au+bv) =aT(u) +bT(v), YV a,beR eu,vev,
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pois
T(au+bv) = T(au)+T(bv)
= al'(u)+ 0T (v).
Mais geralmente,
T(auy + - +au,) =T (ay) +---+a,T(w,), Va €R euw €V.
4. SeT :V — W éuma transformacgao linear e V =W, dizemos que T é um operador
linear sobre V.

Exemplo 3.2 (Operador Nulo) Sejam V e W espagos vetoriais sobre R. A fung¢do

0:V — W definida por 0(u) = 0, para todo u € V, é uma transformacao linear, pois

O(u+v)=0=0+0=0(u)+0(v), VuveV

O(au) =0=a0(u), VaeR euel.

Exemplo 3.3 (Operador Identidade) Seja V' um espaco vetorial sobre R. A fung¢do
I =1y, :V —V definida por Iy(u) = u, para todo u € V', é um operador linear, pois

Iy(u+v)=u+v=I(u)+1Iy(v), VuveV

Iy(au) =au=aly(u), Va€eR euel.

Exemplo 3.4 Toda transformacao linear T : R — R é da forma ax, para algum a € R
fixado. De fato, é claro que a fun¢ao T : R — R definida por T'(x) = ax, para todo x € R,
é uma transformacao linear. Reciprocamente, seja T : R — R uma transformagao linear.
Entao

Tx)=T1-2)=T1)z, ¥V x €R.

Fazendo a = T(1) € R, obtemos T(x) = az, para todo x € R.

Exemplo 3.5 Sejam V =R W = R™*! espacos vetoriais sobre R e A € R™" uma
matriz firada. A funcao Ta : V — W definida por

TA (X) = AX7
para todo X € V', é uma transformacao linear, pois

TAX+Y)=AX+Y)=AX +AY = Ta(X) + Ta(Y), V X, Y € V.

Ta(aX) = A(aX) =a(AX) =aTa(X), VacR e X e V.
Note, também, que Sa : R¥>*™ — R definida por
TA<V) = VA>

para todo v € R™1, ¢ uma transformacao linear.
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Exemplo 3.6 (Operador Diferencial) Seja V = P,(R) o espago vetorial de todos os
polindmios com coeficientes reais e grau menor do que ou igual an. A fungio D :V — V

definida por (Dp)(z) = p/(x), para todo p € V, é uma transformagao linear, pois

(Dp+q) (x) = ((p+a)(x)) = (p(z)+q(z))
= p'(v) +d'(x) = (Dp)(x) + (Dg)(x)
= (Dp+ Dq)(x), V p,qeV

(D(ap)) () = (ap(x))’ = ap'(x) = a(Dp)(z)
= (a(Dp))(z), YVacR epeV.
Exemplo 3.7 (Operador Semelhanga) Seja V = R?. A fungio T : V — V definida

por
T(x,y) =c(z,y), ¥V ceR,

é uma transformacao linear (prove istol). Quando ¢ > 0, T é chamado de operador
semelhanca.

Exemplo 3.8 (Rotagao de uma angulo 0) Seja V = R?. Determine a transformagao
linear Ry : V. — V', onde Ry(u) é uma rotac¢ao anti-hordrio de um dngulo 6, 0 < 0 < 2,
do vetoru e V.

Solugao. Sejam u = (z,y) e Ry(x,y) = (u,v). Entao, pela Figura 3.1,

YA

o

0

Figura 3.1: Rotagao de um angulo 6.

temos que
u=rcos(a+0), r=rcosa e y=rsena.
Logo,
u=xcosf —ysend.

De modo anélogo,

v =xsenf + ycosh.
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Assim,

Ry(z,y) = (xcos — ysend, xsenf + y cosb).

Exemplo 3.9 (Operador Translagao) Seja V = R2. A funcio Ty, : V — V definida
por
T(u) =u+v,

onde u = (x,y) e v = (a,b), nao é uma transformagao linear, a menos que a = b = 0,
pois

7(0,0) = (a,b) # (0,0)
(confira Figura 3.2).

Y A Iy

o

0

Figura 3.2: Translacao por v.

Exemplo 3.10 Seja V =R% A funcio T : V — V definida por T(x,y) = (x,|y|) ndo é
uma transformacao linear, pois
T((z,y) +(r;s)) = T(x+ry+s)
(@+rly+s))
# (@, [yl) + (. s])
= T(x,y) +T(r,s),

desde que |y + s| < |y| + |s| se ys < 0. Em particular,

Note que T(0,0) = (0,0). Portanto, T(0) = 0 é condi¢io necessiria mas nao suficiente

para que T' seja uma transformagao linear.

Exemplo 3.11 Sejam V e W espacos vetoriais sobre o corpo dos racionais Q. Mostre
que se a fungcao T :'V — W satisfaz a condicao aditiva

Tu+v)=T(u)+T(v), Vuvey,

entao T' é uma transformacao linear.
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Solugdo. Como 0 4 0 = 0 temos que
T(0) = T(0 + 0) = T(0) + T(0).
Logo, T(0) = 0. Assim,
0=T(0) = T(u+ (—u)) = T(u) + T(—u) = T(—u) = —T(u), ueV.

Dado n € N, segue, indutivamente, que 7'(nu) = nT'(u), para todon € Ne u € V. Dado

n € Z com n < 0, obtemos
T(nu) =T(—n(—u)) = —nT(—u) = —n(-T'(u)) = nT(u).

Assim, T'(nu) = nT'(u), para todon € Z eu € V. Dado n € Z com n # 0, obtemos

Logo, T(%u) = 1T(u), para todon € Z, com n # 0, e u € V. Finalmente, dado

T on

r =2 ¢ Q, obtemos

T(ru) = T(m(%u)) _ mT(%u) = "7 (w) = /T(w)

e, assim, T'(ru) = rT'(u), para todo r € Q e u € V. Portanto, T' ¢ uma transformacao
linear. Assim, podemos cuncluir que toda fun¢do definida em espago vetorial sobre o
corpo dos racionais Q, satisfazendo a condicao aditiva, é sempre linear. Mostraremos a

seguir, que esse resultado nao é, em geral, verdade.

Teorema 3.12 Sejam V' e W espagos vetoriais sobre R. Sejam {uy,...,u,} uma base de
V e wy,...,w, vetores arbitrarios em W. Entao existe uma unica transformacao linear
T:V — W tal que

T(UZ) :Wz‘,l’: 1,...,n.

Prova. (Existéncia) Como {uy,...,u,} é uma base de V' temos que cada vetor u € V

pode ser escrito de modo tinico sob a forma
u=uaxu; + - -+ x,U,.
Vamos definir 7': V' — W por

T(u) =x,Wy + - + T, W, = ) T;W;.
=1

E claro que T estd bem definida e
T(u,) = Wi,i = 1,. NN

pois
uz-:Ou1+~~+0ui,1+1ui+0ui+1—|—~~+Oun,i:1,...,n.
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Dados v € V, digamos
V:y1u1+"'+ynun7

e ¢ € R, temos que

(z; + yi)w;
1

T(u+v) = T(é(;ﬁﬁ%)w) _

= Y owi+y yw; =T(u)+T(v)
i=1 i=1

n

7

(cx;)w;
1

T(cu) — T(:l(cmi)m) _

7

_ c@jl xw) — T(u).

n

(2

Portanto, 7' é uma transformagao linear.

(Unicidade) Seja S : V' — W outra transformagao linear tal que

S(uz) = Wi,’i = 1,...,7’L.
Entao
S(u) =S8 (Z xiui) => zS(w) => z;w; =T (u),
i=1 i=1 i=1
para todo u € V. Portanto, S =T. [ |

Observagao 3.13 Sejam V e W espacos vetoriais sobre R. Sejam = {u;}ic; uma
base de V' e {w;}ic;r uma familia arbitrario de vetores em W. Entdo existe uma tnica

transformacao linear T : V — W tal que
T(ul) = W;, Vel

Exemplo 3.14 Determine a transformacao linear T : R? — R3 tal que T(1,2) = (3,2,1)
eT(3,4) = (6,5,4).

Solugdo. E ficil verificar que {(1,2),(3,4)} ¢ uma base de R%. Assim, pelo Teorema
3.12, existe uma tnica transformacao linear 7' : R? — R3 tal que T(1,2) = (3,2,1) e
T(3,4) = (6,5,4). Agora, para determinar T, dado u = (z,y) € R?, devemos encontrar
r,s € R tais que

u=r(1,2) +s(3,4),

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r+3s=x
or +4s =y
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Logo, r = +(—4x + 3y) e s = 1(2z — y). Portanto,

T(x,y) = T(r(1,2)+s(3,4))
= 1T(1,2) + sT(3,4)
—4x + 3y

= —(3,2,1
2 (’7)+

(3, et o )

Exemplo 3.15 (Operador Projegao) Determine a proje¢io de um vetor u € R? sobre

Q0 —

a reta y = ax, com a € R.

Solugdo. E ficil verificar que {(1,a),(—a,1)} é uma base de R?, para todo a € R.
Entdo, pelo Teorema 3.12, existe uma tnica transformacao linear P : R? — R? tal que
P(1,a) = (1,a) e P(—a,1) = (0,0). Agora, para determinar P, dado u = (z,y) € R?

devemos encontrar 7, s € R tais que
u=r(1,a) + s(—a,1),

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r—as==x
ar—l—s:y‘

Logo,
r+ay ax + a’y
P(l‘,y) - (1_’_@27 1+CL2 )
1
((z,y), ( ,2a)><17a)_
(1, a)]
Como

R? = [(1,&)] D [(—(Z, 1)]7
dizemos que P é a projecao sobre [(1,a)] na dire¢ao de [(—a,1)], com a € R (confira
Figura 3.3).

Figura 3.3: Projecao de um vetor u € R? sobre a reta y = ax.
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Exemplo 3.16 (Operador Reflexao) Determine a reflexio de um vetor u € R?* em

torno de uma reta y = ax, com a € R.

Solugdo. E ficil verificar que {(1,a),(—a,1)} é uma base de R?, para todo a € R.
Ent3o, pelo Teorema 3.12, existe uma unica transformacao linear R : R? — R? tal que
R(1,a) = (1,a) e R(—a,1) = (a,—1). Agora, para determinar R, dado u = (z,y) € R?

devemos encontrar r, s € R tais que
u=r(1,a) + s(—a,l),

isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r—as==zx
ar—l—s:y'

Logo,
(1= aP)z+2ay 2az—(1—a?)y
Rlw.y) = ( 1+ a2 ’ 1+ a2 )
e
R [T
Como

R*=[(1,a)] & [(=a,1)],
dizemos que P é a reflexio em [(1,a)] na diregdo de [(—a,1)], com a € R (confira Figura
3.4).

Figura 3.4: Reflexao de um vetor u € R? em torno da reta y = ax.
Finalmente, se 0 é o angulo que a reta y = ax faz com o eixo dos x, entao a = tanf e é
facil verificar que

R(x,y) = (z cos 20 + ysen 20, x sen 20 — y cos 20).

Em particular, quando 6 = 7, temos que

R(z,y) = (y,v).
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Exemplo 3.17 Mostre que existe uma funcao T : R — R satisfazendo a condicao aditiva
Tx+y)=T(x)+T(y), V¥ z,y €R,
mas nao é uma transformacao linear, isto é, T'(x) # ax, para algum z € R.

Solucdo. E facil verificar que R com as operaces usuais é um espaco vetorial sobre Q.
Assim, pela Observacao 2.38, podemos escolher uma base “de Hamel” § = {x;};c; de R
sobre Q. Assim, para cada x € R, existem tnicos 7y,,...,7, € Q, onde ky,...,k, € I,

tais que
n

=TTk + 0+ Tk, Tk, = E T; Tk -
J=1

A funcao T : R — R definida por
T(x) = Zrij(a:kj), V zeR,
j=1

possui as propriedades desejadas, pois se fizermos
T(xy,) =1 e T(vg,) =0,
entao

Tx+y) =T(x)+T(y), ¥V x,y € R, mas T(z) # ax, para algum a € R.

EXERCICIOS

@ Verifique quais das transformacoes abaixo sao lineares.

(a) T:R?* — R? T(z,y) = (2z — y,0).
(b) T:R® =R T(z,y,2) = (x — 1,y + 2).

)
)
(c) T:R—R3 T(x)=(x,2z,—x).

)

(d) T: R — R, T(x,y) = (y,2%).

Seja V = R™*™ o espaco vetorial das matrizes quadradas de ordem n. Se B é uma

matriz nao-nula fixada em V, quais das seguintes transformacoes sao lineares?
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3. Sejam V = F(R,R) o espaco vetorial de todas as fungdes reais e h € R fixado.

Mostre que cada uma das funcées T : V — V abaixo é uma transformacao linear:

(2) (Tf)(x) = f(z + h). (Deslocamento)

(b) (Tf)(z) = f(x +h) — f(x). (Diferenca para frente)
(¢) (Tf)(z) = f(x) — f(z — h). (Diferenca para trds)
(d) (Tf)(x) = f(z+ 1) = f(z — L). (Diferenca central)
(©) (Tf)(@) =4 (f(z +4) — fz —1)). (Valor médio)

4. (Operador Integragao) Seja V = C(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes

reais continuas. Mostre que a funcao J : V' — V definida por

() (@) = | f(t)dt

o~—=8

¢ uma transformacao linear.

5. (Operador Cisalhamento na direcao de z) Determine a transformacao linear
T : R? — R? que satisfaca T'(1,0) = (1,0) e T(0,1) = (a, 1), onde a € R*. Defina
Operador Cisalhamento na direcao de y.

Determine o operador linear T : R? — R? que satisfaca T'(1,2) = (1,1) e T(0,1) =
- (1,0).

@ Determine o operador linear T : R? — R? que satisfaga T'(1,0) = (a,b) e T(0,1) =
(¢, d).

8. Seja V' = P(R) o espago vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais.

Mostre que cada uma das funcées T : V' — V abaixo é uma transformacao linear:

(a) (Tp)(x) = zp(x) (Multiplicagao por z).
(b) (Tp)(z) = ”(@T_ao (Eliminacao do termo constante e divisao por z).
9. Sejam S :V — W eT :V — W transformagoes lineares. Mostre que S + T e aT,

para todo a € R, sao lineares. Conclua que o conjunto de todas as transformacoes

lineares L(V, W) é um espaco vetorial sobre R.
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10. Se dimV = 2 e dimW = 3, determine uma base de L(V,WW). (Sugestao: Sejam
{v1,va} e {wy, wa, w3} bases de V' e W, respectivamente. Entao as transformagoes
lineares

w; sei=k

: i1=1,2e75=123,
0 set#k

Eij(vi) = 0w; = {
estao bem definidas e sao tnicas. Agora mostre que o conjunto
{ B, Erg, Enz, Eoy, oo, Eoz}
¢ uma base de L(V,W)). Generalize.

11. Sejam R: U -V, S :U — V eT :V — W transformacoes lineares. Mostre que

T o S é uma transformacao linear e

To(R+S)=ToR+ToS.

12. Sejam R : R? — R?, S : R? — R? e T : R? — R? operadores lineares definidos por
R(z,y) = (x,0), S(z,y) = (y,2) e T(z,y) = (0,y). Determine:

13. Sejam V = P(R) o espago vetorial de todos os polindmios com coeficientes reais e

D:V —-VeM:V — V operadores lineares definidos por

(Dp)(x) = p'(z) e (Mp)(z) = zp(x).
Mostre que MD — DM =1 e (DM)? = D>M? + DM.

14. Sejam V e W espacos vetoriais sobre R e f : V — W uma fungao. Mostre que as

seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) Se w —u = ¢(v — w), entdo f(w) — f(u) = c(f(v) — f(w)), para todos
u,v,weVeceR;

(b) f(z) = T(z) + x, para todo z € V, onde x €¢ W eT :V — W ¢é uma
transformacao linear;

() fOo o) = > jeif(w;), para todouw; € Ve € R, i =1,...,n, com
ci+--+c,=1.
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(Sugestao: (a = b) Sejamx = f(0) € WeT :V — W definidapor T'(y) = f(y)—x.

Agora, vamos provar que 7' é linear. Como y — cy = (¢ — 1)(0 — y) temos que

T(y) = T(cy) = f(y) = fley) = (¢ = D[f(0) = f(y)] = (¢ = D)(=T(y))-
Logo, T'(cy) = ¢T'(y), para todoy € V e ¢ € R. Finalmente, como
% —(y+2)—z—y— —%(2y—2z)
temos que
2I(z) - T(y+z) = T(2z) —T(y +z)= [(22) — f(y +2)
= —2lf(2y) — f(22)] = ~[T(y) - T(=)]
Portanto, T(y +z) = T(y) + T(z), para todos y,z € V.)

15. Seja T : V — V um operador linear tal que 7" =T oT o---0oT = 0, para algum
ke N.

(a) Mostre que se u € V & tal que 7% !(u) # 0, entdao o conjunto
{w,T(u),.... T (u)}
é LI.

(b) Mostre que se
W =[u,T(),..., T"(u)],

entao T'(v) € W, para todo v € W.

3.2 Niicleo e Imagem de uma Transformacao Linear

Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V' — W uma transformacao linear. A

imagem de T' é o conjunto

Im7T = {weW:w=7T(u), para algum u € V}
= {T(u):ueV}
= T(V)

(confira Figura 3.5).
4 T w

Figura 3.5: Representacao gréfica da imagem de 7'
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O naicleo de T' € o conjunto

kerT = {ueV:T(u) =0}
= T7Y0)

(confira Figura 3.6).

Figura 3.6: Representacao gréfica do ntcleo de T'.

Teorema 3.18 Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V. — W uma transformac¢ao

linear. Entao ImT é um subespaco de W e kerT' é um subespaco de V.

Prova. Vamos provar apenas que Im 7" é um subespacgo de W. E claro que Im 7T + ),
pois
0=T(0) € ImT.

Dados wi, wo € ImT e a € R. Como wy, wy € Im 7T temos que existem uy, uy € V' tais
que
w; =T(u;) e wy =T(uyp).

Logo,

Wi+ Wy = T(ul) + T(UQ)
= T(u+uy) €ImT,

poisu; +uy € V,e

aw; = al'(uy)

= T(ew) € ImT,
pois au; € V. Portanto, ImT" ¢ um subespaco de W. |
Observagao 3.19 Seja T : V — W wma transformacao linear com dimV = n. Entao
posto(T) = dimIm7 e nul(7) = dimker 7.
Exemplo 3.20 Seja T : R? — R3 a transformacao linear definida por
T(z,y,z) = (x,2y,0).

Determine o nicleo e a tmagem de T'.
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Solugao. Por defini¢ao

kerT = {(x,9,2) € R®:T(z,y,2) = (0,0,0)}
= {(z,y,2) €R*: (2,2,0) = (0,0,0)}
= {(0,0,z):z € R}
= (0,0, 1)]

ImT = {T(x,y,2): (z,y,2) € R}
= {(z.24,0) : 2,y € R}
= [(1,0,0),(0,2,0)].
Finalmente, como 7'(1,0,0) = (1,0,0), 7(0,1,0) = (0,2,0) e 7(0,0,1) = (0,0,0) temos
que
Im T = [T(1,0,0), 7(0, 1, 0)]
(confira Figura 3.7).

zZ A zZ A
T
m
| T(e;)
3
e, T(e,)
= .y - >
e, Vo T, y
afer T Il
X X

Figura 3.7: Representacao gréfica do nicleo e da imagem de 7.

Exemplo 3.21 Determine uma transformacdo linear T : R? — R* tal que
ImT = [(1,0,0,—1),(0,1,1,0)].
Solucdo. E ficil verificar que
a=1{(1,0,0,-1),(0,1,1,0)}

é uma base de Im7". Como (1,0,0,—1),(0,1,1,0) € ImT temos que existem uy, us € R?
tais que
T<u1) = (17 07 07 _1) € T(uz) = (O, 1, 1, 0)
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Seja W = [uy, ug]. Entao {u;,us} é uma base de W, pois a é uma base de ImT'.
Afirmacao. R3 =W @ kerT.
De fato, dado u € R3, temos que T'(u) € ImT. Logo, existem y;,y> € R tais que

T(u) = yl(l, O, O, —1) + y2<0, 1, 1, O) = le(ul) + ygT(UQ)
= T(yiu + yous).
Assim,
T (u— (1w +youz)) = T(u) — T(y1wr + youp) = T'(u) — T'(u) = 0,
isto é,
u— (y1ug + yous) € ker T,
Portanto, existe v € ker T" tal que

u— (y1u1 + y2u2> =vV=u= (y1u1 -+ y2u2) +veWw —|—kerT,

ou seja, R = W + ker T. Agora, ¢ facil verificar que W Nker T = {0}. Escolhendo uma

base {us} para ker T', obtemos uma base

{U.1, Uo, U.3}

para R3. Em particular, escolhendo u; = (1,0,0), uy = (0,1,0) e uz = (0,0,1) temos,

pelo Teorema 3.12, que existe uma tinica transformacao linear T : R? — R* tal que
T(u) =(1,0,0,-1),T(uz) = (0,1,1,0) e T'(u3) = (0,0,0,0).
Agora, para determinar T, dado u = (z,y, 2) € R?, temos que

T(z,y,2) = aT(uy)+yT(us)+ 27 (us)
= ('Tv Y. Y, —(L‘).

Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V — W uma transformacao linear.

Dizemos que T' é injetora se
Tu)=TWV)=u=v, YuveV

ou, equivalentemente,

u#v="Tu)#T(v), YVuvel

Dizemos que T' é sobrejetora se dado w € W, existir u € V tal que T'(u) = w, isto &,
Im7T = W. Finalmente, dizemos que T' é bijetora se T' é injetora e sobrejetora. Neste

caso,
w=T(u) < u=T""w).
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Exemplo 3.22 Seja T : R?* — R a transformagado linear definida por T(z,y) = x. Entdo

T é sobrejetora, pois
ImT ={T(z,y): (z,y) ER*} ={r-1:2 € R} =[1] =R,

Mas nao é injetora, pois T(0,1) =0=T(0,—1) e (0,1) # (0,—1).

Exemplo 3.23 Seja T : R — R? a transformacao linear definida por T(z) = (z,0).

Entao T é ingetora, pois
T(x)=T(y) = (x,0) = (y,0) =z =y.

Mas nao ¢é sobrejetora, pois T'(z) # (0,1), para todo x € R, isto é, ImT # R2.

Exemplo 3.24 Seja T : R* — R3 a transformagdo linear definida por T(z,y,z) =

(x,2y,0). Entao T ndo é injetora e nem sobrejetora, pois
7(0,0,1) = (0,0,0) =7(0,0,—1)

com (0,0,1) # (0,0, —1) e T(z,y,2) # (0,0,1), para todo (x,y, z) € R3, isto é, Im T # R3.

Sejam V', W espacgos vetoriais sobre R e T' : V — W uma transformacgao linear.

Dizemos que T' é nao-singular se ker T'= {0}. Caso contrario, dizemos que T é singular.

Teorema 3.25 Sejam V', W espagos vetoriais sobre R e T : V. — W uma transformacao

linear. Entao T é nao-singular se, e somente se, T é injetora.

Prova. Suponhamos que T' seja nao-singular, isto é, kerT' = {0}. Dados u,v € V, se
T(u) =T(v), entao

Tu—v)=T(u)—T(v) =T(u) —T(u) =0.

Logo, u — v € kerT = {0}. Portanto, u = v, ou seja, T' é injetora. Reciprocamente,
suponhamos que 7" seja injetora. Dado u € ker 7', temos que 7'(u) = 0. Como 7'(0) =0

temos que

T(u)=0=T(0) = u=0.
Assim, ker T' = {0}. Portanto, 7" ¢ nao-singular. |
Corolario 3.26 Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V' — W uma transformacao

linear. EntaoT' é nao-singular se, e somente se, T’ leva todo conjunto LI de V' em algum
conjunto LI de W'.
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Prova. Suponhamos que T' seja nao-singular, isto ¢, ker "= {0}. Seja
a={u,...,u,}
conjunto qualquer LI de V. Devemos provar que
T(a)={T(uy),...,T(u,)}
¢ um conjunto LI de W. Sejam z1,...,z, € R tais que

©T(w)+ -+ 2,7 (u,) =0.

Logo,
T(ziuy + -+ xpu,) = 21T (0g) + - - + 2,7 (u,) = 0.
Assim,
ruy + -+ xu, € ker T = {0},
isto é,

riuy + - +z,u, =0.

Logo, 1 =0,..., x, =0, pois a é¢ LI. Portanto,

{T(0y),...,T(u,)}

¢ um conjunto LI de W. Reciprocamente, seja u € ker T, com u # 0. Entao {u} é um
conjunto LI de V. Assim, {T'(u)} = {0} é um conjunto LI de W, o que é impossivel.

Portanto, u = 0 e T' é nao-singular. |

Teorema 3.27 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam V', W espagos vetoriais

sobre R, comdimV =n, eT : V — W uma transformacao linear. Entdo

dimV = dimkerT +dimImT
= nul(T") + posto(T).

Prova. Como ker T' é um subespago de V' temos que ker T' contém uma base

{uy,...,u}

que é parte de uma base
6 = {u1>"'>uk7uk+l7"'7un}
de V.
Afirmacgao. {T(uj41),...,7(u,)} é uma base de Im 7.
De fato, dado w € Im T, existe u € V tal que w = T'(u). Como u € V e § é uma base

de V temos que existem x1,...,z, € R tais que

u=2z1u; + -+ U + Tpr1Wp1 + - + TpUy.
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Assim,

w = T(u)
= T(xlul + -+ U + T U + 000 F xnun)

= Tpp T (Wpsr) + -+ 2,7 (0y),
pois T'(w;) =0,i=1,..., k. Logo,
{T(ugy1),...,T(u,)}
gera ImT'. Agora, para provar que
{T(wgs1), ..., T(a,)}
¢ um conjunto LI, sejam yj1,...,y, € R tais que

Yer1 T (Wp1) + -+ ynT(w,) = 0.

Entao
T(Ye1 g1+ + yolty) = Y T(Wgyr) + -+ + yaT(1,) = 0.

Assim,

Yk+1Ug+1 + -+ YpUy € ker T
Logo, existem z1,...,x; € R tais que

Yk-1 k41 + + 0+ YUy = T1Ug + -+ + TpUy.
Donde,
Ty + -+ Ty + (< Ykr1) Wk + 0+ (= Yn)u, = 0.

Como [ é uma base de V' temos que yxy1 = =y, =0¢€

{T(wgs1), ..., T(a,)}
¢ um conjunto LI. Portanto,
dimV =n=%k+ (n—k) =dimker 7'+ dim Im 7.

Corolario 3.28 Sejam V, W espacos vetoriais sobre R, com dimV = dimW = n, e
T :V — W uma transformagao linear. Entao T é injetora se, e somente se, T é

sobrejetora.
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Prova. Suponhamos que 7" seja injetora. Entao, pelo Teorema 3.25, ker ' = {0}. Assim,
dimW =dimV =dimker 7'+ dimIm7 = dimIm 7.

Como ImT C W e dimW = dimIm 7T temos que Im7T = W. Portanto, T' é sobrejetora.
Reciprocamente, suponhamos que T seja sobrejetora. Entao Im7T = W e dimW =

dimIm 7. Assim,
dimIm7T =dimV =dimkerT +dimIm7T = dimkerT = 0.

Assim, ker T' = {0} e, pelo Teorema 3.25, T ¢ injetora. [ |

Corolario 3.29 Sejam V, W espagos vetoriais sobre R, com dimV = dimW = n, e

T :V — W uma transformacao linear. Entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. T é byetora.
2. T é nao-singular.
3. T ¢é sobrejetora.
4. T leva toda base de V' em alguma base de W . [ ]
Exemplo 3.30 Determine uma transformacao linear T : R? — R* tal que
ker T = {(v,y,2) ER¥*: 2+ y+2=0}.
Solucao. E facil verificar que
{(1,0,-1),(0,1,-1)}
¢ uma base de ker T. Como ker T' é um subespaco de R? temos que
{(1,0,-1),(0,1,—1)}
¢ parte de uma base de R3. Vamos estender este conjunto a uma base de R3, digamos
{(1,0,-1),(0,1,—1),(0,0,1)}.

Assim, definindo arbitrariamente 7°(0,0, 1), digamos 7'(0,0,1) = (0,0,0, 1), temos, pelo

Teorema 3.12, que existe uma tnica transformacao linear 7' : R?* — R* tal que
T(1,0,-1)=(0,0,0,0),7(0,1,—1) = (0,0,0,0) e T7(0,0,1) = (0,0,0,1).
Agora, para determinar T', dado u = (z,y, z) € R3, devemos encontrar r, s,t € R tais que

u=r(1,0,—1) +5(0,1,—1) + £(0,0, 1),
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isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

r=u
s=1y .
—-r—s+t==z

Logo,
T(xz,y,z) =(0,0,0,z +y + z2).

Teorema 3.31 Sejam V', W espagos vetoriais sobre R e'T' : V. — W uma transformac¢ao

linear bijetora. Entdao a transformacdo inversa T—': W — V ¢ linear.

Prova. E claro que T-'(0) = 0, pois T(0) = 0. Dados wy, wo € W, a € R e T sendo

bijetora temos que existem tnicos uy, us € V tais que
wi =T(w) & u =T1w;) e wy=T(uy) & uy =T 1 (wy).
Como
T(U1 + 112) = T(ul) + T(UQ) = Wi + W»

temos que
T_l(Wl + Wg) =u; +ug = T_l(Wl) + T_l(WQ).
Finalmente, como
T(auy) = aT(uy) = aw;
temos que

T_l(awl) = au; = CLT_I(Wl).

Portanto, T~ é linear. [

Sejam V', W espacos vetoriais sobre R e T : V — W uma transformacao linear.
Dizemos que 1" é um isomorfismo se 1" &€ bijetora. Se existir um isomorfismo de V' sobre
W, dizemos que V' & isomorfo a W e serd denotado por V ~ W. Intuitivamente, um
isomorfismo 71" de V sobre W é uma regra que consiste em renomear os elementos de V',

isto ¢, o nome do elemento sendo T'(u) ao invés de u € V.

Exemplo 3.32 Mostre que T : R® — R3 definida por T(x,y,2) = (v — 2y, 2,2 +y) é um

isomorfismo e determine uma regra para T—* como a que define T.

Solugao. Como

kerT = {(w,y,2) €R®:T(x,y,2)=(0,0,0)}
= {(x,y,2) €R*: (x — 2y, 2,2 +y) = (0,0,0)}
= {(0,0,0)}



3.2. NUCLEO E IMAGEM DE UMA TRANSFORMACAO LINEAR 91

temos que T' ¢ injetora. Portanto, T ¢ isomorfismo. Assim, dado (a,b, c) € R3, existe um

tinico (x,vy, z) € R3 tal que

T('x7 y? Z) = (a’7 b7 C) <:> Tﬁl(a’ b7 C) = ('x7 y? Z)

Logo,
(a,b,¢) = (v —2y,2z,x+y),
isto é,
rT—2y=a
z=0b.
r+y=c
Assim,
a+2c c—a b
3 VT3
Portanto,
a+2c —a+c
Til 7b7 = J 7b 9
(a,b,c) ( 3 3 )
ou ainda,

_ T+2z —x+z
T 1(I,y,2’): ( 3 ) 3 ’y) M

Teorema 3.33 Todo espaco vetorial de dimensdo n sobre R é isomorfo a R™.
Prova. Sejam V um espago vetorial sobre R com dimV =n e
B={u,...,u.}
uma base ordenada de V. Entao para cada u € V' existem tnicos 1, ..., 7, € R tais que
n
u = Z Tr;u;.
i=1
Vamos definir T3 : R® — V' por
Ts(x1,....x,) = W

E facil verificar que T estd bem definida, € linear e injetora. Portanto, V' é isomorfo a
R, |

Observacoes 3.34 1. A transformagao linear Tz : R* — V ¢é chamada a parame-
trizacao de V' dada pela base 0 e Ty 1 ¢ chamada de isomorfismo de base canénica

de V' associada com a base [3.

2. Sejam T : V. — W um isomorfismo e S = {uy,...,u,} um subconjunto de V.
Entiao S é LI se, e somente se, T(S) é LI. Portanto, ao decidirmos que S é LI

nao importa se consideramos S ou T(S), confira Coroldrio 3.26.
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EXERCICIOS

1. Seja T : V — W uma transformagao linear.
(a) Mostre se U é um subespago de V', entdao o conjunto

TWU)={T(u):ueU}
¢ um subespaco de .

(b) Mostre que se Z ¢ um subespago de W, entao o conjunto

T Z)={ueV:T() e Z}

¢ um subespaco de V.
2. Sejam T : R? — R? um operador linear definido por T'(z,y) = (z + v, y),

A = {(z,y) eR* :max{|z|, [y]} =1}, B={(z,y) eR*: [z + ]yl =1} e
C = {(z,y) eR?:2* +¢* =1}

Determine T'(A), T'(B) e T(C).
@ Para cada tranformacao linear abaixo determine o micleo e a imagem:
(a) T :R?* — R? definida por T'(z,y) = (y — ,0, 5z).
(b) T : R® — R? definida por T'(z,y, 2) = (z +y + 2, 2).
4. Seja T': V — W uma transformagao linear. Mostre que se
V=lu,...,u,l,

entao
Im(T) = [T(w),...,T(u,)].

5. Seja T de R? em R? a funcao definida por

T(x,y,2)=(r —y+ 2220 +y,—x — 2y + 2z).

(a) Verifique que T' é uma transformagao linear.

(b) Se (a,b,c) & um vetor em R3, quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor
esteja na imagem de 77 Qual é o posto de T7
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(c¢) Quais as condigoes sobre a, b e ¢, para que o vetor esteja no nicleo de 77 Qual
¢ a nulidade de T'7

6. Sejam V e W espagos vetoriais sobre R e 7' : V — W uma transformacao linear.

Mostre que se
{T(wy),...,T(u,)}

¢ um conjunto linearmente independente de W, entao

{uy,...,u,}
¢ um conjunto linearmente independente de V.

@ Determine uma transformagcao linear T : R? — R3 tal que

Im T = [(1,0, 1), (1,2,2)].

8. Determine uma transformacao linear T : R® — R3 tal que

ImT = [(1,2,3), (4,0,5)].

@ Determine uma transformacao linear 7' : R? — R? tal que

kerT' = [(1,1,0)].

10. Determine uma transformagao linear sobrejetora T : R? — R? tal que 7'(1,1,0) =
T(0,0,1).

@. Existe uma transformagao linear 7' de R® em R? tal que T(1,—1,1) = (1,0) e
T(1,1,1) = (0,1)?

@) Existe uma transformagao linear 7' de R? em R? tal que T'(1, —1) = (1,0), T'(2, —1) =
(0,1) e T(—3,2) = (1,1)?

13. Sejam S : U — V e T : V — W transformacoes lineares.

(a) Mostre que Im(7 0 S) CImT e posto(T o S) < posto(T).
(b) Mostre que ker S C ker(7T" o S) e nul(S) < nul(SoT).

14. Sejam T} e T; operadores lineares de V' tais que
nul(7}) = nul(73) = 0.
Mostre que nul(7} o T3) = 0.

15. Sejam S, T : V — V operadores lineares com dim V' = n. Mostre que:



