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2.2 Subespacos Vetoriais

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e W um subconjunto de V. Dizemos que W é

um subespaco (vetorial) de V' se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
1. W # 0.
2. u+ve W, para todos u,ve W.
3. aue W, paratodoa e ReueW.

Observacgoes 2.9 1. Qualquer subespaco W de V' contém o vetor nulo 0, pois quando
a =0, temos que
0=0ueW.

2. Pode ser provado que, se admitirmos estas duas propriedades em W, as oito pro-
priedades de espaco vetorial sao vdlidas em W. Desta forma, W é também um

espaco vetorial com as propriedades herdadas de V.

3. Todo espago vetorial V' admite pelo menos dois subespagos, a saber, {0} e V', chama-
dos de subespacos triviais ou impréprios. Os demais subespacos de V' sao chamados

de subespacos nao-triviais ou proprios.
Exemplo 2.10 Sejam V =R" e

W = {(x1,...,2,) €V :xy =0}
= {(0,2q,...,2,) : T2y..., 2, € R}

Entao W é um subespago de V.
Solucao. E claro que W # (), pois
0=(0,...,0) e W.
Dados u,v € W e a € R. Como u,v € W temos que
u=(0,29,...,2,) € v=1(0,92,...,Yn)
Logo,

u+v = (04+0,22+y2,...,Tn+Yn)
= 0,20+ Y2, .., Tn+yn) €W

au = (a0,axy,...,ax,)

= (0,axy,...,ax,) € W.

Portanto, W é um subespaco de V.
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Exemplo 2.11 Sejam V =R™" ¢
W={AecV A=A}
o conjunto das matrizes simétricas. Entao W é um subespaco de V.
Solucao. E claro que W # (), pois
O'=0=0cWV.
Dados A, Be W ea € R. Como A, B € W temos que
A=A ¢ B'=B.

Logo,
(A+Bf=A"+B'=A+B=A+BecW

(aA)' = aA' = aA = aA € W.
Portanto, W é um subespaco de V.
Exemplo 2.12 Sejam A € R™ " uma matriz fivada, V = R™! ¢
W={XeV:AX = 0}.
o conjunto solucao do sistema homogéneo AX = O. Entao W é um subespaco de V.
Solugao. Fica como um exercicio.
Exemplo 2.13 Sejam V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungdes reais e
W=A{feV:f(-x)=f(x), V zeR}
o conjunto das funcoes pares. Entao W é um subespaco de V.
Solucao. E claro que W # (), pois
0(—z)=0=0(z), VzeR, ==0eW.
Dados f, g € W ea € R. Como f, g € W temos que
fx) = f(=2) e g(z) = g(=2), Y z R

Logo,

= (f+9)x), VzeER, = f+geW

(af)(=z) = af(-z)=af(z)
= (af)(x), V2 €R, = af € W.

Portanto, W é um subespaco de V.
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Exemplo 2.14 Sejam V = P,(R) comn >2 ¢
W ={peV:pQ1)=p(7) =0}
Entao W é um subespago de V.
Solucao. E claro que W # (), pois
0(1)=0(7)=0=0€ecW.
Dados p, g € W e a € R. Como p, ¢ € W temos que
p(1) =p(7) =0 e g(1) = ¢(7) = 0.
Logo,

0=0c¢e
0=0=p+tqgeW

(r+q(1) = p1)+q(1) =

0+
(p+a)(7) = p(7)+q(7) =0+

(ap)(1) =ap(l)=a-0=0 e (ap)(7) =ap(7)=a-0=0=ap € W.
Portanto, W é um subespaco de V.
Exemplo 2.15 Sejam V =R" e
W ={(x1,...,2,) €V :2x9g =11+ 1}.

Entao W nao é um subespaco de V', pois

Exemplo 2.16 Sejam V =R? ¢
W ={(z1,22) € V : 29 = |21]}.
Entao W nao é um subespago de V', poisu=(—1,1) e W ev = (2,2) € W mas
ut+v=(1,3)¢W

Note que 0 = (0,0) € W. Portanto, 0 € W ¢é condi¢do necessdria mas nao suficiente

para que W seja um subespago de V.

Teorema 2.17 Seja V' um espaco vetorial sobre R. Se Wi e Wy sao subespagos de V,
entao W1 N Wy é um subespaco de V.
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Prova. E claro que Wi N W, # 0, pois
0cWi e 0eWy=0ec W, NWs.

Dados u,v e WiNWs e a € R. Como u,v e Wy NWs, temos que u,v € Wy eu,v e W.
Assim, por hipdtese,
ut+velW, u+vel

au € Wi, au € Ws.

Logo,
ut+tveW NWy e aue Wy NWs.

Portanto, W7 N W5 é um subespaco de V. |
Exemplo 2.18 Sejam V = R3,

Wi ={(z,y,2) eV:x=0} e Wo={(2,y,2) € V:y=0}
subespagos de V' (prove isto!). Determine Wy N Ws.

Solugao. Dado u = (z,y, z) € Wi NWs, obtemos u = (x,y,2) € W eu = (z,y,2) € Wa.
Logo, = 0 e y = 0. Portanto, u = (x,y,z) € Wi N W, se, e somente se, z =y =0e z
qualquer. Assim,

WinWy ={(z,y,2) € V:x=y=0}

Exemplo 2.19 Sejam V = R?*2,

W=l P eviabcert emp=d| "
c 0 0 d

subespagos de V' (prove isto!). Determine Wi N Ws.

EV:a,bE]R}

Solucao. Dado

temos que
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se, e somente se, b = c=d =0 e a qualquer. Assim,

a 0
WiNWy =
A, {[OO

eV:ae ]R} .
Pergunta. W; U W, é um subespaco de V7 A resposta desta pergunta é, em geral,
nao. De fato, sejam V = R2,
Wy ={(z,y) e V:y=0} e Wo={(z,y) € V:2=0}
subespacos de V' (prove isto!). Entao W; U W5 nao é um subespago de V', pois
u= (1,00 e W1UW, e v=(0,1) € W UW,

mas
u—l—v=(1,1)§éW1UW2.

Teorema 2.20 Seja V' um espaco vetorial sobre R. Se Wy e Wy sdo subespagos de V,
entao o conjunto
W1+W2:{U1+UQ2111 €W1 € UQGWQ}

é um subespaco de V. Note que W1 U Wy C Wy + W,

Prova. Como 0 € W; e 0 € W, temos que 0 = 0+ 0 € Wy + Ws,. Logo, Wi + Wa # ().
Agora, dados u,v. € Wy + Wy e a € R. Como u,v € W; + Wy temos que existem

ug, vy € Wi e ug, vy € Wy tais que u = uy + uy € v = vy + vo. Assim, por hipétese,

111+V1€W1, 112+V2€W2

e
auy € Wy, auy € Wh.

Logo,

ut+v = (u1 —|—LI2)—|— (Vl —|—V2)

= (m+vi)+(u+vy) e W + W,
e
au = a(u; + ug) = auy + auy € Wy + Wi,

Portanto, W; + W5 é um subespaco de V. |

Exemplo 2.21 Sejam V = R3,
Wy ={(z,y,2) e V:e=0} e Wo={(2,y,2) € V:y=2=0}

subespagos de V' (prove isto). Determine Wi N Wy e Wy + Wi.
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Solugao. Dado u = (z,y, z) € WiNWs, obtemos u = (z,y,2) € Wy eu = (z,y,2) € Wh.
Logo, x = 0 e y = z = 0. Portanto, u = (z,y,2) € Wy N W se, e somente se, © =y =
z = 0. Assim,

Wy NWy =1{(0,0,0)}.

Agora, dado u € W; + Wy, existem u; = (0,y,2) € W e ug = (2,0,0) € Wy, com
x,y, 2 € R, tais que

u=u; +u = (2,9, 2).

Portanto,
Wi+ Wy =V.

Sejam V um espacgo vetorial sobre R e Wi, Wy subespagos de V. Dizemos que V' é
decomposto em soma direta de Wy e W5, em simbolos V' = W; & W5, se as seguintes

condicgoes sao satisfeitas:
1. V=W +Ws.
2. Wy NnWy = {0}.
Exemplo 2.22 Sejam V = R?,
Wy =A{(z,y,2) e V:ie=0} e Wo={(z,y,2) € V:y=2=0}
subespacos de V. Entao, pelo Exemplo 2.21, V = W, & Ws.
Exemplo 2.23 Sejam V = R"*",
Wi={AceV: A=A} e Wo={A eV :A'=-A}
subespacos de V. Mostre que V- = W7 & Ws.
Solucao. Dado A € W; N W5, temos que A € W, e A € W,. Logo,
Al=A e Al=-A=A=-A=2A=0=A=0.
Assim, W3 N W, = {O}. Agora, dado A € V, temos que

A= 1A
= (%—F%)A
= SA+ZA
= %A+%At—%At+%A
= l(A+A'f)+%

> (A — AY).
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E facil verificar que

1 1

§(A+ At) eWi e §(A — At) e Ws.
Portanto, V = W; + Wh.

EXERCICIOS

1. Mostre todas as afirmacoes deixadas nesta segao.

=\
eja V = R3. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos de V.

(a) W={(z,y,2) e V:x+y+2=0}

(b) W=A{(z,y,2) eV:r<y<z}

(c) W=A{(z,y,2) e V:x—32=0}

(d) W=A{(z,y,2) e V:xeZ}

() W={(x,y,2) eV :a?+y?+:2<1}

) W={(z,y,2) € V:x >0}

(&) W=A{(z,y,2) eV :zy =0} \

iersir o
M=gl,

@Seja V n 2= 2. Verifique quais dozs}‘silbconjuntos abaixo sao subespacos de
V. |R = M

{’a 5] } o X ol
(a) W= J eV:ia=ceb+d=0,.
C
(b)W:{ “Z EV:a+d§b+c}.
C

(c) W={AeV . AB = BA, B uma matriz fixa em V}.
(d) W={AeV:A?=A}.

(e)W:{ aZ EV:ad—bc%O}.
c
b

(f)W:{ ¢ . EV:ad—bc:O}.
&

Seja V , n > 2. Verifique quais dos subconjuntos abaixo sao subespacos de
V.

(a) W={peV:p(0)=0} N %LWW IJ-Q 8/\%
Vo M XMy (Y]

(Cm/lé Qg M= @3
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(b) W={peV:p(0)=2p(1)}
W={peV:p(x)+p(x) =0}
W={peV:p(2)=0 e p{5)#0}.

(6) W={peV:p=ao+ay®+--- +ays® e 2k <n}.

Seja V' = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungoes reais. Verifique quais dos

subconjuntos abaixo sao subespacos de V.

) }
) }
() W={feV:f3)=/(5}
(d) W={feV:f écontinua}.
() W={feV:f éderivavel}.
(f) W={feV:f éintegravel}.

(a) W={feV:f0)=1
(b) W={feV:f(5 =0

6. Sejam W;,Ws e W5 os seguintes subespacos de R?
Wi = {(z,y,2) eRP:x=z}, Wo={(z,y,2) eR*:ax=y=0},
Wy = {(z,y,2) eR’:x+y+2=0}.

E verdade que Wy + Wy = Wi + W5 = Wy + W5 = R3? Em algum dos casos a soma

é direta?

7. Sejam V um espaco vetorial sobre R e Wy, W, subespacos de V. Mostre que V' =
W1 & Wy se, somente se, todo vetor v em V' pode ser escrito de modo tinico sob a

forma v = w; + wy, onde wy; € Wi e wy € Wh.

8. Considere
Wy = {(z,y) E]RQ:x:y}.

Encontre um subespaco Ws de R? tal que R? = W; @ W.

7. Sejam V = F(R,R) o espaco vetorial de todas as fungoes reais e

Wy = {feV:f(—x)=f(x), VzeR}
Wy = {feV:f(—x)=—f(z), ¥V xeR}

subespacos de V. Mostre que V = W7 @& Ws.

8. Sejam V = F(R,R) o espaco vetorial de todas as fungoes reais e r € R fixado.

Mostre que o conjunto
W,={feV:f(x)=0, V xe€[-rr]}

¢ um subespago de V.
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9. Sejam V um espaco vetorial sobre R e W;,W5 subespacos de V. Mostre que W7 UW,
é um subespacgo de V' se, e somente se, W; C Wy ou Wy C W;.

10. Sejam V' um espaco vetorial sobre R e Wy, Wy, W3 subespacos de V.

(a) Mostre que (W N W) + (W N Ws5) C Wi N (W + Ws).

(b) Mostre que Wy + (Wao N W3) C (Wy + Wa) N (Wy + Ws).

(¢) Mostre, com um exemplo, que as inclusdes acima podem ser estritas.
)

(d) Mostre que se W3 C Wi, entdo vale a igualdade.

11. Sejam V um espaco vetorial sobre R e W;, W5 subespacos de V' tais que V =

Wi & Wj. Dizemos que um subespaco U de V' é adaptado a esta decomposicao se
U=UnWy) e UnWws,).

(a) Determine um exemplo de uma decomposi¢ao e um subespago que nao seja

adaptado a decomposicao.

(b) Mostre que se W; C U ou Wy C U, entao U ¢é adaptado a decomposicao.

2.3 Combinacao Linear

Seja V um espaco vetorial sobre R. Um vetor u em V' é uma combinacao linear dos

vetores uy,...,u, em V se existirem escalares z1,...,x, € R tais que
n
u=2xu; +---+zxr,u, = E r;u;.
i=1

Exemplo 2.24 Sejam V =R* ¢
w=(1,1,-2,1), w=(3,0,4,-1), uz=(-1,2,5,2)

vetores em V. Quais dos vetores u = (4,-5,9,—7), v = (3,1,—4,4) ew = (—1,1,0,1)

sao combinacades lineares dos vetores uy, us e uz?
Solucgao. Para resolver este problema devemos verificar se a equacao vetorial
TriU; + ToUz + T3Uu3 = U

tem solugao, onde u = (by, by, b3, by) € V. Mas isto é equivalente a determinar condicoes

sobre by, bs, b3 € by, de modo que o sistema nao-homogéneo

I1+3I2—$3:b1
xr1 + 2%3 = b2
—21‘1 + 41‘2 + 5553 = b3

I1—$2—|—2I3:b4
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tenha solucao. Para resolver o sistema, vamos reduzir a matriz ampliada & forma em

escada
1 3—15m_ —100 &%%%'
: : 3by —bo+b
Al — 10 2 : b . LR 010 : %
-2 4 5 : b 00 1 iy 100,430
1 -1 2 by | (000 361—14b2143rbg+13b4 |

Portanto, pelo item 2 das Observagoes 1.19, o vetor u = (by, by, b3, by) € V' & combinagao

linear dos vetores u;, u, e us se, e somente se,

3b1 — 14by + bz + 1304
13

Assim, u = (4, 5,9, —7) é combinagao linear dos vetores uj, us e us, pois

=0<«& bg = —361 + 14b2 — 13b4

9=-12—-704+91 e u= —3u; + 2u; — ug,
v = (3,1,—4,4) nao é combinacao linear dos vetores uy, us e ug, pois
—4# -94+14 - 52
ew = (—1,1,0,1) ndo é combinacao linear dos vetores u;, us e ug, pois
0+#3+14—13.

Teorema 2.25 Sejam V um espago vetorial sobre R e uy,...,u, vetores fixados em V.

Entao o conjunto

=1

W:{x1u1+~~-+xnun:xl,...,an]R}:{inui:xieR}

¢ um subespaco de V.
Prova. E claro que W # 0, pois
0=0u;+---4+0u, e W.
Dados u,v € W e a € R. Como u,v € W temos que existem
Tlyeooy Ty Y1y Yp € R

tais que
u:x1u1+...+xnun e V:y1u1+"'+ynun-
Logo,
u+v = (rju+- - +zu,)+ (1w + -+ ypuy)
= (m+y)u+-+ (x, +yn)u, €W
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e
au = a(rju;+ -+ x,u,)
= (az)uy + -+ (az,)u, € W.
Portanto, W é um subespaco de V. |
O subespaco
W=A{zyuy+---+zu,:2q,...,0, € R} = {Z:xzuzxZ G]R}
i=1

de V' é chamado o subespaco gerado por uy,...,u,. Mais geralmente, seja § um subcon-

junto nao-vazio de V. Entao
k
W:{inui:xieﬂ% e uieﬁ}
i=1
é o subespaco de V' gerado por [3, onde 3 é o conjunto de geradores de V', e serd denotado
por
W =1p].
Quando = {uy,...,u,}, denotamos [f] por [uy,...,u,].
Exemplo 2.26 Sejam V =R? e e; = (§;1,0i2,0:3) i =1,2,3, vetores em V. Determine
W = [e1, e, €3).
Solucgao. Por definicao
W = {ze; +yer+zes3:x,y,z € R}
— {2(1,0,0) +y(0,1,0) + 2(0,0,1) : 7,y = € R}
= {(z,y,2) : x,y,2 € R}.

Portanto, W =V, isto é, todo vetor u em V pode ser escrito como uma combinacao dos
vetores €1, e € e3.
Exemplo 2.27 Sejam V = R?**2 ¢

01 0 0 00
, By = ; Bg = ; By =
12 [OO 21 [10] 22 [01]

vetores em V. Determine W = [Eq1, Eq2, Eo1, Eg).

10
0 0

11 =

Solucao. Por defini¢ao

W = {(ZEH + bElg + CE21 + dEgg L a, b, C, de R}

:{ab

c
Portanto, W =V, isto é, todo vetor u em V' pode ser escrito como uma combinacao dos

:a,b,c,dGR}.

vetores E11, E12, E21 (§ E22.
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Exemplo 2.28 Sejam V = P3(R) e
pi=2a', i=0,1,2,3,
vetores em V. Determine W = [pg, p1, D2, P3)-
Solucao. Por defini¢ao

W = {aopo + a1p1 + asps + asps : ag, a1, a2, a3 € R}

2 3
= {ap + a1x + asx” + azz’ : ag, a1, a2, a3 € R}.

Portanto, W =V, isto ¢, todo vetor u em V' pode ser escrito como uma combinagao dos

vetores Po, P1, P2 € P3.

Exemplo 2.29 Sejam V um espaco vetorial sobre R e W1, Wy subespacos de V. Mostre
que W1 + Wy é o menor subespaco de V' contendo Wy e Ws, isto é,

Wi+ Wy = [Wy, Wy = [W U Ws).

Solucgao. Ja vimos que W + W5 é um subespaco de V. Como wy = wy; +0 € Wy + W,
e wo = 04wy € W) 4+ W5 temos que

Wi CWi+ Wy e Wy €W+ Wa.

Logo,
Wi UWy, CWy+ Wy e Wy UWs] C Wy + Wa.

Por outro lado, se w € W7 + W, entao existem w; € Wi e wy € W, tais que
wW=w;+wy=1-w;+1-ws.

Assim, todo vetor w € W; + Wy é uma combinacao linear de vetores em W; U Ws.

Consequentemente,
Wi+ Wy C [W UW,.

Portanto, Wy + Wy = [W; U Ws.
Finalmente, seja W qualquer subespaco de V' tal que W, C W e Wy C W. Entao

WiUW, CW e [WyUW, C W,

pois todo vetor de [W; U W3] é uma combinagao linear de vetores em Wi U Wy e W é um
subespaco de V. Portanto, Wy + Wy C W.

Exemplo 2.30 Determine todos os subespacos de R2.
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Solucao. Seja W um subespaco qualquer de R?. Entao
Wy = {xeR:ze;+yes = (z,y) € W, para algum y € R} e
Wy = {yeR:ye;=(0,y) € W}
sao subespagos de R (prove isto!). Logo, existem zg,7; € R tais que
Wi = [zo] e Wa = [y1].

Assim, pela definigao destes subespagos, podemos encontrar yo € R tal que ug = (29, yo) €
Wew =(0,y,) € W.

Afirmagao. W = [ug, uy].
De fato, dado u = (z,y) € W, z € Wi, de modo que = = axy, para algum a € R. Assim,

u—auy = (0,y —ayy) € W =y —ayo € Ws.
Logo, y — ayg = by,, para algum b € R. Portanto,
u = (r,y) = (axo, ayo + by1) = aup + buy,

isto &, W = [up, uy].

EXERCICIOS

@Mostre que todo vetor em R? pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
(1,2) e (5,0). Que relacao existe entre R? e [(1,2), (5, 0)]?

@ Sejam V = P»(R) e
f=2-3x+52* g=—8+5x— 227

vetores em V. Quais dos vetores p = —26+112+72% e ¢ = 1+x+2? sao combinagoes

lineares dos vetores f e g7
@ Sejam V = R3 e

vetores em V. Quais dos vetores u = (4,-5,9), v=(3,1,—4) e w = (—1,1,0) sao

u; = (]_, ]_, —2),112 = (3,0,4)

combinacoes lineares dos vetores u; e us?

Sejam V = R?*% ¢
N

11 -1 2
A= 7A2 = ] ’ 7A3 =
-2 1 4 —1 5 2

vetores em V. Quais dos vetores

A_ |4 D B 31
9 -7 —4 4

sao combinagoes lineares dos vetores A, Ay e A3?
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Encontre os geradores para os seguintes subespacos de R3:

(a) Wi ={(z,y,2) eR® 12 —y =0}

(b) Wy ={(z,y,2) ER3: 2+ 2= — 2y = 0}.

(c) Ws={(z,y,2) € R®: 2+ 2y — 32 = 0}

AT,

(s,
Sejam V = R* e

W={(z,y,2,t) e V:e+2y—2z=0¢e t =0}

um subespago de V. Quais dos vetores u = (—2,4,3,0), v = (6,2,4,1) e w =
(—2,1,0,0) estdao em W7

@ Sejam V = R3 e
u = (1,1,-2),us = (3,0,4),us = (—1,1,0)
vetores em V. Determine o valor de & de modo que (4, —5, k) € [uy, ug, us).
8. Sejam V = P3(R) e
po=1 p=1—xz pp=(1-2) ps=(1-2)°
vetores em V. Quais dos vetores em V' sao combinagoes lineares dos vetores pg, p1,
p2 € p3?

9. Sejam u e v dois vetores nao-nulos de R? e suponhamos que nao exista um escalar

a tal que u = av. Mostre que

R? = [u] @ [v].

2.4 Dependéncia e Independéncia Linear

Sejam V' um espaco vetorial sobre R e uy,...,u, € V. Dizemos que os vetores
ui,...,u, sdo linearmente dependentes (LD) se existirem escalares x1,...,x, € R, ndo
todos iguais a 0, tais que

riug + -+ + x,u, = 0. (2.1)

Ou, equivalentemente, a equagao vetorial (2.1) admite uma solu¢do nao-nula. Caso con-
trario, dizemos que os vetores uy, ..., u, sdo linearmente independentes (LI) ou, equiva-

lentemente, a equacao vetorial (2.1) admite apenas a solugao nula.
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Mais geralmente, sejam V' um espago vetorial sobre R e f um subconjunto nao-vazio
de V. Dizemos que 3 é LI se para quaisquer vetores distintos uy, ..., u, em [, temos que
w4+ 4+zru,=0=2=---=2,=0,
isto é, todo subconjunto finito de g é LI. Caso contrério, 8 é LD.
Exemplo 2.31 Sejam V =R? ¢
w = (3,0,-3),us = (—1,1,2),u3 = (4,2, -2),us = (2,1,1)
vetores em V. Verifique se os vetores uy, Us, uz e uy sao LI ou LD.
Solucgao. Para resolver este problema devemos resolver a equacao vetorial
r1U;1 + Touy + x3u3 + 14Uy = 0,
onde 0 = (0,0,0) € V. Mas isto é equivalente a resolver o sistema homogéneo

31’1—1’2—{—41’3—{—21’4:0
To+2x3+x4=0 .
—3ZL’1—|—2ZL’2—21’3+ZL’4:0

Para resolver o sistema, vamos considerar a matriz dos coeficientes do sistema e reduzi-la

A forma em escada

3 -1 4 2 1020
A= o 1 21|—----—R=|0120
-3 2 =21 0001

Logo, nosso sistema ¢ equivalente ao sistema

1+ 223 =0
To+2x3=0 .
I4:O

Escolhendo, x5 = ¢ € R, temos que
S ={(-2¢,—2¢,c,0) : c € R}

é o conjunto solugao do sistema. Em particular, se ¢ = 1, entdo (—2,—2,1,0) é uma
solugao nao-nula do sistema. Portanto, os vetores uy, us, us e uy sao LD, isto é,
—2u; — 2uy +u3z + Ouy = 0.
Exemplo 2.32 Sejam V = F(R,R) o espago vetorial de todas as fungdes reais e
2x

u =e‘,uy=e¢e

vetores em V. Verifique se os vetores u; e uy sao LI ou LD. Note que u; e uy sdo

solugoes da equacao diferencial

y" — 3y + 2y = 0.
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Solucao. Para resolver este problema devemos resolver a equagao vetorial
ae” +be** =0, V z € R,

onde 0 é a funcao identicamente nula. Diferenciando ambos os membros desta equacao,
temos que
ae® +2be** =0, V z € R.

Logo, subtraindo a primeira equacao da segunda, resulta que
be** =0, ¥V z €R.

Assim, b = 0 e, da primeira equacao, ae® = 0. Logo, a = 0. Portanto, os vetores u; e u,
sao LI.

Exemplo 2.33 Seja A = [a;;] € R™™ tal que

n
a;; <0 sei#j e Zaik>0’ para 1 =1,...,n.
k=1

Mostre que A ¢é nao-singular.

Solugao. Suponhamos, por absurdo, que A seja singular. Entao as colunas de A sao

LD. Logo, existem escalares x1,...,x, € R, nao todos nulos, tais que
> apw =0, i=1,...,n, (2.2)
k=1

isto é, o sistema (2.2) possui uma solucao nao-nula (z1,...,x,). Assim, fazendo
|'Ij| - max{|x1| ) |ZE2| y e |xn|}

e multiplicando a solugao do sistema (2.2) por —1, se necessédrio, podemos supor que

x; > 0. Agora, considerando a j-ésima equagao do sistema (2.2), temos que

n n n n
E AT = Gj;T; + E QLT > ;T + E AT = E ax | T; > O,
k=1 k=1

k=1,k#j k=1,k#j

o que é uma contradicao.

Exemplo 2.34 (Regra de Cramer) Sejam A € R"*" e Cy,...,C, as colunas da ma-

triz A. Mostre que se existirem x1,...,T, € R tais que B =2,C; + - - - + 2,,C,,, entdo
zjdetA=det| Gy - Cjy B Gy o G, |
Em particular, se det A # 0, entdo
det| C, Gy B Gy - G, |
Y= det A ’

isto €, o sistema de equacoes lineares AX = B tem uma tnica solucao.
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Solugao. Suponhamos que existam 1, ..., 7, € R tais que
B=2C,+--+2,C,.
Entao
21C+ - +2,4Cj_1 +1-(2,C; —B) +2,4:1Cj4q1 + - - +2,C,, = O.

Logo, as colunas da matriz

[ C, - C, 2,C;—B C;uy - C, ]
sao LD. Assim, pela Proposicao 1.5, temos que
0 = det| C Gy 5,C—B Cju - G, |
= xjdetA—det[Cl Cj_l B Cj+1 Cn]
Portanto,
xjdetA:det[Cl Cj,1 B Cj+1 Cni|
Teorema 2.35 Sejam V' um espaco vetorial sobre R e uy,...,u, € V. O conjunto
{uy,...,u,} € LD se, e somente se, um destes vetores for combinagao linear dos outros.
Prova. Suponhamos que o conjunto {uy, ..., u,} seja LD. Entao, por definigao, existem
escalares =1, ..., x, € R, nao todos nulos, tais que
rua; + - +zu, =0.
Como os escalares x1, ..., 2, nao sao todos nulos temos que existe i € {1,...,n} tal que
x; # 0. Logo,
T Ti1 Tit1 Ln
w=(——)ug +---+(— w1+ (— Wi+ (——)u,.
(2o (e (a4 (-2

Reciprocamente, suponhamos que um destes vetores seja combinacao linear dos outros,
digamos

ll]‘ = 101 4+ -+ ZL‘]‘_lllj_l + I‘j+1u]'+1 —+ -4 ITnUy.

Logo, a equacao vetorial

riuay + -+ 500 + (—1)11j + T + -, = 0.

admite pelo menos uma solugdo nao-nula, a saber, (z1,...,2;_1, —1,241,...,2,). Por-
tanto, o conjunto {uy,...,u,} é LD [ |
Corolario 2.36 Sejam V um espaco vetorial sobre R e uy,...,u, vetores em V com pelo
menos dois vetores nao-nulos. O congunto {uy,...,u,} é LD se, e somente se, um destes

vetores for combinacao linear dos precedentes.
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Prova. Suponhamos que o conjunto {uy, ..., u,} seja LD. Entao, por definigao, existem

escalares z1,...,x, € R, nao todos nulos, tais que
riay + -+ zu, =0.
Seja k o maior inteiro tal que x; # 0. Entao
iy + -+ apu = 0.
Se k=1, entao x1u; = 0 e, assim, u; = 0, o que é impossivel. Portanto, £ > 1 e
T1 Tr—1

uk:(—x—k)u1+---+(— Tn

)kal.
[ |

Exemplo 2.37 Seja V = R?. Entdo os vetores u; = (1,—1), uy = (1,1) e uz = (1,0)
sao LD, pois

1 N 1
usz — 2111 2112.
EXERCICIOS

1. Seja V =R" Seu = (z1,...,2,) € Vev=_(y,...,yn) € V. Mostre que u e v
sao LD se, e somente se, existe um escalar a € R tal que y; = az;, i =1,...,n.

@ Sejam u, v e w vetores de um espago V. Se {u,v,w} é um conjunto LI, mostre

que:
(a) {u+v—-2w,u—v —w,u+ w} é um conjunto LI.

(b) {u+v—-3w,u+3v—w,v+w} é um conjunto LD.

@ Sejam u = (a,b), v = (¢, d) vetores de R?. Mostre que o conjunto {u,v} é LD se, e
somente se, ad = bc.

4. O conjunto {1,z,2% 2+ z +22%} & LI ou LD em P»(R)? O que se pode afirmar a

respeito de qualquer um de seus subconjuntos com trés elementos?
5. Encontre um vetor u € R? tal que [u] = W; N Ws, onde

Wi =1[(1,0,0),(0,1,0)] e Wy =1(1,2,3),(1,—1,1)].
Em quais condicoes sobre o escalar k£, o conjunto

{(1,0,k),(1,1,k), (1,1,K%)}

é LI em R3?
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7. Seja V = C([0,1],R) o espago vetorial de todas as funcoes reais continuas. Quais

dos subconjuntos abaixo sao LI em V.

(a) {z,z+1,2% —1}.
(b) {z +5,2% — x,2* + z — 10}.
(¢) {(z+1)% 22,2+ 3}.
(d) {(zx+1)%2%—1,2+1}.
(e) {1 —x,z(1—2),1— 2%}
(f) {1,e*, e "}.
)

(g) {senx,cosz,tanz}.
@}l Responda verdadeiro (V) ou falso (F). Justifique.

() Todo conjunto que contém um subconjunto LD é LD?
() Todo subconjunto de um conjunto LI é LI?

() Todo conjunto que contém dois vetores iguais é LI?
()

Todo conjunto que contém o vetor nulo é LI?

9. Sejam V = R"™ e a € R. Mostre que o conjunto {uy,...,u,,} é LI se, e somente
se, o conjunto {uy,...,u; +auj,...,u;...,u,} é LI, para todos i,j € {1,...,m},
com i < j.

2.5 Bases e Dimensao

Seja V' um espago vetorial sobre R. Um conjunto 5 = {uy,...,u,} de vetores em V'

é uma base de V' se as seguintes condicoes sao satisfeitas:
1. B=A{uy,...,u,} é LI
2. V=la]=[u,...,u,.

Ou, equivalentemente,
V=[w]&u]&- - &[u,

Mais geralmente, um subconjunto nao-vazio § de V' é uma basede Vse g é LI e [f] = V.

Observagao 2.38 Pode ser provado, usando o Lema de Zorn, que todo espago vetorial

V # {0} possui uma base.
Exemplo 2.39 Seja V =R3. E fdcil verificar que o conjunto
B ={e1, e es}

é uma base finita de V', a qual é chamada de base canonica de V.
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Exemplo 2.40 Sejam V = P(R) o espago vetorial de todos os polinémios com coefi-

cientes reais e

B={1,z,2%2° ..}
Entao § é uma base infinita de V', a qual é chamada de base candnica de V.
Solugao. Sejam p; = 2%, pip1 = L, ... pipn = ' vetores distintos de V' com i > 0.
Se

cp; + -+ pPign = 0,

entdo, pela igualdade de polindmios, temos que ¢; = --- = ¢, = 0. Logo, 8 é LI. E claro

que [5] =V, pois todo vetor p em V é da forma
p=ap+aT+ -+ a,x".
Portanto, 5 é uma base infinita de V.

Seja V' um espago vetorial sobre R. Dizemos que V é de dimensao finita se ele possui
uma base finita, por exemplo, V = R3 é de dimensao finita. Caso contrario, V & de

dimensao infinita.

Teorema 2.41 Sejam V um espago vetorial sobre R e uy, ..., u, vetores em V tais que
V=lu,...,u).

Entao, dentre estes vetores, podemos extrair uma base de V.

Prova. Se os vetores uy,...,u, sao LI, nada ha para ser provado. Caso contrério, pelo

Teorema 2.35, temos que um destes vetores é combinagao linear dos outros, digamos
U, =21u; + -+ Tp_1Up_1.
Logo,
V = [ul,...,un] = [ul,...,un,l].
Se os vetores uy, ..., u,_1 sao LI, nada h& para ser provado. Caso contrario, pelo Teorema
2.35, temos que um destes vetores é combinacao linear dos outros, digamos
U, 1 =210 + -+ Tp2Up_2.
Logo,
V= [111, ceny un_l] = [ul, e 7un_2].
Continuando desta maneira (em no méximo n — 1 etapas), obtemos uma base de V. W
Exemplo 2.42 Sejam V =R3 eu; = (1,0,0), uy = (1,1,0), uz = (0,0,1), uy = (1,1,1)

vetores em V' tais que
V= [ula U9, U3, 114].

Determine dentre estes vetores uma base de V.
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Solugao. Para resolver este problema devemos verificar se os vetores up, us, uz € Uy Sa0

LI ou LD, isto é, verificar se a equagao vetorial
T1U + ToUg + T3Usz + T4y = 0

tem solugao nula ou nao, onde 0 = (0,0,0) € V. Mas isto é equivalente a determinar se
o sistema homogéneo
T1+xo+ax4=0
o+ x4 =0

I3+ZL'4:0

tem solucdo. E facil verificar que
S ={(0,—c,—c,c): c e R}

é o conjunto solugao do sistema. Em particular, se ¢ = 1, entdo (0,—1,—1,1) é uma

solugao nao-nula do sistema. Portanto, os vetores uy, us, uz e uy sao LD e
w = Ou1 + up + us.

Assim,

v - [ulu uo, U.3]

e o conjunto 5 = {uy, us, usz} ¢ uma base de V' (prove isto!).
Teorema 2.43 Seja V' um espago vetorial sobre R tal que
V=1luy,...,upy

Entao todo conjunto com mais de m vetores em V é LD. Assim, todo conjunto de vetores

LI em V' possui no mdzimo m vetores.

Prova. Como

V:[ul,...,um]

temos, pelo Teorema 2.41, que existe uma base de V' dentre os vetores uy, ..., u,,. Logo,

reenumerando, se necessario, podemos supor que
{uy,...,us},

com k < m, seja uma base de V. Seja
{vi,...,vp}

um conjunto de vetores em V com n > m. Como v; € V e {uy,...,u;} é uma base de V

temos que existem a;; € R tais que

Vi =ajju + - +agug, g =1,...,n
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Agora, vamos estudar a combinacao linear

n
v+ -+ TV, = E TjV;
J=1
n k
== E iL'j E CLZ'lez‘
j=1 1=1
k n
= E E Tja:5 | U;.

i=1 \j=1
Assim,

n
VI T Ve =06 Y xja; =0i=1,...k,
i=1

ou seja, basta discutir o sistema homogéneo com k equacoes e n incognitas

n
E xjaij:O,z:l,...,k.
j=1

Como n > m > k temos, pelo item 2. das Observacoes 1.19, que este sistema tem pelo

menos uma solucao nao-nula

<y17 s 7yn>
Logo,
n k n
VIV = D V= ) (Z yﬂ‘“”) "
j=1 i=1 \j=1
k
i=1
Portanto, o conjunto {vy,...,v,} é LD. [ |

Coroldrio 2.44 Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Se

{uy,...,un} e {vy,...,v,}

sao duas bases quaisquer de V, entdo m = n.

Prova. Como V = [uy,...,u,] e {vy,...,v,} é um conjunto LI temos, pelo Teorema
2.43, que n < m. Por outro lado, como V' = [vy,...,v,] e {uy,...,u,,} é um conjunto
LI temos, pelo Teorema 2.43, que m < n. Portanto, m = n. |

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita sobre R. A dimensao de V' é o nimero
de elementos em alguma base de V' e serd denotada por dim Vou dimg V. Note, pelo
Coroldrio 2.44, que esta definicao nao depende da base de V, isto é, estd bem definida.

Quando V' = {0}, convencionamos que dim V' = 0.
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Sejam V' um espago vetorial sobre R e @ = {uy,...,u,} um subconjunto qualquer de

vetores de V. O posto de a é definido por

posto(a) = dim|a].

Lema 2.45 Seja V' um espago vetorial sobre R. Seja {ui,...,u,} um subconjunto LI
em V. Entiou € V — [uy,...,u,] se, e somente se, {uy,...,u,,u}l é um conjunto LI.
Prova. Sejam x4, ..., x,,,y escalares em R tais que

T + -+ T, +Hyu = 0.
Entao y = 0, pois se y # 0, entao
x T
u=(—Du 4+ (—L)u, S uc ..., u,l,
Y Y
o que ¢é impossivel. Assim, y =0 e

:L"lul—l—---—i—xmum:O.

Logo, por hipétese,

Ty ==y, =0.

Portanto, {uy,...,u,,,u} é um conjunto LI. [ |

Teorema 2.46 Sejam V um espago vetorial de dimensao finita sobre R e W um sub-

espaco de V. Entao todo conjunto de vetores LI em W é parte de wma base de W'.
Prova. Seja {uy,...,u,,} um conjunto de vetores LI em W. Se
W =[uy,...,u,l,
acabou. Caso contrério, existe pelo Lema 2.45
W1 €W —[uy,...,u,] tal que {uy,..., up, Wit}

é LI em W. Se

W =1luy,..., U, W1l

acabou. Caso contrédrio, existe pelo Lema 2.45
Wnio €W —[ug, ..., Wy, uye] tal que {uy, ... wy, Wper, Wnaa}

¢ LI em W. Continuando desta maneira (em no méximo dimV etapas), obtemos o
conjunto

{ug, ..., W, Wpi1, U2y ..o, Up by

que é uma base de W'. [ |



2.5. BASES E DIMENSAO 55

Corolario 2.47 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo finita sobre R. Se W é um
subespaco proprio de V', entao dimW < dimV. Além disso, se dimV = n, entdo todo

conjunto com n vetores LI em V é uma base de V.

Prova. Como W # {0} temos que existe u em W com u # 0. E claro que {u} ¢ um
conjunto LI em W. Assim, pelo Teorema 2.46, existe uma base de W contendo u e no
méaximo dim V' elementos. Logo, dimW < dim V. Como W & V temos que existe v e V
tal que v ¢ W. Assim, acrescentando v a uma base de W, obtemos um conjunto LI para
V. Portanto, dim W < dim V. |

Exemplo 2.48 Seja V = R3. Verifique se os vetores (1,1,0) e (0,1,1) é parte de uma
base de V.

Solugao. Para resolver este problema devemos verificar se os vetores (1,1,0) e (0,1,1)

sao L1, isto é, resolver a equagao vetorial
x1(1,1,0) + 22(0,1,1) = (0,0,0).

Mas isto é equivalente a verificar se o sistema homogéneo

CL'1:0
$1+ZL’2:0
ZL’QZO

tem solucdo. E facil verificar que z; = 25 = 0. Logo, os vetores (1,1,0) e (0,1,1) sio LI.

Portanto, os vetores (1,1,0),(0,1,1) é parte de uma base de V. Agora, para determinar
u = (by,be,b3) €V —[(1,1,0),(0,1,1)],
devemos primeiro encontrar os vetores u = (by, bo, bs) tais que
x1(1,1,0) + 22(0,1,1) = u,
isto é, resolver o sistema nao-homogéneo

$1:bl
I1+$2:b2 .

ZL’QZbg

Logo, o vetor u = (b1, be,b3) € V' & combinacao linear dos vetores (1,1,0) e (0,1,1) se, e

somente se, b, = by + b3. Portanto,
u = (by,by,b3) € V —[(1,1,0),(0,1,1)] & by # by + bs.

Em particular,
u=(1,1,1) € V —[(1,1,0),(0,1,1)].

Assim, os vetores (1,1,0), (0,1,1) e (1,1,1) sdo LI em V. Como dim V' = 3 temos que
{(1,1,0),(0,1,1), (1,1, 1)}

é uma base de V.
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Teorema 2.49 Seja V' um espago vetorial de dimensao finita sobre R. Se Wi e Wy sao

subespacos de V', entao
d1m(W1 + Wg) = dim Wl + dim Wg — dlIl’l(Wl N Wg)

Prova. Como W; N W5 é um subespaco de W; e W, temos, pelo Teorema 2.46, que

Wi N Wy contém uma base

a={uy,...,u}

que é parte de uma base

aUf, onde f={vy,...,vp}
de W e parte de uma base

aU~y, onde v={wy,...,w,}

de 5. Note que os conjuntos «, 3 e v sdo dois a dois disjuntos (confira Figura 2.1).

Figura 2.1: Intersecao dos subespagos W; e Wj.

Afirmagao. O conjunto § = a U U~ é uma base de Wy + Wh.

De fato, é claro que o conjunto § gera W; + Ws. Agora, suponhamos que

k m n
inui + Zijj -+ Z ZIW] — 0.
i=1 j=1 I=1
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Entao
n k m
— <Z ZZW1> = inui + Zijj € Wl.
=1 i=1 j=1

Logo,

— <Z ZZW1> e Wy N Ws,.

=1

Assim, existem tq,...,t; € R tais que

- (Z Zle> =tiuy + -+ tpug,
=1
ou seja,
k n
Z tiui + Z ZIW| = 0.
i=1 =1

Como v é LI temos que z; = --- = 2z, = 0. Logo,

k m
inui + Zijj =0.
i=1 j=1

Como ( é LI temos que
Ty= =T =Y = =Yy = 0.
Portanto, § é um conjunto LI. Logo,

dimW; +dimW, = (m+k)+ (n+ k)
= (m+n+k)+k
= dim(W; + W) + dim(W; N Wy).

Exemplo 2.50 Sejam V = R?,

Wy =A{(z,y,z,t) €V :y+2z+t=0}

Wy =A{(z,y,z,t) eV:ie+y=0 e z—2t =0}.
subespacos de V.
1. Determine uma base de Wi + Wy e dim(W; + Ws).

2.V é soma direta de Wy e W5?
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Solucao. Note que

Wy = {(z,y,z,t)eV:y+2z+t=0}
= {(z,y,2,-y—2) eV :2,y,2z € R}
= {(,0,0,0) + (0,v,0,—y) + (0,0, 2, —2) : z,y, 2 € R}
— [(1,0,0,0),(0,1,0, 1), (0,0,1, —1)].

e dim W; = 3. De modo andlogo, mostra-se que
Wy =1(1,-1,0,0), (0,0,2,1)]

e dim Wy = 2. Agora, para determinar uma base de W; 4+ W5, podemos escalonar a matriz

1 00 0 1000
0 10 -1 0100
0 01 -1|—=--—={0010
1 -10 0 000 1

0 02 1 (000 0]

Portanto, o conjunto
a=1{(1,0,0,0),(0,1,0,—-1),(0,0,1,-1),(1,—1,0,0)}

¢ uma base de Wy + Wy e dim(Wy + Wy) = 4. Assim, V = R* = W) + Ws, pois
Wi, + W, C V. Como

d1m(W1 N WQ) = dim W1 -+ dim W2 — d1m(W1 + Wg)
= 3+4+2-4=1

temos que V nao é soma direta de W; e Ws. Note que, para determinar uma base de

Wi N Wy basta resolver o sistema

y+z+t=0
r+y=0.
z2—=2t=0

Assim, Wy N W, = [(3,-3,2,1)].
Exemplo 2.51 Sejam V = R?,

Wy = [(1,0,—1),(0,1,2)] e Wa =[(1,2,3),(1,—1,1)].
subespacos de V.

1. Determine uma base de W1 N Wy e a dim(W; N Wy).
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2.V é soma direta de Wy e W5?

59

Solucdo. E facil verificar que dim Wi = 2 e dim W, = 2. Agora, para determinar uma

base para Wi NW,, devemos primeiro determinar os vetores u = (z,y, z) em R3 que estio

nos subespacos W; e W, isto é, escalonar as matrizes

10 2 (1 12
01 :y 2 -1 @y
-1 2 : z 3 1 : z
Assim,
[ 10 2] (10 : x
0 1 y | — 0 1 : Yy
| -1 2 | 00 @ z—2y+=z
€ _ - ~
11 1o o
2 -1 iy |~ 01 i 2
3 1 =z | 0 0 : 775%7??%32

Logo, pelo item 2. das Observagoes 1.19,
Wy ={(z,y,2) e V:ie—-2y+2=0} e Wo ={(z,y,2) € V: =bx — 2y + 3z = 0}.
Finalmente, basta resolver o sistema

r—2y+2=0
—5r —2y+32=0

Assim, Wi N Wy = [(1,2,3)] e dim(W; NWs,) = 1. Portanto, V nao é soma direta de W
e Wy mas V = W, 4+ Ws, pois

dim(Wy + Wa) =2+2—1=3=dimV e Wy + W, C V.

EXERCICIOS

1. Sejam V = R3 e W;, W, subespacos de V tais que dim W, = dim W, = 2. E possivel
obtermos
Wl N W2 = {(0707 0>}?

2. Sejam V = R3 e Wy, W, subespacos V tais que dim W; = 1, dim W, = 2 e W) g Ws.
Mostre que R? = W, @ W,
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3. Sejam V' um espago vetorial sobre R e Wy, W5 subespagos V, onde dim W; = 4,

dim W5 =5 e dim V' = 7. Determine os possiveis valores para dim (W; N W5).

/@ Seja V = R*. Determine uma base e a dimensao dos subespacos

Wy = [(1,4,-1,3),(2,1,-3,-1),(0,2,1,=5)] e
Wy = [(1,-4,-2,1),(1,-3,-1,2),(3,-8,-2,7)].

5. Sejam V = R3,
Wy ={(z,y,2) e V:x=0} e Wy =][(1,2,0),(3,1,2)]

subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wy, Wy, Wi—=s e

= _——_ g
a b
GV:b:—a}ewgz{[ GV:c:—a}.
c d

’ Sejam V = R?*2,
a b
subespacos de V. Determine uma base e a dimensao para Wi, Wy, WA—+"%—<

=

7. Seja V = P3(R). Determine uma base e a dimensao do subespago
W={peV:p(x)=0}.

@ Sejam V = R? e o conjunto de vetores 8 = {u,v} em V, onde
u=(l—a,1+a) ev=(1+a,1—a).
Determine o valor de a € R para que 3 nao seja uma base de V.

9. Sejam V = P(R) e p=222—3x+1 € V. O conjunto 3 = {p,p/,p"} ¢ uma base de
V?

10. Mostre que o conjunto
B={1—-2)?® 1—-2)?1—21}
é uma base de P3(R).
@ Seja V = R*. Quais dos subconjuntos abaixo sao bases de V'?
(a) {(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,1,1),(1,0,0,1)}.

(b) {(1,3,-2,4),(1,1,5,9),(2,0,—13,23), (1,5,1,—2)}.
(c) {(1,1,1,1),(3,2,0,3),(0,—1,0,3), (4,2,1,7)}.



