4. Derivadas RSy

4.1 Funcoes Derivaveis

4.1A Em cada caso, encontre a derivada da funcao y = f (z), usando a definigao.

(a)y=x2+1 (b)y=2x3 (c)y:x2_5 (d)y=2$2—3x (e)y:x—li_l

] ~ ) —x, para x < 0
4.1B Seja f a funcao definida em R por f (z) =
2, parazxz >0

(a) Calcule f'(—1) (b) Existem as derivadas f, (0) e f. (0)? (c) f é derivavel em z = 07

4.1C Seja f: R — R a fungao dada por f (z) = |z| + x.
(a) Existe f(0)? (b) Existe f’ (z) para x # 0?7 (c¢) Como se define a fungao f'?

4.1D Investigue a derivabilidade da fungao dada no ponto indicado.

22, se x <0 Ve, se0<z <1

z,sex >0 20 —1,se 1 <z <2

(c)x=1; f(z)= 1/§,se0<a:<1 (d) z=0; f(z)=|z|
s+1),sel<z<?2

4.1E Existe algum ponto no qual a fungao y = ‘1‘2 — 41“ nao é derivavel? Por qué?

f(1+h)

4.1F Seja f uma funcao derivdavel em x = 1 tal que }lLiH%) = 5. Calcule f (1) e f'(1).

4.1G Suponha que f seja uma funcao derivavel em R, satisfazendo f (a + ) = f (a)+ f (b) + 5ab,

h
Va,b € R. Se }lLimO fgl) = 3, determine f (0) e f/(z).

- 3z sex <1 ) )
4.1H Calcule a e b, de modo que a fungado f (z) = seja derivdavel em x = 1.

ax+b,sex >1

4.11 Em cada caso, determine as equagoes das retas tangente e normal ao grafico de f, no ponto

cuja abscissa é fornecida.
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(a) f(@) =23 o=8 (b) f(z)=a%* 2=16 (¢) f(z) =&, ©=3.

4.1J Determine a equacio da reta tangente & pardbola y = 22, com inclinacio m = —8. Faca um
grafico ilustrando a situacao.
4.1K Determine a equagdo da reta normal & curva y = —23/6, com inclinacio m = 8/9.

_ ) v —2,sex>2 _
4.1L Se y = f(x) é a funcao definida por y = , encontre as equacoes das

—V2—x, sex <2

retas tangente e normal ao grédfico de f, no ponto de abscissa x = 2.

2

4.1M Determine a equacao da reta que tangencia o grafico da funcao y = z° e é paralela a reta

y =4z +2.

4.1N Verifique que a reta tangente ao gréfico da funcdo f (z) = 1/z, no ponto de abscissa =z = a,

intercepta o eixo x no ponto A (2a,0).

x x
4.10 Determine as retas horizontais que sdo tangentes ao gréfico da fungao g (z) = — + — —
2 — 1.

22, sex <1

4.1P Considere a fungao f definida por f (z) =
2,sex>1

(a) Esboce o grafico de f (b) f é continua em x = 17 (c) f é derivdvel em x = 17

. . . 22, sex <1
4.1Q Repita o exercicio precedente, considerando agora f (x) =
l,sex>1

4.1R Seja f a fungao definida em R por f (z) = z|z|.
(a) Determine f’ (), para = # 0. (b) Existe f'(0)? (c) Esboce o grafico de f e o de f'.

4.2 Regras Basicas de Derivagao

4.2A  Se f(z) = 3z* + 2® — 2z, calcule as derivadas f' (0), f”(0) e fG9(0).
I d’y _ dy
T verifique que (1 — ) i 2%.

4.2B Sey:$+
T —
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4.2C Suponha que x = z (t) seja uma fungdo derivavel em R. Se y = , verifique que,
dy dx
Vt € R, tem-se — = —2xy?— .
em-se — Ty

241

3

4.2D Suponha que z = z (t) seja uma funcao derivdvel até a segunda ordem. Se y = z°, verifique

d?y dz\ 2 2dQ:z:

4.2E Sabendo-se que g (—1) =2, f(2) = -3, ¢’ (1) = —1/3 e f'(2) = 6, determine as equagoes

das retas tangente e normal a curva h(z) = f (g (z)), em x = —1.
4.2F Seh(z)=[f (x)]*+f (2?), calcule b/ (2), sabendo que f (2) = 1, f'(2) = Teque f'(8) = —3.

4.2G Calcule a derivada de primeira ordem de cada uma das funcoes abaixo.

1
ayzﬁ-l-ln? by:E+ln2 ¢)y=-—tx+a?— 0.5z
Z x 4 3
1+ (m2+1)arctgx—x
(d)y = (e) y = warcsenzx (f) y =
11—z 2
1 1
(g) y=e"cosz (h)yzf—i-anx—H (i) y = (3 —2senx)’
x x
Yy = 2 + 5 cos® o 1) o — 3senx — 2cosx P
@)y (k) y : y=
_ x _ T 14 cos(2z)
(m) y = arccos (e”) (n)y—sen(3:c)+cos(5)+tg(\/5) (O)y_il—cos@x)
1+ 5
(p) y = arctg . (q) y =1In(senx) (r) y=In*z+1In(lnx)

4.21 Verifique que a fungio y = ze™* é solugao da equagao zy’ = (1 — x) y.

4.2J Verifique que a fungao y = é solucao da equagao zy’ = (ylnx — 1) y.

l+z+1Inz

4.2K Se a e b sdo constantes quaisquer, verifique que a funcdo y = ae™® 4 be~?* & solucdo da

equacao y” + 3y’ + 2y = 0.

4.2L.  Os gréficos da coluna da esquerda sao das derivadas das fungoes cujos graficos estao na

coluna da direita. Faca a correspondéncia, numerando, convenientemente, a coluna da direita.
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4.3 Regra da Cadeia e Derivacao Implicita

1
4.2A Sey:$2—\/1+u2eu:x+ , calcule ey
z—1 dx p
Y

4.3B Cada uma das equagoes abaixo define, implicitamente, y como fungao de x. Encontre e
x

(&) P = +y (0) 2o+ =VE () Ty = VTl
(d) 4cosxseny =1 (e) xy = cotg (zy) (f) zy =1+ 2%y

4.3C Se n é um numero natural, qual é a derivada de ordem n da funcdo y = (axz + b)"?

4.3D Determine as retas tangente e normal & circunferéncia 22 + y? = 25, no ponto Py = (3,4).

2 2
4.3E Mesma questao precedente, considerando agora a hipérbole % — % =1lePy=(-5,9/4).

4.3F Suponha que f seja uma fun¢ao derivdvel em seu dominio D e que, para todo z em D,

—f(z)

satisfaga xf () + sen [f (z)] = 4. Se x + cos [f (x)] # 0, mostre que [’ (z) = “TM.

4.3G  Para cada uma das fungoes f definidas abaixo, comprove a existéncia da inversa g, determine

o dominio desta tdltima e uma expressao que a defina explicitamente. Esboce os graficos de f e g.
(@) f(z)=22—4,2>0 (b) f(x)=22—-4,2<0 ¢ f(x)=—-vV1-2, 2<1
2 2

X X
- T s>0 (f - T 4<0
Zrp t20 Of@) =Gy s

@ @)= g 2>-1 (@ f@)

4.3H Por meio de restrigoes adequadas, faca com que cada uma das fungoes dadas abaixo gere
duas fungoes invertiveis fi e fo, determinando, em seguida, as respectivas inversas g1 e go. Calcule

as derivadas dessas inversas e esboce os grificos das funcoes fi, fo, g1 € g2, em cada caso.
(@)y=22-22-3 (b)y=-2>+2+2 ()y=V1—-22 (d)y=-Vd—2a?

X

V1+a?

4.31 Verifique que a funcao y = f(x) = definida em R, tem como inversa a fungao

xr=g(y) = L, definida para |y| < 1.

Vi

1
4.3J Qual a inversa da fungao f (z) = —7 E da funcao f (z) = f_ .
x x

? Especifique os dominios e

as imagens, esbocando, também, os graficos.
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2 — 2 — 2, definida para © > 1/2, e seja x = g (y) sua

4.3K Considere a fungao y = f(z) = =
inversa.

(a) Qual o dominio e qual a imagem de g7 (b) Sabendo-se que g (—2) = 1, calcule ¢’ (—2).

4.3L Use a Regra da Cadeia para mostrar que a derivada de uma fung¢do par é uma fungao impar

e que a derivada de uma fun¢ao fmpar é uma funcao par.

4.4 Mais Funcoes Elementares

4.4A Considere as fungoes f () = arctgz + arctg (1/z) e g (x) = arcsenz + arccos z, definidas,
respectivamente, para x > 0 e para x € [—1, 1].

(a) Mostre que f'(z) =0, Yz >0, e que ¢’ () =0, Yz € (—1,1).

(b) Lembrando que as fungoes constantes sao as que possuem derivada nula, deduza que f (z) = 7/2,

Vx>0, e que g(z) =7/2, Vo € [-1,1].

4.4B Se f é uma fungao derivdvel, tal que f(2) =1 e f’(2) = 1/2, determine a equagao da reta

tangente a curva y = arctg [f ()], no ponto de abscissa z = 2.

4.4C Sabendo-se que no ponto A (0, 1) o grafico da fungao f (z) = exp (x2 + 2x) possui a mesma

reta tangente que o de uma certa func¢ao g, determine g’ (0).

4.4D Se f é uma fungao derivével, tal que f’ (z) = 2z f (z), mostre que a fungao g (z) = f (x) e

é constante.

4.4E Para cada uma das funcoes definidas abaixo, determine o dominio e calcule a derivada de

primeira ordem.
(a) f(z) =In(v/5—22) (b) f(z) = In(senx) () f(z)=zlnz—=z
(d) f(z) = In|z] (e) f(z)=1/Inz (f) f (z) = In(lnz)

2—x
3—x

(&) f () = In( ) (1) f(2)=1In(cos 3z +5)) (i) /() = sen(In(2z + 3))

4.4F Considere a func¢do f (z) =In (z* +1).
(a) Qual o dominio de f?
(b) Qual é a equagao da reta tangente ao grafico de f, no ponto de abscissa x = —17 E no ponto

de abscissa x = 07
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4.4G O logaritmo de um nimero N > 0, em uma base b, 0 < b # 1, é definido por meio da
eqiiivaléncia

logy N =a <= b" = N.

InN
(a) Prove a propriedade de Mudanca de Base: log, N = f—b
n
1
(b) Se f & definida por f (z) = log, x, para x > 0, mostre que f’ (x) = ot
z1n

4.4H Calcule a derivada de primeira ordem de cada uma das fungoes abaixo.

(a) f(x) = e*n? (b) fl@)=e” () f(z) = (e")?

(d) f(z)=37" (e) f(z) =a” (£) f(z) = ")

(g) f(z) =223 (h) f(z) = (a)* (i) f(2)=2"
4.41 As funcgoes trigonomeétricas hiperbdlicas - seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico, tangente
hiperbdlica e cotangente hiperbdlica - denotadas, respectivamente, por senh, cosh, tgh e cotgh,
sao definidas pelas expressoes:

et —e™” e’ +e " et —e™” et +e "

senhz = — coshx = —5 tghz = T et cotghz = et — et

Com base nessas defini¢oes, mostre que:

senh x

(a) cosh?z —senh?z =1 (b) lim

d
lim —— = 1 (c) e (senhz) = coshz

(d)%(coshx):senhx (e)%(tgm):(coshgcr2 (1) L (cotghz) = — (senh )2

dx
(A identidade (a) e as derivadas sdo comprovadas usando as definigdes das fungoes hiperbdlicas e
h 0+h 0
e’ —1 e —e
as regras de derivagao. Para provar (b), use o fato: }llir% = illin%) = d%(ex)‘r:o =1.)

4.4J Para cada uma das fun¢oes dadas abaixo, calcule o limite quando z — 0.

@ F@=""2 ) f@="" @@=t
Sen CL‘2 Sen 1172
@ F@) = 1S5 () pay = ) (g p oy = 22 O
sen(z3) rsenx ) sen x sen 2x
(g) f(z) = 3 (h) f(z) = W (i) f(z) = T rsen3z

4.4K Seja f : R — R uma fungao derivdvel e suponha que exista uma constante k tal que f/ (z) =

kf (z), Ya. Derive o quociente f/e*® e deduza que existe uma constante C tal que f (z) = CeF?.

4.4L No exercicio precedente, suponha que f satisfaca f’ (z) = —2zf (). Mostre que existe uma

constante C tal que f (z) = Ce ™.
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4.4M  Se f satisfaz f' (z) = ¢' (x) f (z), Vo € R, mostre que existe C tal que f (z) = Cexp[g (z)]-

4.4N Esboce o gréafico da fungdo y = In(1+ x) e determine a reta normal ao grafico, que é

paralela a reta x + 2y = 5.

4.40 Considere a fungao f (z) = |z + 2.
(a) Verifique que f é derivavel em qualquer x e ache uma expressao para a derivada
(b) Encontre o ponto Py onde a tangente ao grafico de f é horizontal;

(c) Encontre o ponto Py onde o angulo da tangente ao gréfico de f com o eixo z é 60°.

4.4P Determine as retas tangentes & curva y = x2 que passam no ponto (0, —1).

4.5 Problemas de Taxa de Variagao

4.5A Uma particula se move de modo que, no instante ¢, a distdncia percorrida é dada por
s(t) =33 — > — 3t

(a) Encontre as expressoes que fornecem a velocidade e a aceleragdo da particula.

(b) Em que instante a velocidade é zero?
(

¢) Em que instante a aceleragao ¢ zero?

4.5B  Uma particula move-se sobre a pardbola y = z2. Sabendo-se que suas coordenadas x (t) e

y(t) sdo fungoes derivaveis, em que ponto da parabola elas deslocam-se & mesma taxa?

4.5C Um ponto move-se ao longo da curva y = 5, de tal modo que sua abscissa x varia a

1+=z
uma velocidade constante de 3 cm/s. Qual serd a velocidade da ordenada y, quando x = 2 em?

4.5D Um ponto move-se sobre a pardbola y = 322 — 2z. Supondo-se que suas coordenadas z (t)
e y (t) sdo fungoes derivdveis e que 2’ (t) # 0, em que ponto da pardbola a velocidade da ordenada

y serd o triplo da velocidade da abscissa x?

4.5E  Um cubo se expande de modo que sua aresta varia a razao de 12,5 em/s. Encontre a taxa

de variacao de seu volume, no instante em que a aresta atinge 10 cm de comprimento.
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4.5F Uma esfera aumenta de modo que seu raio cresce a razao de 2,5c¢cm/s. Quao rapidamente
varia seu volume no instante em que o raio mede 7,5c¢m? (o volume da esfera de raio r é V (r) =
%71'7’3).

4.5G Sejam z e y os catetos de um tridngulo retangulo e 6 o dngulo oposto a y. Supondo-se que

x =12 e que 0 decresce a razao de 1/30 rad /s, calcule ¢/ (), quando 6 = /3 rad.

4.5H Uma escada de 8 m esta encostada em uma parede vertical. Se a extremidade inferior da
escada for afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2 m/s, com que velocidade a

extremidade superior estard descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede?

4.5 Uma viga medindo 30 m de comprimento estd apoiada em uma parede e o seu topo estd se
delocando a uma velocidade de 0,5 m/s. Qual a taxa de variagdo de medida do angulo formado

pela viga e pelo chao, quando a topo da viga estiver a uma altura de 18 m?

4.5JA A Lei de Boyle para a dilatagdo dos gases é dada pela equagao PV = C, onde P ¢é a
pressao, medida em Newtons por unidade de drea, V' é o volume e C' é uma constante. Num certo
instante, a pressdo é de 3.000 N/m?, o volume ¢ de 5 m? e estd crescendo & taxa de 2 m?/min.

Qual a taxa de variagao da pressao nesse instante?

4.5K Expresse a taxa de crescimento do volume V de uma esfera, relativamente & superficie S,

em funcao do raio r da esfera. Faca o mesmo para o raio, relativamente ao volume.

4.5L Num reservatério contendo um orificio, a vazao pelo orificio ¢ de 110vV/h em? /s, onde h é
a altura, em centimetros, do nivel da dgua no reservatério, acima do orificio. O reservatério é

alimentado a taxa de 88 [/ min. Calcule a altura h do nivel a que o reservatorio se estabiliza.

4.5M Um balao sobe verticalmente com uma velocidade v e um observador, a certa distancia d,

de
vé o balao sob um angulo de levacao 6. Ache uma expressao para a taxa p de variacao de 6 em

termos de v, 6 e d. A que velocidade sobe o baldo se d = 500 m e — = 0,02 rad /s, quando

dt
0 = 7/4 rad.

4.5N  Uma bola de neve derrete a uma taxa volumétrica dV/dt proporcional a sua drea. Mostre

que o seu raio r decresce a uma taxa dr/dt constante.
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4.50 Um reservatério conico, com vértice para baixo, contém dgua de volume V até uma altura
h. Supondo que a evaporacao da dgua se processa a uma taxa dV/dt proporcional a sua superficie,

mostre que h decresce a uma taxa dh/dt constante

4.5P Uma piscina est4 sendo esvaziada de tal forma que V () = 300 (20 — t)? representa o mimero
de litros de dgua na piscina ¢ horas apés o inicio da operagao. Calcule a velocidade (instatanea) de

escoamento da dgua ao cabo de 8 horas e a velocidade média desse escoamento no mesmo tempo.

4.5Q Uma estdtua de altura h estd sendo instalada sobre um pedestal de altura [ acima do plano
horizontal que passa pelo olho de um observador. Com o observador a uma distancia z, calcule a
taxa de variacao, em relacdo a xz, do angulo 8 sob o qual o observador vé a estdtua, em termos de

h, [ e x. Qual o valor dessa taxa se h =20, [ =5 e x = 507

4.5R A figura ao lado mostra um reservatério conico de 10m T —

de altura e 4m de raio contendo dgua, que escoa a uma vazao \/\RH - 7 A

de 5m3/hora. - y

(a) Qual a relagao entre as varidveis R e H? ¥

(b) A que taxa o nivel da dgua diminui, quando H = 6m? H 10
Y VY
Fig. 4.2

Respostas & Sugestoes

[41A] (@) 20 (b) 6z () 2¢ (d)dz—3 () =1/(z+1)° [41B](a) -1 (b) f.(0)=—1
e f/ (0) ndo existe (c) ndo  [4.1C] (a) ndo (b) sim (c) f/(z) = 2,se x > 0 e f/'(z) = 0,
sex <0 [41D] (@)@ f(0) (0F F(1) (3 FA)ef(1)=1/2 [41E[0c4
[41F] f(1) =0e /(1) =5 [41G] f(0) =0e f'(z) =52+3 [41H|a=6eb =
-3 (410 y=lr+dey=-32+28 by=%i-S(@-16)ey=1-2(z-16) (c)
y=V3+5s@—3)ey=v3-2V8(—3) [41T]y=—8r—16 [41K]|y+f=5@F))
[41L] e =2 y=0 [4IM]y=40-4 [410]y=-13/6ey=7/3 [41P] (b)
nio (c)mio  [4.1Q] (a) sim (b) ndo  [4.1R] (a) f'(z) = —22, se x < 0 ¢ f'(z) = 2, s¢
>0 (b) f(0)=0 [42A] f(0) =2, f'(0)=0e fCV(0)~0 [42E][22+y+5=
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0; 2—2y—5=0 [42F|h(2)=—15 [4.2H](a) —7/2? (b) —1/3+22—223 (c)4/32%z—

2/323vVx2  (d) 1/v/z (1 — vz)? (e arcsen x + z f) zarctgx e* (cosx —senx h
[3z°Va? (d) 1/vz(1—+vz)" (e) m() gz(g) e ( ) (h)
2 Inz 2 4 3cosx + 2senx
42 = (1) =10(3—=2senxz)*cosz  (j) 2—15cos?xsenz (k
x x? 2 (0) ( ) (0 (k) 2v/15senz — 10 cos x
e’ (r+1)+1 e " 1 1 9
————— (m) ——— (n)3cos3xr—zsen(x/d)+———— (0) —2cotgx cos(sec’x
s i bsen (2/9) 5 s (0) ~2eotg cos(sect )
-1 21 1
(p) —— (q) cotgz () nT De cima para baixo, a correpondéncia segue
14 22 x dxlnx ) )
Al Yy U /
a seqiiéncia 2, 4, 1 e 3 4.3A | —= =2z + 4.3B| (a =——— (b
q (4.34] % pE ESBl@ =g o)
J - (z—y)? 12 + 2vay® — 2v/3y] @y = VI , Y

= (d) ¢ =tgatgy (e) ¥ = —
2Vz(z—y) [y* +9° — 2 (z —y)] IR z
A T —
(f)y’zw n!a” 3x+4y=2564x73y20 4.3E |y =
1:_

222, /1y
Lr—dey=122+%2  [43G](a) g(y) = VyTd —4<y (b)gly) =—Vy+d —4<y
@ g() =19 y<0 Do) =17 v <1 (@) =, [{-0<y<1 ()
Y
=— /—2— 0<
9 () ,/1_y,0_y<1
4.3H

y=a2—-2x-3, <1 y=a2—-2x—-3, z>1
(a) e
r=1—-vy+4, y>—-4 r=1+Vy+4, y>—-4

y=—-a’+x+2, <1/2 y=—-a’4+zx+2 x<1/2
b
2 1Y Y>3y 2 1Y Y=g

y=v1—-22 -1<z<0 y=v1—22 —-1<2<0
—V1-9%2,0<y<1 r=+1-9y% 0<y<1

y=v4—122 —2<zx<0 y=—Vd—122 0<x<2
e
x:_\/4_y27 —QSLUSO
Yy

(433 (@) o = 1)y y#0 M o=_"3 y# 1 [43K] () D(g) = [5%+00) e Im(g) =

%) (b)g(-2)=1 [44B]y=2+1(z-2) [44C|g(0)=2 [4.4E](a)D(f)=
f 5.Vile f/(x) = —z—— () D(f) =]2km, 2k + Dwle f (@) = cotga (c) D(f) =)0, +o]
¢ f'l(z) =z (d) D(f) =R—{0}e f(z)=1/z (¢) D(f)=R-{l}e f’(w)=—$(lim)2

—
M\»—A
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() D(f)=]1,+oce f’(x)z—xﬁw (9)D (f) =] — 00, 2[U3, +ocl e f' () = —3 oo ;( 3
(h) D(f) =] —2(2kn+Z+5),22kr+ % —5)[e f'(z)=-3tg(3z+5) (i) D(f)=]—3,+oo[e

2
f’($):2 +3cos[ln(2m—{—3)] (a)R b)y+1l=—-z+In2;, y=0 Basta
x

In N
notar que N = b* = In N = alnb e, portanto, logy N = a = Il—b (a) coszexp (senx)
n

(b) 2zexp (22) (c) 2exp(2z) (d) —37%In3 (e) 2*(1+Inz) (f) 2@z Ina (1 + Inz)+a" 1]
(g) 37502z + 22 In3 (senz + 2z cosx)] (h) (z®)%[z+2zInz] (i) 22" [z (1 +Inz)]In2
(@2 (b)1/3 (1 ()1 (0 (HO0 (1 (h)1/2 (i)2/3 T+2y =Ind —
1 (a) f(z) = |z +2[(x+2) (b) (-2,0) (c) (~2+1/3%4 £1/81/3) y =
+22 —1  [4.5A) (a) v(t) = 2 =2t —3; a(t) = 2t—2 (b)t =3 (c)t =1
—12

=(1/2,1/4) ﬁcm/s No ponto de abscissa z = 2 3750cm3 /s

562, mem’ s - unid/s /s —rad /s
2

1200N/m? [45K] 9 = Do o o [4BL]h = 0o [a5M] % = V0

1 h+1
v =20m/s 4.5P | -~ = 7200 I/h e ¥ = 5400 I/h 4.5Q| ¥ —

&2+ 2 224 (h+ 1)
1
do __ dH 125
%_125 W_ 1447 m/h
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