2. Func¢oes e Graficos S

2.1 Dominio e Imagem

2.1A Dé o dominio e esboce o grafico de cada uma das fungoes abaixo.

(0) f () = 32 (0) g(@) = = (©) hia) = 11
(@ F () = o+ 3 (©) 9(x) - $a ©) 9(@) =z 1]
I, Se T S Ir,Se T~ — .CCQ—ZC
<g>h<w>{ = <h>h<w>{2 LG R
3,se x> 2 —x+1,sex>—1 z
O f@=le+2+1 () h@)=2t] ) ) = +2)
(m) £ (@) = 21 () g(a) = 2= 0 o) = E—
x r—1 z+1

2.1B  Considere a fungao f : R — R, definida por f (z) = |x — 1| + |z — 2| . Mostre que:

—2x+3,sex <1
f(x) = 1, sel<xz<2

20 —3,se x > 2

e esboce o gréafico de f.

2.1C Determine o dominio das fungoes indicadas abaixo.

1 T T
(a) f2)=—— (b)y=—5— (c)s(t) =vt2 -1 (@ y=—
z+1 r—1 N
(e) h(x) =+Vx+2 (f)q(m):$2+w ! (h) y = 3
Do@=VZ—z  (y=vae@ 30 (9 f(x)= fm_;i W)y=1{/2
() g(0) = W)y= ©y=vI"F () y=FI

(@Qu=vr—1+V3—2z [@)y=+1—-Vz )y=vz—vb-2z (t)y=+z—z

2.1D Utilizando o procedimento indicado no Exercicio 2.1B, esboce o gréfico das fungoes definidas

abaixo.
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(@) f@)=le| =1 (b) g(a) =l —1] () h(@)=|z+1-]a| (d)y=]|a2—1]

2.1E Uma pequena industria fabrica termometros e estima que o lucro semanal, em reais, pela
fabricagdo e venda de z unidades/semana é de R (x) = —0,0012? + 8x — 5000. Qual o lucro da
empresa em uma semana que foram fabricados 1.000 termoémetros?

3— 2z
2+x

2.1F Determine o dominio da funcao f (x) = 4[4 — ‘

2.1G Considere a funcao f definida em [—3,2] por f(z) = |$3 — 222 + 3z — 4’. Determine dois

nimeros reais m e M tais que m < f (z) < M, seja qual for o valor de z no intervalo [—3,2].

2.1H Considere a funcio f : R — R definida por f (z) = 22 + 4z + 5.
(a) Verifique que f (z) = (z + 2)* + 1;

(b) Esboce o gréfico de f;
(

c¢) Calcule o menor valor de f (x) e para qual x esse valor é assumido.

2.11 Verifique que V1 + 22 — |z| = e, entao, conclua que a medida que z cresce, o

1
|z| + V1 + z?
valor da diferenca /1 + 22 — |z| aproxima-se de zero.

2.1J Sejay = f (v) a funcio dada a partir da equagdo 22 + y? = 4, para y > 0.
(a) Determine uma férmula que defina explicitamente y como fungao de x;

(b) Determine o dominio de f;
(

c¢) Esboce o grafico de f.

2.1K Uma caixa retangular sem tampa, com volume de 2m3, tem uma base quadrada. Expresse

a area S da superficie da caixa como uma fun¢do do comprimento = de um lado da base.

2.1L A medida que o ar seco move-se para cima, ele se expande e esfria. Sabendo-se que a tem-
peratura do solo é de 20°C e que a temperatura a 1km de altura é de 10°C, expresse a temperatuta
T, em °C, como uma varidvel dependente da altura h, medida em km, supondo que um modelo

baseado em uma fungao afim seja apropriado. Qual a temperatura a uma altura de 2, 5km?

2.1M Suponha que a figura abaixo representa graficamente uma fungao y = f (x).
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(a) Determine f(—1).
P YA
(b) E correta a estimativa 2 < f(2) < 37
(c) Para quais valores de x tem-se f(x) = 27 \
(d) Para quantos valores de = tem-se f(z) = 07 \\ ,II -
0
(e) Qual o dominio de f? =
(f) Qual a imagem de f ? \ /
Fig: 2,1
2.1N Considere as funcoes f e g, cujos gréficos sao representados na figura abaixo.
(a) Obtenha os valores de f(—4) e ¢(3).
YA
(b) Para quais valores de z, f(x) = g(x)? ,
(c) Estabeleca o dominio e a imagem de f. g /
/
(d) Estabeleca o dominio e a imagem de g. / ® Vi >
o \
(e) Para quantos valores de z, f(z) =07 / \ a:
T )
(f) Para quantos valores de z, g(z) = 07
Fig. 2.2

Definigao Se uma fungao f satisfaz f (z) = f(—x), para todo  em seu dominio, entao f

é denominada fung¢ao par. Se f satisfaz f (z) = —f (—=x), para todo x em seu dominio, entdo f é

denominada uma fun¢do fmpar.

2.10 Com base na definicao acima, classifique cada uma das fungoes abaixo.

(@) f(@) =2 (b)g(@)=2> (c)h(x)=220—2> (d)k(x)=1-2a" () f(2)=la|.

2.1P Dada uma fungao f, definida em R ou em um intervalo (—a, a), mostre que g (z) = f (z) +
f (—z) é uma fungao par e que h (z) = f (x) — f (—z) é uma fungao impar. Deduza a partir daf que
qualquer fungao f, definida em um intervalo (—a, a), pode ser expressa como soma de uma fungao

par com uma fungao fmpar.

Definicao As funcoes f : A — Beg: A — B’ sao iguais quando A = A’, B = B’ e
f(@) =g (x), vz € A.

2.1Q Diga se f e g s@o iguais em cada um dos casos abaixo.
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) £ (@) = VaVE—Tegle) =Va? = () f(z) =2 0 (&) = ol
©f@)=""Leg@w=z+1 (d) f (@) =z e g (z) = Va?

r—1

2.1R Determine a fungao quadratica f que satisfaz f (0) =5, f(—1)=10e f(1) = 6.
Definicao Uma funcao f é crescente em um intervalo I, se dados =1, x2 € I, com x1 < Zo,
tem-se f (z1) < f(x2). Se f (1) < f (z2), para x; < w2, entdo f é dita ndo-decrescente em I.

Definicao Uma funcao f é decrescente em um intervalo I, se dados x1, o € I, com x1 < x9,

tem-se f (x1) > f(z2). Se f(x1) > f (z2), para x; < x2, entdo f ¢ dita ndo-crescente em 1.

2.1S Mostre que a func¢dao afim f(x) = ax + b é crescente, se a > 0, e decrescente, se a < 0.

2.1T Com relagao ao grafico apresentado no Exercicio 2.1M, identifique o conjunto no qual f é

uma fungao crescente.

Fungao Composta Considere duas fungoes f e g tais que a imagem de f seja um subb-
conjunto do dominio de g, isto é, Im (f) C D (g). Denominamos de composta de g e f, e anotamos

go f,afuncao com dominio D (f) e definida por: (go f) (z) =g (f (x)), com x € D(f).

2.1U Nos casos a seguir, verifique que Im (f) C D (g) para, assim, determinar a fun¢do composta

h=gof.

() f @) =2 o gl)=Va 0) f(r)=a243 o g(r)= "1

1
@ f@)=—ve ¢ g@)=v2-3 ([ f@)=—7 ¢ gla)=""7
2.1V Determine a fungao f de modo que (go f)(z) =z, Vx € D (f), onde:
(a)g(m):iii (b) g (z) = 2% — 2x, definida para = > 1.

2.1W Considere f uma fungao par e seja h = g o f. Mostre que h é uma fungao par. E se f for

uma funcao impar, pode-se afirmar que h também o serd?

2.2 Invertendo uma Fungao Real

B Funcao Injetora Diz-se que uma fungao f é injetora (ou injetiva) se dado y € Im (f),

existe um tnico z € D (f) tal que y = f (z). Isto é equivalente a: f (z1) = f (z2) = =1 = z2.



8 CALCULO DE UMA VARIAVEL MARIVALDO P. MATOS

B Funcao Sobrejetora Diz-se que f : D(f) — B & sobrejetora (ou sobrejetiva) se
Im (f) = B, isto é, dado y € B, existe z € D (f) tal que y = f ().
B Funcao Bijetora Diz-se que uma funcdo f é bijetora (ou bijetiva) quando for, simul-

taneamente, injetora e sobrejetora. Neste caso, temos:
fD(f) — Im(f)
z — f(z)=y

e podemos definir a fungao g : Im (f) — D (f), inversa de f, do modo seguinte:

A funcdo g, inversa de f, é caracterizada por: (fog)(y) =ye (go f) (z) = . E comum representar
a funcéo inversa de f por f1.
2.2A  Verifique que a fungdo f : R — R definida por f (z) = 3z + 5 é bijetora e determine sua

inversa.
2.2B Considere a funcio do exercicio precedente e determine a inversa da funcio f o f1.

2.2C Dé domifnio e contra-dominio adequados & fun¢do f (x) = 22, de modo que a mesma seja

invertivel e determine a sua inversa.

2.2D Considere a funcio f(z) = k/x, onde k é uma constante. E necessdrio impor alguma

restricdo & constante k para que f seja invertivel? Quem & f~1?

2.2E  Considere f : [1/2,+00) — [b, +00) definida por f (z) = 2? — x + 1. Qual o valor de b que

torna f invertivel? Quem é f~!? Esboce o grafico de f~1.

Respostas & Sugestoes

As fungoes apresentadas em (a), (b), (¢), (d), (e), (f), (g), (h), (j) e (1) tém para dominio

o conjunto R dos numeros reais. Por outro lado, temos: (i) R — {1} e h(z) =z +1,se z # 1

K)R—{-1/2} (m)R—{0} () R—{1} ()R—{-1}eg(@)=a—1sez#—1
(@) R—{1} (B)R—{-1,1} (c) (=00, ~1)U[1,+00) (d)R—{-2} (e)[-2+00) (f)R—{-1,0}
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(g) (=00, —1)U[1,+00) (h) (—00, =3)U {0 +o0) (HR (j)[0,2/3] <)(1/3 1/2] (1) (=00, —2)u
B,400) MR ()[0,+00)~{1} (0)[-2.2] ) [-/5.1/3] ( 1) 0,1 (s) [0,5/2]
(t) [1,4+00) U {0}  [2.5] R$2.000,00 [2.6] D (f) = R—(— 11/2 5/6) 2.1G| M =58 ¢
m=0 [21H]|(c) ;2 =-2 <a>y:¢m (b) [-2,2] s<x>:x2+
8/x  [2.L]T (k) = —10h+20; T(2,5)=—5°C  [2.1M](a) =4 (b)sim (c)z=—3, z =
1 (d) para dois valores (e) [=3,3] () [-4,4]  [2.1N](a) f(-4) = =2; g(3) =3 (b) & =
2, 2=2 (c) D(f)=[-44]; Im(f) =[-2,3] (d) D(9) =[-4,3]; Im(g) = [1/2,3] (e) para
dois valores  (f) nenhum  [2.10](a) fmpar (b) par (c) nem par nem fmpar (d) par (e) par
As funcoes f e g sdo iguais apenas no cao(b 2.1Q| f(z) =322 —2x+5 A
(g

)
fungao f é crescente no intervalo [0, 3] 1| (a) Im(f) =D (g) =[0,400) e h(z) = |z| (b)
4
) I

Im (f) = [3,+¢) € D (g) = R—{2} e h() = 211 (¢) Im (f) = (50,0 € D (g) = (—00,2] e

hz) =24z, 2>0 (A)Im(f)=D(g) =R—{1}eh(z) = —2z—1, z # —1

[—4

=

—_

-2

(a) f(z) = f (b) f(z) =14++V1+x Podemos concluir que h é uma fungao
-z

fmpar, se f e g o forem f! (1‘—5) fofl:R—R, dada por

(fof‘l)()zﬂf <f>—CD<f>—[o,+oo>ef—1<x>=\/5 [2.2D] k # 0 e

ft=1f b = 3/4. inversa é a fungao g : [3/4,4+00) — [1/2,400), definida por
g(y)zéﬂ/y—%
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