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Resumo

Este trabalho apresenta um método de interpolar suavemente uma dada seqiiéncia
de orientacgoes solidas de um objeto 3d, usando combinacao de curvas quatérnias cir-
culares. Dadas trés orientagoes, é construida uma curva circular quatérnia que inter-
pola as trés orientagoes. Assim, dadas quatro orientacoes g; 1, ¢;, Gi+1 € Giro, €xistem
duas curvas circulares quatérnias C; e C;;; que interpolam as 3-uplas quatérnias
(Gi-1, i, Gi+1) € (G, Qir1, ¢iv2), respectivamente; Assim, ambas C; e C;;; interpolam
as duas orientagoes ¢; € ¢;y1-

Geramos uma curva quatérnia ;(t) que interpola as duas orientagdes ¢; e g1
enquanto combina suavemente as duas curvas circulares quatérnias C;(t) e Cji1(?)
com uma fun¢ao de combinagdo f(t) € C¥(R,R) com k£ € R. A curva quatérnia
(; tem as mesmas derivadas, até a ordem k, que C; em ¢; e que C;11 em g¢;i1,
respectivamente. Conectando os segmentos de curva (); em uma seqiiéncia, geramos
uma curva quatérnia C*-continua que interpola suavemente uma dada seqiiéncia de

orientacgoes solidas.



Abstract

This paper presents a method to smoothly interpolate a given sequence of solid
orientations using circular blending quaternion curves. Given three solid orientations,
a circular quaternion curve is constructed that interpolates the three orientations.
Therefore, given four orientations ¢; 1, g;, ¢i+1, gi+2, there are two circular quaternion
curves C; and Cj,; which interpolate the triples of orientations (¢;_1,¢;, ¢;+1) and
(Gis Git1, Giv2), respectively; thus, both C; and C;,; interpolate the two orientations g;
€ Giy1-

We generate a quaternion curve ;(t) which interpolates the two orientations g;
and ¢;41 while smoothly blending the two circular quaternion curves C;(t) e Ci11(%)
with a blending function f(¢) € C*(R,R) with £ € R. The quaternion curve @Q; has
the same derivatives, up order k, with C; at ¢; and with C;,, at ¢;11, respectively. By
connecting the quaternion curves segments ();s in a connected sequence, we generate
a C*-continuous quaternion path which smootly interpolates a given sequence of solid

orientations.

xi



Capitulo 1
Introducao

Um dos problemas fundamentais em animagao através da computacao grafica é:
“Como interpolar uma dada seqiiéncia de posicoes e orientacoes' de um corpo

rigido, de modo que o movimento resultante pareca suave e natural?”

Sl e
X

A3
SS

A

R .
e pes

Figura 1.1: Animacao de uma letra “K” 3D

!Chamaremos o par posicio-orientacio definido pelo problema, de keyframe, os pares gerados
como solu¢do do problema de frames interpolantes e um par qualquer simplesmente frame.



Introducido 2

Para um corpo rigido tridimensional, sua posi¢ao e orientacao podem ser repre-
sentadas de forma tnica por dois elementos: p € R? e ¢ € SO(3), respectivamente,
onde SO(3) é o grupo das rotagoes em R? (veja [3]). Portanto, o movimento de um
corpo rigido 3D pode ser representado de maneira tinica como um caminho no espaco
R? x SO(3).

Dada uma seqiiéncia de pares posi¢do orientacdo (p;, ¢;) € R® x SO(3),i=1,...,n,
o problema de obter o movimento de um corpo rigido é como controlar a forma e a

velocidade de um caminho suave

(p(t),q(t)) € R* x SO(3),

enquanto se interpola a dada seqiiéncia de n pontos discretos (p;,¢;). O controle da
velocidade é feito especificando uma seqiiéncia {¢;} C R de instantes estritamente
crescente, de modo que o caminho (p(t),q(t)) interpola cada keyframe (p;,q;) no

instante t;, isto é,

p(t:) = pi;
q(t:) = g;.
Entre duas keyframes adjacentes, digamos nos instantes t; e ¢;,1, o ideal é que um
total de

biyi — b

1
h

frames interpolantes sejam geradas, nos instantes

t=t;+hti+2h, .. tis1—h

onde h = i segundos para o cinema e h = 31—0 segundos para videos. Em outras

palavras, para produzir animagoes para o cinema o ideal é que sejam geradas 24

frames por segundo e para o video 30 frames por segundo.



Introducido 3

Como existem muitas técnicas bem conhecidas para a construgao da primeira
componente p(t) € R, nosso trabalho concentra-se na segunda componente ¢(t) €
SO(3), o qual veremos ser nao-euclideano.

Também existem vdrias solugoes para a segunda componente, embora nao tao
conhecidas. O que nosso trabalho traz de inovacdo é o uso dos quatérnios para
re-presentar rotacoes em R®, mostrando como principal vantagem o fato de se usar
poucas operacoes aritiméticas nas operagoes entre quatérnios, o que minimiza bastan-
te o tempo usado pelo computador para produzir uma animagao. Fato que é relevante
quando comparado as outras ferramentes usadas com mais freqliéncia: matrizes de
rotacao e angulos de Fuler.

O resto deste trabalho é organizado como segue. No capitulo 1, mostramos as
formas de se realizar rotacoes em R?, usando as rotacoes em R? como motivacao inicial.
No capitulo 2, damos um tratamento completo sobre os quatérnios e mostramos sua
intima relacio com as rotacoes em R?. Prosseguimos no capitulo 3 com alguns métodos
de interpolacao entre duas rotacgoes, dando énfase a funcao Slerp que usa os quatérnios
e que nos serd util no capitulo 4.

Finalmente, no capitulo 4 mostramos o resultado principal deste trabalho.

No apéndice A, encontram-se alguns algoritmos dos métodos discutidos no de-
correr desta dissertacao, escritos em linguagem C. Algumas imagens presentes neste
trabalho foram produzidas pelas implementacoes destes algoritmos e tais implemen-
tacoes, coédigos fonte e executdveis, estdo disponiveis para download na internet?,

incluindo também o programa que mostra o resultado principal deste trabalho.

2ftp:/ /mat.ufpb.br/pub/mat/quat2000.zip



Capitulo 2
Rotacoes

O espago das rotacoes assume papel relevante em Computagao Gréafica, devido a
importancia dos movimentos rigidos. Como exemplo, o movimento de um corpo rigido
fica completamente determinado se é dada a seqiiéncia de pares: posi¢ao (translacdo)
e orientacao (rotagdo) que o objeto descreve em relagdo a um sistema de coordenadas.

Neste capitulo estudaremos as rotagoes de uma maneira geral e analisaremos quais
as melhores formas de representa-las. Veremos no proximo capitulo outra forma de

representar as rotacoes em R3.

2.1 Rotacoes no Plano

Como motiva¢ao, iniciaremos nosso estudo com as rotacoes em R?. Veremos quais
as possibilidades de representagao e uma comparagao entre elas.

Seja v = (z1,71) € R? e 0 € [0, 7], deduziremos qual a expressdo para a rotagao
Ry(v) do vetor v de um angulo 6 no sentido anti-horario.

Pela figura 2.1, temos que:

X1 = r1Cosx
P (2.1)

Y1 = risena
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Figura 2.1: Rotagao no plano

xo = rocos(a + 0) (2.2)
Yo = rosen(a + 0)

onde r1 = |v|, 7o = |Ry(v)|, e @ é 0 angulo entre v e o eixo . Como uma rotacao
preserva comprimentos, temos que 7, = ro. Logo, desenvolvendo as expressoes em 2.2

e usando isto juntamente com 2.1, temos:

Lo = rocosacost — rosenasent
= rycosacos) — risenasend

= x1cos — yisend;

Yo = rosenacost + rocosasend
= risenacost + ricosasent

= yjcosf + xysenb);

Assim, segue-se que a expressao procurada é dada por

Rg(z1,y1) = (x1c080 — yisenf, yicosh + z1send); (2.3)
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2.1.1 Notacao Matricial

Podemos obter uma representagao matricial para 2.3, observe que

T2 | cosf —send T
Yo senf)  cosf Y1

Se denotarmos v = (z1,y1) € Ry(v) = (z2, y2) por

Y [a:l o Rofv) = [xz]
n Yo
e por A a matriz
cosf —senf
A=
senf cosf

a expressao 2.3 tem sua representacao matricial da seguinte forma:
Ry(v) = Av

Neste contexto a matriz A é chamada “matriz de rotacdo” ou, algumas vezes “ope-
rador rotacao”. Tais matrizes desempenham um papel importante no estudo das

rotacoes planas.

Notagao 2.1.1. O conjunto das matrizes' de rotagio no plano é denotado por SO(2).

2.1.2 Notacao Complexa

Relembremos algumas definicoes:

Definigao 2.1.1. Seja z = a + bi € C. A norma de z, denotada por |z|, é dada por

2 = V@ T .

Geometricamente, a norma de z representa o comprimento do vetor (a,b) € R?

180(2): Special Orthogonal matrices 2 x 2.



Notacdo Complexa 7

Definigdo 2.1.2. Seja z = a+bi € C. O argumento de z é dado por 6 = arctg(2).

Da mesma forma, o argumento 6 de z representa o angulo entre o vetor (a,b) € R?

e 0 eixo z. Observe a figura 2.2

M

ab-------

Figura 2.2: Argumento de um nimero complexo z

Pela figura temos que
a = rcosf
b = rsenf

onde r = |z|. Substituindo em z, temos
z = r(cosf + senbli),

esta nova expressao para o complexo z, é chamada forma polar ou forma trigonomé-
trica.

Sejam z = r(cosf + senfi), w = z; + y;i € C. Usando a regra de multiplicacido de
nimeros complexos, segue-se que

zw = r(cosh + senbi)(xq + y1i)
= r[(x1cosf — y1senb) + (y1cosh + x1senh)i

Fazendo a identificacao de um nimero complexo arbitrario z 4+ yi com o vetor do
plano (z,y) e supondo que zw = x5 + Y1, podemos reescrever a expressao acima da

seguinte maneira:

(x2,y2) = r(z1c080 — y1send, y;cosf + xisenh)
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e comparando esta expressao com 2.3, percebe-se que zw representa uma rotacao de
um angulo # no sentido anti-horario seguida por uma mudanca de escala r. Assim, se
supormos que o complexo z seja unitario, ou seja r = 1, temos que zw é uma rotagao

no plano, e reescrevemos em notagao complexa a rotagao e o escalamento como
Ry(w) = zw

Concluimos entao que o conjunto do nimeros complexos unitdarios podem ser

identificados com o conjunto de todas as rotagdes no plano 2, ou seja S' ~ SO(2).

2.1.3 Matrizes ou Numeros Complexos?

Inicialmente, ressaltamos a vantagem de menor armazenamento no computador
que a notacao complexa tem, pois sdo necessarias apenas duas coordenadas para
armazend-lo, enquanto que uma matriz necessita de quatro coordenadas.

Quando lidamos com rotacoes é necessario trabalhar com composigoes de rotagoes.
Isto significa matematicamente multiplicacao de matrizes ou de nimeros comple-
x0s dependendo de qual representacao estejamos usando. Para multiplicarmos duas
matrizes 2 X 2 sao necessarios oito produtos e quatro adigcdes, enquanto que para
multiplicarmos dois niimeros complexos sao necessarios apenas quatro produtos e J
adigdes.

Dadas estas comparacoes é facil perceber que computacionalmente a representacao

complexa é mais vantajosa para lidar com rotagoes.

2.2 Rotacoes em R?

Nesta se¢ao investigaremos as formas de se expressar rotacoes em R3.

2Usamos novamente a identifica¢io de um complexo com um vetor do plano para concluir este
isomorfismo.
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2.2.1 Rotacoes Usando Matrizes

Comecgaremos relembrando algumas defini¢oes e resultados de dlgebra linear.

Definicao 2.2.1. Um operador linear T : R® — R3 € dito ortogonal quando T = T71,

onde T denota a transformacao adjunta de T.

Usando uma linguagem “matricial” podemos dizer que um operador 7' é ortogonal

quando sua matriz associada [T'] obedece & seguinte relagao
[T = [T =[T]".

onde [T]" significa a matriz transposta de T.

De agora em diante usaremos apenas a letra do operador para representar a sua
matriz associada, ou seja, a matriz do operador T' : R® — R3 ¢é T, e a matriz de
um operador ortogonal também serd chamada ortogonal. O conjunto das matrizes
ortogonais de ordem 3 x 3 é chamado O(3).

Usando a definicao 2.2.1 podemos deduzir a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 2.2.1. Seja T : R® — R® um operador ortogonal, entio detT = 1.

Demonstracgao:

T-T' =1 =
T-T" =1 =
det(T - TY) det(I) =
det(T)det(T") = 1 =
det(T)det(T) = 1 =
det>(T) =1 =

det(T) = +1

[
As matrizes que tém determinante igual a 1 sdo chamadas matrizes especiais e o

conjunto formado por estas matrizes é denotado por® S.

385 de especial em inglés: special.
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Definicao 2.2.2. SejaT : R® — R® um operador linear. O operador T é dito positivo
quando det(T) > 0.

Indicaremos o conjunto das matrizes ortogonais positivas por SO(3)*, ou seja, as
matrizes com determinante igual a 1.

A seguir enunciamos um importante teorema que estd intimamente relacionado a
teoria das rotagoes em R*. Sua demonstragao serd omitida, podendo ser encontrada

em [4], em toda sua generalizagio.

Teorema 2.2.2. Se T :R® — R® é um operador ortogonal positivo, existe uma base

ortonormal de R®, na qual a matriz de T é da forma

1 0 0
0 cosf —send

0 senf cosf
onde 0 € [—m,7].
Este teorema nos afirma que os operadores ortogonais positivos representam ro-

tacoes em torno do primeiro vetor de alguma base ortonormal de R?, isto nos leva a

concluir que

Coroléario 2.2.3. O conjunto SO(3) representa o conjunto de todas as rotagoes es-

PacLaLs.

2.2.2 Rotagoes Usando Angulos de Euler

Uma outra alternativa para representar rotacoes sao os angulos de Euler. A pa-
rametrizagao de SO(3) por angulos de Euler utiliza o fato de que qualquer rotacao

pode ser obtida utilizando trés rotacoes sucessivas em torno dos eixos coordenados.

450(3) : special orthogonal 3 x 3
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Figura 2.3: Angulos de Euler

Definicao 2.2.3. Chamamos angulos de Euler os angulos ¢,0 e 1 onde suas respec-

tivas rotagcoes sao dadas por

cos¢p sengp 0 1 0 0
Ry=1 —sen¢ cos¢p 0 |, Rg=1] 0 cosf senf |,
0 0 1 0 —senf cost
cosyy 0 seny
Ry = 0 1 0
—seny 0 cosy

onde ¢,0,1 € [—7,7|. e representam rotagdées em torno dos eixos t, y, z, respectiva-

mente.

Esta representacdo ¢ muito eficiente pois ela usa somente trés varidveis (4,0 e
1) para representar uma rotacao. Entretanto, ndo existe uma maneira facil de de-
compor uma rotagdo arbitraria como uma série de trés rotagoes em torno dos eixos
coordenados.

Angulos de Euler também introduzem o problema chamado “gimbal lock”, que

representa a perda de um grau de liberdade rotacional. Este problema surge quando
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algum dos angulos de Euler é de 90 graus. Repentinamente a rotacao nao ocorre,
devido ao alinhamento dos eixos.

Por exemplo, imagine uma seqiiéncia de rotacoes a serem realizadas por um simu-
lador de voo. Vocé especifica que primeira rotacao deve ser de um angulo o em torno
do eixo x, a segundo rotacao é de 90 graus em torno do eixo y, e 5 deve ser a rotacao
em torno do eixo z. Realizando estas rotacoes vocé descobrird que a rotacao de 5 em
torno eixo z tem o mesmo efeito que uma rotagao em torno do eixo x. A rotagdo em
torno do eixo y causou um alinhamento entre os eixos x e z, causando assim a perda
de um grau de liberdade na rotagao.

Matematicamente, o “gimbal lock” corresponde a perda de um grau de liberdade
na matriz de rotacao genérica, que é dada por

cosflcosyy cosysengsenf) — cosgpsenty) cos¢cosysent + sengsent)
R(¢,0,v) = | cosfsent)y cospcosy)y + sengsenfsent) cospsenfsent) — cossend
—senf cosflsen¢ cos¢cosf
Considerando e exemplo citado anteriormente, a sua matriz de rotacdo serd a
seguinte:
0 cosyseng — cosgsentyy cos¢pcosy + senpsen)
R(¢,%,%) = | 0 cospcosy + sengsenty cosgsent) — cosysene
-1 0 0
0 sen(¢—v) cos(d—1)

= | 0 cos(¢—1v) sen(¢—1)
-1 0 0

Esta expressdo mostra que a rotagao R(¢,%5,1) depende somente da diferenca
¢ — 1) e assim sendo, ela tem somente um grau de liberdade em vez de dois. Para
0 = %, os angulos ¢ e 1) resultam em rotagdes em torno do mesmo eixo (ver [1] para
mais detalhes).

No capitulo 2 veremos que a melhor representacao para as rotagoes espaciais pro-

vem de uma estrutura algébrica chamada “quatérnios”.



Capitulo 3

Quatérnios

3.1 Fundamentos Histdricos

Os Quatérnios foram descobertos por Sir William Rowam Hamilton em 1843.
O seu objetivo era generalizar os nimeros complexos para trés dimensoes, isto é,

numeros da forma
a+1b+ jc,

onde a,b,c € R e 2 = j2 = —1. Hamilton nunca foi bem sucedido em fazer esta gene-
ralizacao, e pouco tempo depois teve a prova de que o conjunto dos niimeros complexos
tridimensionais nao é fechado sob a multiplicacao, ou seja, dados os quatérnios z, y
nao é verdadeiro que xy também é um quatérnio. Em 1966, Kenneth O. May deu

uma elegante prova deste fato:

Proposicao 3.1.1 (Kenneth O. May). O conjunto dos nimeros complexos tridi-

mensionais ndo é fechado sob a multiplicacgao.

13
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Demonstracao: Assuma que as regras usuais' de aritmética para nimeros comple-
xos valham, e que 2 = j2 = —1.
A prova é feita por contradicao, de modo que assumiremos que a multiplicagao é

fechada. Portanto, existem a, b, c € R tais que
1j =a+1b+ jc (3.1)
multiplicando & esquerda (3.1) por i, temos
—j = —b+1ia+1ijc, (3.2)
substituindo a eq. (3.1) em (3.2) obtemos

—j =—=b+ia+ (a+1ib+ jc)c
= (ac — b) +i(a + bc) + ¢?j

Assim, temos que

ac—b=0
a+bc=0
A2+1=0
A equacdo ¢ + 1 = 0 nos d4 uma contradicdo, j& que ¢ é real, por hipétese. |

Uma das motivacoes de Hamilton para procurar nimeros complexos tridimensio-
nais era encontrar uma descricao de rotagoes no espaco, analoga aos numeros com-
plexos, onde uma multiplicacdo corresponde a uma rotagao e uma mudanca de escala
no plano. Enquanto andava pelo Royal Canal em Dublin, numa segunda-feira de Ou-
tubro de 1843, Hamilton imaginou que talvez “quatro” nimeros fossem necessarios
para descrever uma rotagao seguida por um aumento de escala. Um nimero descreve
a mudanca de escala, outro nimero descreve o grau a ser girado e os dois ultimos

numeros ddo o plano em que o vetor deve ser girado. Apds este “estalo”, Hamilton

ldistributividade do produto com relagfio & soma, independéncia linear de {1,4,j} e a associati-
vidade do produto
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encontrou uma multiplicagao fechada para os niimeros complexos quadri-dimensionais

da forma

a+iz+ jy + kz,

onde

ij =—ji=Fk
jk = —kj =4
ki = —ik = j;

Hamilton chamou seus numeros complexos quadri-dimensionais de Quatérnios. Um
quatérnio s + ix + jy + kz é usualmente escrito como [s,v],s € R,v € R?, onde s é
chamado parte escalar e v = (z,y, z), parte vetorial. Ele apresentou a matemética
quatérnia® em uma série de leituras na Royal Irish Academy (veja [7]). As leituras

deram origem a um livro intitulado:

“LECTURES ON QUATERNIONS: CONTAINING A SYSTEMATIC
STATEMENT OF A NEW MATHEMATICAL METHOD”

3.2 Matematica Quaternionica Basica

Nesta se¢ao vamos enunciar a notacao usada para quatérnios e estabelecer a ma-
temadtica quaternionica, incluindo adicdo, multiplicacao, subtracao e multiplicacdo

por escalar. Por fim definimos o conjugado e o inverso de um quatérnio.

[{—

Notacao 3.2.1. Usaremos o “ =7 para indicar “igual por definicao”. O conjunto

das fungoes de A em B, n vezes diferencidveis com derivadas continuas serd indicado

por C™(A, B).

20u quaternidnica,
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Definigcao 3.2.1. O conjunto dos quatérnios é denotado por H.

Quatérnios consistem de uma parte escalar s € R e uma parte vetorial v =

(z,y,2) € R®. Usaremos as seguintes definigoes:

Definicao 3.2.2. Sejam 2 = j2 = k> = =1, 4j = —ji = k, jk = —kj =i, ki =

—ik = j. Entao, dado q € H, podemos escrever:

qg =|[s,v], seRveR

= [Sa (xayaz)]a $,%, Y,z € R

s+ix+jy+kz s,z,y,z€R

!

Definicao 3.2.3. Sejam q,q¢' € H, onde q = [s,(z,y,2)] e ¢ = [¢,(2,¢,2")]. O

operador adi¢cdo +, € definido como

v+ [, V'],
(@, y,2)]+ [¢', (', /', )],

[s,
[s,
(s +ix + jy + kz) + (8 + iz’ + jy' + k2')
= (

s+s)+i(lz+2)+jly+y) +k(z+2)

!

Proposigao 3.2.1 (Adigao Quatérnia). Sejam q,¢' € H, onde ¢ = [s,v] e ¢’ =
[s",v']. Entio q+q =[s+5,v+V]
Demonstracao:

¢+4q =lsv]+[s,V]
(s+ix + jy+ kz) + (s' +ix" + jy' + k2')
=(s+s)+ilz+2)+ily+y) +k(z+2)
[s+ s, v+V]
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Definicao 3.2.4. Sejam q,q¢' € H, onde ¢ = s+ix+jy+kz eq = ' +iz' +jy' + k2.

A operag¢do multiplicacao € definida por

qq’ ,v][s', v],

[s
[s

, (2,9, 2)]ls', (', ', 2],

Il

(s +iz + jy+ kz)(s' + iz’' + jy' + k2')
=ss' — (zz' + yy' + 22') +i(sz' + s’z + y2' — zy')+
+i(sy + s'y + za' — x2') + k(s2' + s'z + zy’ — ya')
Proposigao 3.2.2 (Multiplicagao Quatérnia). Sejam q,q' € H, onde g = [s,v] e
q =1[¢,v']. Entdo
q¢ = [ss' —v -V v x Vv +sv +§'V],

onde “-7 e “x 7 denotam o produto interno e vetorial em R?, respectivamente.

Demonstracao: Pela definicao 3.2.2, as seguintes identidades sao validas: jk =

—kj =1, ki = —ik = j, ij = —ji = k. Usando-as temos:

[s,v][s', V']

(s + iz + jy + kz)(s' + iz’ + jy' + k2')

ss' — (o' +yy' + 22') +i(sa’ + sz + y2' — 2y’ )+
+i(sy + s'y + zx' —x2') + k(sz' + s’z + xy' — ya')

qq’

!

(s8' =v-v)+i(ys' — 2y) + j(22' — x2') + k(zy — ya')+
+s(iz’ + jy' + k2') + §'(ix + jy + k=z)

=[ss' —v -V, vxVv +sv +5V]

Corolario 3.2.3. A multiplicacdo quatérnia geralmente ndo é comutativa.

Demonstracao: Esta prova é feita por meio de um contra-exemplo, 77 = k, mas

ji = —k. ]
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Abaixo daremos algumas proposicoes sem prova-las. As provas sao todas baseadas
no principio usado anteriormente: os quatérnios envolvidos sdo escritos na forma
s +ix + jy + kz. Entao, usando dlgebra simples e agrupando termos semelhantes, o

resultado pode ser escrito como um quatérnio usando a defini¢ao 3.2.

Proposigao 3.2.4. Sejam p,q,q' € H e r € R. Entdo

(pq)d' = p(qq) (a multiplicacdo quatérnia é associativa)
plg+d) =pq+pd

( ) (a multiplicacdo quatérnia é distributiva)
(¢+d)p=ap+dqp

A multiplicagdo por um escalar é facilmente introduzida, identificando r € R com

o quatérnio [r,0]:

Definicao 3.2.5. Sejam g € H e r € R. A multiplicacao por escalar € definida por

rq = [r,0]q.

Proposigao 3.2.5 (Multiplicagao por Escalar). Sejam g € H, onde ¢ = [s,v], e

r € R. Entao:
rq =qr
= [r,0][s, V]
=[rs,rv]

Note que a proposicao nos diz que a multiplicacao por escalar é comutativa. Usa-
1

remos a notacao a para indicar —¢q, onde ¢ € H e » € R. Agora, podemos introduzir
r r

a subtracao quatérnia na maneira usual,

Definicao 3.2.6. Dados q,q € H, a subtracdo quatérnia é definida por ¢ — ¢' =
g+ (-1)q"

Esta definicao nos da o que realmente esperavamos:
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Proposigao 3.2.6 (Subtragao Quatérnia). Sejam ¢,¢' € H, onde ¢ = [s,v] e

q =1[¢,v']. Entio

g—q¢ =q+(-1)¢
=[s—s,v—-V]
Anélogamente a definicdo de conjugado de um nimero complexo, definimos o

conjugado de um quatérnio:

Definicao 3.2.7. Seja ¢ € H. FEntao ¢* € chamado o conjugado de q e € dado por

*

¢ =I[s,v[* =[s,—V].

Esta defini¢ao da origem as seguintes propriedades, cujas demonstragoes sao con-

seqiiéncias imediatas das definicoes anteriores:

Proposicao 3.2.7. Sejam p,q € H. Entao:
D) (@) =g
i) (pg)" = ¢"p*;
W) p+q) =p" +q%
w) q¢* = ¢*¢ € R

A norma de um quatérnio é obtida usando conjugacao:

Definicao 3.2.8. Seja p € H e seja a aplicagdo ||-]| : H — R definida por ||q|| =

Vaq*. Esta aplica¢io é chamada norma e ||q|| é a norma de q.

A aplicagdo norma tem um grande nimero de propriedades interessantes, que

serao resumidas a seguir.

Proposicao 3.2.8. Sejam q,¢' € H e ||-|| : H — R a aplicagdo norma. As seguintes

equagoes sao validas:
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i) gl = V¥ +v-v=1/2+ 1%+ y%+ 2%

) llg"ll = llgll

#i) |lgq'll = llgll ll¢'l
Demonstragao: As equagoes (i) e (ii) podem ser vistas diretamente. A equagao
(iii) segue de:

lad'll = +/aq'(qq")*

= llall ll¢'ll
[ |
Posteriormente, necessitaremos do produto interno de dois quatérnios. Também
queremos mostrar que a aplicacao norma é de fato uma norma do sentido matematico
usual. Da equagdo (i) na proposi¢do 3.2.8 segue-se que a norma de um quatérnio ¢
pode ser escrita como geralmente é obtido através do produto interno (se ¢ € H é

identificado com o vetor correspondente em R*). Esta propriedade é formalizada por:
Definig¢ao 3.2.9. Sejamq,q' € H, g = [s,v] = [s,(z,y, 2)], ¢ = [, V] =[¢, (¢, ¢/, Z)].
O produto interno € definido como - : H x H — R onde
g-¢ =ss+v-v;
=ss' +xax' +yy' + 22
Note que esta definicao da origem a:

Corolario 3.2.9. A norma de um quatérnio pode ser obtida por ||q|| = \/q-q. Além

disso, ||| é uma norma no sentido matemdtico usual.

3 Com isto, queremos dizer que a norma de um quatérnio definida desta forma satisfaz a todas as
condigoes impostas na definicdo matemdtica de “norma” de um vetor
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Demonstragdo: Segue-se de proposi¢ao 3.2.8, eq. (i), que ¢-q = ||q||2 Seja
q= Is,(z,y,2)] € H, se identificarmos g com (s,,y,z) € R*, o método de calcular
norma acima, ¢ idéntico ao da norma euclidiana em R*. Assim a norma quatérnia é
uma norma no sentido usual. |

Posteriormente necessitaremos da seguinte generalizacdo dos casos bi e tridimen-

sionais:

Definicao 3.2.10. Sejam ¢q,q' € H. Defina q,q' como os vetores quadri-dimen-
¢ )

stonais correspondentes e o como o angulo entre q,q'. Entdo

q-q = llgllllg'll cos .

3.3 Propriedades Algébricas dos Quatérnios

Nesta se¢do provaremos que o conjunto dos quatérnios H\{[0, (0,0, 0)]} é um grupo
nao-abeliano sob a multiplicacao quatérnia. No final desta secao daremos um sumaério

de algumas outras propriedades algébricas dos quatérnios.

Definigcao 3.3.1. O conjunto dos quatérnios H\{[0, (0,0,0)]} serd denotado por H.

Basearemos nossa discussao na definicao de grupo:

Definicao 3.3.2. Seja G um conjunto com um operador - : G x G — G definido por
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(a,b) = a-b=ab. G é um grupo se

1) a(bc) = (ab)c,Va,b,c € G (O operador € associativo)

1) FExiste exatamente um I € G
(I € o elemento neutro)

tal que Ia =al = aNa € G

1t) Va € G existe um elemento v _
(a=té o elemento inverso de a)

1

aleGtal queaa ! =ata=1

Se ab = ba, Ya,b € G, G é chamado um grupo abeliano ou comutativo.

E mostrado nos dois lemas a seguir, que existe um elemento neutro e um elemento

o
inverso em H com relacao a multiplicacao quatérnia.

Lema 3.3.1. O elemento I = [1,0] E]ﬁl € 0 unico elemento neutro sob a multiplicacdo

quatérnia.

Demonstragdo: Seja ¢ = [s,V] E]I?]I. Pela proposi¢do 3.2.5 temos ¢ = Iq =
[1s,1v] = [s,v] = ¢. Assim I é um elemento neutro. Para provar que I é tnico,
suponha que exista outro elemento neutro J. Entao temos que I.J = I, pois J é um
elemento neutro. Além disso IJ = J, pois I é um elemento neutro. Isto nos dd que

I=1J=J ousejal =J cq.d. |

Lema 3.3.2. Seja g € H . Entdo eviste gte H tal que tal que g ' = ¢ tq = I.

1

Além disso ¢~ é tnico e é dado por

*

-1 q

q9 =3
llql]

Demonstracao: Considere ¢ E]I?]I .

Unicidade: Considere pi, p» € H sendo ambos inversos de g. Segue-se que

pr=pl = pl(qp2) = (p1q)p2 = Ipy = py;
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*

Existéncia: Seja p = q_2 Entao:
4l
¢ _ g _lal® _, _
p=¢—F=—5=-"s=1=1,
gl llall™  llall
q" q'q q
pq = 50 = 2:“ “2:151.
gl llall™ el
Portanto, todo quatérnio em ]I(-)]I possui um inverso. |

Proposicao 3.3.3. O conjunto ]IC:]I € um grupo nao-abeliano sob a multiplicacdo qua-

térnia.

Demonstracao: Note que o conjunto dos quatérnios é fechado sob a multiplicacao.
Isto segue diretamente da definicio de Hamilton. A primeira condicao para ser um
grupo segue da proposicao 3.2.4. A segunda e a terceira condigoes seguem dos lemas
3.3.1e3.3.2. O grupo nao é abeliano, pois a multiplicagdo quatérnia nao é comutativa.
[ |

O conjunto dos quatérnios satisfaz algumas outras propriedades algébricas que

merecem ser mencionadas. Estas sao brevemente mencionadas a seguir:

e O conjunto dos quatérnios é um grupo abeliano (H, +) sob a adi¢do quatérnia.

e O conjunto dos quatérnios é um anel de divisdo ndo-abeliano (H, +,-), onde

“+7 e “ 7 s30 a adigao e multiplicacao quatérnia.

3.4 Quatérnios Unitarios

Nesta secao discutiremos sobre um subconjunto do grupo quatérnio — o conjunto

dos quatérnios unitarios.
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Definigao 3.4.1. Seja g € H. Se ||g|| = 1, entao q € chamado de quatérnio unitdrio.

Usaremos H; para denotar o conjunto dos quatérnios unitdrios.

O conjunto dos quatérnios unitdrios constituem uma esfera no espago quadri-
dimensional. Devemos ver em breve que os quatérnios unitarios guardam uma im-
portante relacao com as rotacoes em geral. Seguem abaixo proposigoes que conduzem

para esse importante resultado.

Proposigao 3.4.1. Sejaq = [s,v] € H;. Entdo existev' € R®, |[v/| =1, e €] -7, 7]

tal que
q = [cosh, v'senf].

Demonstragao: Se ¢ = [1,0], considere § = 0 e v’ pode ser escolhido livremente
entre os vetores unitdrios em R3.
Se ¢ # [1, 0], considere k = |v| e v/ = £v. Entdo v = kv’, onde v’ é um vetor unitério

em R?. Como ¢ é unitdrio por hipdtese temos
l=|lg’=s*+v - v=s+ kv =5+ k%

A equacao s?+k? = 1 descreve um circulo unitdrio no plano. Como o circulo unitdrio
também pode ser descrito por cos?f + sen?f = 1, entdo existe § €] — 7, 7] tal que

s = cosf e k = senfl. Assim, obtemos

q =[s,v] =[s,V'k] = [cosf, v'senf)]

Proposicao 3.4.2. Sejam q,q¢ € H,. Sdo vdlidas as duas equacoes que sequem.:

i) |lgd'|| = 1;

1) ¢ ' = q*.
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Demonstracgao:

i)llgd'll = llgll I¢']| = 1, pois ||lg|| = [|¢']| =1 e pela eq. (iii) da proposi¢do 3.2.8.

ey q .

ll)ql=w=q,p0mllqll=1- u

o
O conjunto dos quatérnios H; é obviamente um subconjunto de H, junto com a

definicao e a proposi¢ao que seguem, provaremos que H; é um subgrupo de ]ﬁl

Definic¢ao 3.4.2. Seja G um grupo e F' # () um subconjunto de G. F é um subgrupo
de G se
i) Para todo a,b € F, ab € F (F € fechado);

1) Para todo a € F, a™' € F.

Proposigao 3.4.3. O conjunto H; de quatérnios unitdarios é um subgrupo de ]ﬁl

Demonstracao: Sejam ¢,q' € H;. Pela proposi¢do anterior temos que ||gq’|| = 1,
isto é q¢’ € Hj, e portanto temos a condi¢do (i) satisfeita; Pela equagdo (ii) na 3.2.8

e a proposicao anterior temos

g™ = llg"ll = llgll = 1

e assim a segundo condicao também esta satisfeita: ¢=! € Hj. |

3.5 Funcoes Exponencial e Logaritmo

Vamos precisar em breve das versoes quatérnias das funcgoes exponencial e lo-

garitmo reais. Nesta secao serao dadas suas defini¢coes e algumas conseqiiéncias.

Definicao 3.5.1. Seja g € Hy, onde q = [cos 0, senfv]. A funcdo logaritmo é definida

por

logq = [0, 6v]
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Note que log[1, (0,0,0)] = [0, (0,0,0)] = 0 como no caso real. Note também que

log ¢ nao é em geral um quatérnio unitario.

Exemplo 3.5.1. Considere 0s quatérnios i, j, k. Escrevendo-os na forma trigonomé-

trica temos

i=(0,1,0,0) = [cos,senF(1,0,0)];

i=1(0,0,1,0) = [cosF,senF (0, 1,0)];

k = (0,0,0,1) = [cosF,senZ (0,0, 1)];
Calculando o logaritmo destes vetores temos

logi = [0, 2(1, 0,0)], logj = [0, g(o, 1,0)], logk = [0, g(o, 0,1)].

Agora, observe que

logij =logk = [0, 5(0,0,1)]
logi+logj = [0, 5(1,0,0)]+[0,5(0,1,0)] = [0, 5(1,1,0)]

portanto,
logij # logi+logj
|

Defini¢ao 3.5.2. Para um quatérnio da formaq=[0,0v],0 e R, ve R} |v|=1,a

funcdo exponencial é definida por
exp g = [cosf, senfv]

Note que fungao exponencial tem imagem em H; e as func¢oes exponencial e loga-

ritmo sao mutuamente inversas.
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Observacgao 3.5.1. E interessante ressaltar que exp(logq) = ¢ para todo q € Hy,
como era de se esperar!

s

,5(0,0,1)]. Pela definicao de exponecial

Exemplo 3.5.2. Considere o quatérnio [0

temos que
exp([0, 5 (1,0,0)]) = [cos3, senz(1,0,0)] = [0, (1,0,0)] =i

e portanto, exp(log(i)) =1 .
A partir das defini¢oes acima podemos definir a exponenciagao parag € H;, ¢t € R :

Definicao 3.5.3. Sejam g € H,, t € R. A ezponenciacio ¢' é definida por

g’ = exp(tlog(q)).
Isto da origem as seguintes proposicoes:
Proposicao 3.5.3. Sejam q € Hy, t € R. Entado log(¢*) = tlogg.

Demonstragao: log(q') = log(exp(tlogq)) = tlogg. [

Proposicao 3.5.4. Sejam q € Hy, q = [cosf,senfv] e a,b € R. Entdo ¢°¢® = ¢**°.

Demonstracao:
¢"¢" = exp(alogq)exp(blogq)

= exp(al0, 6v]) exp(b[0, 6v])

= exp([0, afv]) exp([0, bOV])

= [cosaf, senaf - v][cosbl, senbh - v]

= [cosafcosbf — senafsenbb,
(senafcosbd + cosabsendh) - v

= [cos[(a + b)6)],sen[(a + b)0)] - V]

= exp([0, (a+ b)0 - v]

— expl(a + b) log )]
— qa—|—b
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Uma outra regra para niimeros reais é (p?)® = p®. Esta regra também ¢é véilida

para quatérnios unitarios:
Proposigao 3.5.5. Sejap € Hy e a,b € R. Entdo (p*)® = p®.

Demonstracgao:

(p*)° = (exp(alogp))®
= exp(blog(exp(alogp)))
= exp(balogp)
— pab
]
Devemos ser muito cuidadosos ao querer usar as fungoes log e exp, como suas

correspondentes versoes reais. Por exemplo, considere a seguinte dedugao incorreta,

onde p e ¢ sao quatérnios unitarios:

= exp(log(pq))

(
= exp(logp + logq)
(
(

exp(log g + logp)
exp(log ¢) exp(log p)

=4qp

Isto esta inconsistente com o fato de que a multiplicagao quatérnia nao é comuta-
tiva. O erro mora na segunda passagem, onde a regra logpq = logp + log ¢ ¢é usada,

mas nao é valida para quatérnios, conforme visto no exemplo 3.5.1.

3.6 Rotacao com Quatérnios

Hamilton procurou descrever rotagoes no espaco, apenas como os niimeros comple-
xos descrevem rotacgoes no plano. A realidade deste fato é demonstrado nas seguintes

proposicoes:
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1

Proposigao 3.6.1. Sejam q € Hy e p = [s,v] € H. FEntio gpg ' = p', onde p' =

[s, V'] com |v| = |Vv'|.

Demonstragao: Considere S(q) indicando a parte escalar de q. Observe entao, que:

¢+ ¢ =[s,v]+[s,—V]

= [2s,0]

=2s

=25(q)
isto nos da que 25(q) = q + ¢*.
Nossa prova consiste de trés passos. Primeiro mostramos que S(p') = S(p), para Vp €
{[s,0]|s € R}, em seguida para Vp € {[0,v]|v € R*}. Finalmente estes resultados
serao usados para mostrarmos a proposi¢ao para p € H.
Se p é um escalar, representado-o como o quatérnio [s, 0], é ficil mostrar que S(p) =

S(p'), observe
S(') = S(gpg~") = S(q[s,0]g~") = 5([s,0]qg") = S([s,0]) = s = S(p)

Se p é um vetor de R? representado como um quatérnio, temos

25(p") =2S(gpq™")
= (qpg") + (gpg 1)

= qpq* + (qpq*)* (proposicio 3.4.2)

=qpq* + qp*q* (proposigoes 3.2.4 e 3.2.7)
=q(p+p*)q* (proposigao 3.2.4)

=q2S(p)q* (pelo resultado anterior)

= 25(p)qq* (multiplicagao escalar é comutativa)

=25(p)
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Agora, seja p € H, p = [s,v] = [s,0] + [0, v]. Segue-se que

gpg" = q([s,0] +[0,v])g™"
=q([s,0])¢"" +q([0,v])g~" (proposicdo 3.2.4)
[s,0] + [0, V'] (pelos dois resultados anteriores)
[s, V']
Portanto S(p') = S(p), Vp € H. Como ¢ € H;, a proposi¢do 3.2.8, equagao (iii)
garante que [lp/] = llap™[l = llgll 7]l =] = [lp]l. Como as partes escalar de p ¢ p

sdo iguais, devemos ter que |v| = |[v/|. [ |

Corolério 3.6.2. Sejam q € Hy, p = [a,bv] € H onde a,b € R e v € R3. Se

qla,v]¢* = [a, V'] entdo g[a,bv|q* = [a, bV'].

Demonstracgao:
apq* = qla, bvlg”
= qb[§, vlg®
= bq[§, vlg*
= b[§, V'] (proposigao 3.6.1)
= [b,v']

Em breve nos sera 1til a seguinte regra:

Proposicao 3.6.3. Sejam ¢,p € Hy, p = [cosf,senfv] e t € R. Entio qp'q* =
(gpq*)".

Demonstracao: Pelo coroldrio 3.6.2 existe v/ € R? tal que

q[cosf, senfv|q* = [cost), senfv']
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Obtemos entao:

q(exp(tlogp))q”
q(exp(t[0, 0v]))q"
q(exp([0, t6v]))g"
= q([cost, sentOv])q*

[costf, sentfv'] (pelo corolério 3.6.2)
exp(t[0, 0v'])
= exp(tlog([cosh, senfv']))

= exp(tlog(qpg*))
= (gpg*)*

Agora, ja estamos prontos para demonstrar o principal resultado desta se¢ao:

Proposigao 3.6.4. Seja ¢ € Hy, q = [cosh, senfn]. Sejar = (z,y,2) € R ep =

[0,7] € H. Entdo p' = qpq™" é o vetor v girado de 20 em torno do eizo n.

Demonstracao: Primeiro mostraremos como um vetor r é girado de um angulo 6 em
torno do eixo n, usando senos, cosenos e os produtos interno e vetorial. Em seguida
mostraremos que o mesmo resultado é obtido quando usamos quatérnios.
Assuma entao que r é levado em Rr ao ser girado de um angulo # em torno do eixo
dado pelo vetor unitdrio n (veja a figura 3.1).

O vetor 7 pode ser escrito como soma de duas componentes, r|j e 7., onde 7| € a

projecdo de r em n, e r| é a projecdo ortogonal a n (veja figura 3.2). Obtemos entdo:

. = (r-n)n

r. =r—r =r—(r-n)n

Para ver como uma rotagao age em 7, colocaremos um sistema de coordenadas no

plano ortogonal a n que contém os pontos designados por r e Rr. Para fazer isto,
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Figura 3.1: Rotagao em R3

necessitamos de um vetor que é ortogonal a 7, e n:

vV =nxr,
=nx [r— (r-n)n]
=nxr—nx(r-n)n
=nxr-—20

=nxr

Figura 3.2: Rotagdo em R3

32
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Pela figura 3.2, temos que a componente de Rr ortogonal a n, (Rr), é dada por
(Rr), = r,cosf + vsenf

Logo,
Rr = (Rr)+ (Rr).
=7, + 7L Cos 0 + vsenf
= (r-n)n+[r — (r - n)n]cosf + vsenf (3.3)
= (r-n)n — (r - n)ncosf + rcosf + vsend
= (1 —cosf)(r - n)n + rcosf + (n x r)send
Examinaremos agora o efeito de aplicarmos um quatérnio a um vetor na maneira
descrita no enunciado, e veremos que ocorre o mesmo resultado que obtemos em
(3.3). Considere R,(p) = gqpq~'. Lembre-se que p = [0,r] e que ¢ = [s,v] é um
quatérnio unitario. Segue-se que
R,(p) = [s,v][0,x][s,v]™"
= [s,v][0,r][s, —V]
=[s,V][r-v,sr —r X V|
=[s(vr)—v-(st—rXxvVv),s(st—rXV)+(v:r)v+VvX (st —1 X V)]
=[0,8’r —s(r xv)+ (v-r)v+v X (s7) — v X (T X V)]
=[0,82r+ (v-r)v—v x (r x v) — 2s(r X v)]
=[0,s’r + (v-r)v— (v-V)r+ (v-1)v + 2s(r x v)]*)
=[0,(s>—=v-v)r+2(v-r)v+2s(r x v)]
(*) Aqui foi usada a identidade v; X (v X v3) = (v - v3)vy — (V1 - Va)Vs.
Como ¢ é um quatérnio unitdrio, podemos escrever ¢ = [cos#, (senf)n], onde |n| = 1.
Substituindo isto em R,(p), obtemos:
R,(p) =10, (cos®d — sen?d(n - n))r + 2((senfd)n - r) - (senf)n|+
+2cosfsenf(n x r)]
= [0, (cos?0 — sen?@)r + (2nsen?d)(n - )+
+2cosfsenf(n x r)]
= [0,rcos26 + (1 — cos26)(n - r)n + (n X r)sen26)]
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Na deducao acima vemos que o resultado é o mesmo vetor que estd na equagao 3.3,
exceto que, a equagao acima tem 260 no lugar de #. Assim, dado um vetor unitario n
e um angulo de rotagao 6, o quatérnio [cosf, senfn] pode ser usado para girar o vetor
r de um angulo 26 em torno do vetor n. |

Como conseqiiéncia desta proposi¢cdo, obtemos o importante coroldrio a seguir:

Corolario 3.6.5. Qualquer rotacdo tridimensional de um angulo 8 em torno de n,

In| = 1, pode ser obtida por um quatérnio unitdrio.
P o o~ . _ 1] 1]
Demonstragao: Basta tomarmos na proposicao anterior ¢, tal que g = [cosi, senin].

Assim a rotacao desejada é obtida. |

Exemplo 3.6.6. Considere a rotagdo de Srad, em torno do vetor (1,0,0) e R®. O

quatérnio que representa esta rotacao € dado por

q = |[cosg,seng(1,0,0)]

A composicao de rotacoes pode ser obtida pela multiplicacao dos quatérnios cor-

respondentes. Isto é formalizado em:

Proposicao 3.6.7. Sejam q1,q» € H;. A rotacao dada por q; sequida pela rota¢ao

dada por gy € equivalente a rotagao dada por qsq;.
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Demonstracgao:

Ry, 0 Ry, (p) = Ry, (Ry, ()
= Ry, (q1pay ')
= @(q1pgi gz
= (¢2q1)p(¢iq3)  (pela proposicdo 3.4.2)

(
(

1

= (¢2q1)p(g2q1)*  (pela proposicao 3.2.7)
= (¢2q1)p(q2q1)~" (pela proposicio 3.4.2)
= RQ2¢11 (p)

3.6.1 Os quatérnios q e ¢!

Seja ¢ = [s,v] € Hy. Temos que ¢~! = ¢* = [s, —v]. E importante considerarmos

1

a interpretacao geométrica destes dois quatérnios: ¢~ o inverso de g, gira 0 mesmo

angulo que ¢, mas o eixo tem sentido contrario.

-1
q q
[, T
| |

Figura 3.3: Os Quatérnios g e g1

Isto nos diz que, se invertermos o eixo de ¢~' de modo a fazé-lo coincidir com o
eixo de ¢, veremos que ¢ ! realiza um rotacio reversa a de g, ou seja, o que ¢ faz, ¢ *

desfaz.
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Seja p = [0,v] € H. Temos que
Ry(p) =qpg~" e Ry1(p) = ¢ 'p(¢™") ™" = ¢ 'pg
observe que

R1(Ry(p)) = q *(qpg g = q 'qpg 'q = p.

Isto traduz em linguagem matematica o que foi dito anteriormente.

3.6.2 Os quatérnios q e —q

Seja p = [0,v] € H. Observe que

R 4(p) = (—)p(—q)~" = qpg~" = Ry(p)

36

Logo, os quatérnios g e —q representam exatamente a mesma rotagao. Isto pode

ser surpreendente, mas era de se esperar: uma rotacao de um angulo # em torno de

um eixo n (o quatérnio ¢) pode também ser expressa como uma rotagao de um angulo

—6 em torno do eixo —n (o quatérnio —gq).

3.6.3 Quatérnios Nao-unitarios

A seguir demonstramos um fato que permite generalizar para quatérnios nao-

unitarios, as proposi¢oes demonstradas anteriormente para os quatérnios unitarios.

Proposigao 3.6.8. Sejam p € H, p = [s, (z,y,2)] = [s,V] e ¢ €H. Ser € R\{0},

1

entdo (rq)p(rq)~" = qpg".
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Demonstragao: Seja r € R\{0}. O inverso de rq é ¢-'r~!. Como a multiplicagao

de um quatérnio por um escalar é comutativa, podemos escrever:

(rq)p(rq)™" =rgpg~tr=*

= gpq~'rr
=gpg "

1

Assim, gpg ! é inalterado se ¢ é multiplicado por qualquer escalar nao-nulo. |
Segue-se da proposigao 3.6.8 que todos os quatérnios da forma rq com r € R\{0}

e q¢ € H; representam a mesma rotacao designada pelo quatérnio q.

3.7 Quatérnios e o Calculo Diferencial

Nesta secdo mostraremos uma série de resultados comuns ao calculo diferencial
para funcoes de R em H. Os resultados serao usados posteriormente para mostrar

que algumas curvas de interpolacao sao diferenciaveis.

Definicao 3.7.1. Seja f : R — H wuma funcao continua. A derivada f' de [ estd

definida da seguinte maneira,

! BT f(t—'_h)_f(t)
f(t) = lim Y :

h—0
Proposigao 3.7.1. Seja ¢ = [cosf, senfv] € Hy, t € R. Entdo

d

@(qt) = ¢'log(q).

Demonstracgao: Este resultado é mostrado através do simples calculo de ambos os

lados da equacao.
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O lado direito:

q'log(q) = exp(tlogg)logq
= [cos(0), sen(t0)v][0, Ov]
= [—Osen(t0)(v - v), fcos(t0)v + Osen(tf) (v x v)]
= [—Osen(td), Ocos(t0)v]
= f]—sen(t0), cos(t0)v]

Proposigao 3.7.2 (Regra do Produto). Sejam f,q € C'(R, H). Entdo

4 (F0g) = (%f(t)) g(t) + F(1 (%g(w) |
Demonstracgao:
< (F(H)g(t) = lm ft+0)g(t +55) — f(t)g(t)
. ft+0)g(t+0)— f(t+0)g(t)+ f(t+9)g(t) — f(t)g(t)
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Observe que, embora esta regra do produto seja idéntica a regra usada para funcgoes
reais, é importante preservar a ordem das multiplicagoes envolvidas, ja que a multi-

plicagcao quatérnia nao é comutativa.

Proposigao 3.7.3 (Regra da Cadeia). Sejam f € C'(H, H), g € C*(R, H). Entdo

< Folt) = Fo(0)g ()

Demonstragao: Seja b = g(c), A = Dg(c) e u = Df(g(c)). Definimos

entao

(4) lim le@Il —

T 13—¢
im [P@I
(8) lim 525 =0

e devemos mostrar que

(6) lim llo(=)Il

z—c [2=¢
Agora, observe que
p(z) = f(g(z) — flg(c) — p(A(z —¢))
= flg(x) = f(b) — ulg(z) — g(c) — ¢(z))  (por (1))
= f(g(z) — f(b) — nlg(z) — g(c)) + p(e(z))
= [f(g(z) — F(b) — uly(z) — b)] + p(e(z))
= ¢(g9(z)) + nle(z)) (por (2))

(7) lim U@l — g

e |T¢l

(8) lim L@l —

T—C \w—c\
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Dado € > 0, segue-se de (5) que para algum § > 0, temos

[¥(g(@)]l <ellglx) = bl se [lg(x) — bl <4,
que é verdade se ||z — ¢|| < d1, para um J; adequado. Entao

[(g(=)Il < ellg(e) — bl
=ellp(z) + Mz -
<ellp@)| +eM |z -

para algum M, pela linearidade de \. A equacao (7) agora segue-se facilmente.
A prova da equagao (8) segue-se da linearidade de p, ou seja, AN tal que ||u(¢(x))|| <
N ||¢(x)|| e da equacdo (4). |
Finalmente, enunciamos o seguinte resultado, que nao tem algo analogo nos niimeros

Proposigao 3.7.4. Sejam ¢ € CY(R,H,), r € CY(R,R). Como q aplica R em Hy,
q(t) pode ser escrito como [cosO(t),send(t)v(t)], e assim temos
£a@)" = [=sen(r()0(1)) ('()0(1)) +r(1)0'(2)),
cos(r(t)0(t)) (r'(t)0(t)) + r(t)0'(t)) v(t)+
+sen(r(t)0(t))v'(t)].

Demonstracao:
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3.8 Quatérnios: Vantagens e Desvantagens

Uma das desvantagens do uso dos quatérnios é que eles apenas podem represen-
tar rotacoes. Outras espécies de transformacodes, tais como translagoes, mudancas
de escala, reflexbes nao sao adequada ou até mesmo nao possiveis. Pode-se imple-
mentar uma translacao, considerando o vetor translacao como um quatérnio de parte
escalar nula. Em [12] uma espécie de quatérnios homogéneos sao definidos com uma
multiplicacao particular, fazendo ambas translagao e rotagao.

Embora seja possivel definir quatérnios homogéneos e incluir as translagoes na
representacdo quatérnia, esta extensdo nao é tdo elegante quanto as matrizes ho-
mogéneas (veja [6]). A extensdo homogénea parece ignorada na literatura, sendo
portanto os quatérnios usados exclusivamente para representar rotacoes e matrizes
para todas as outras transformacgoes.

Uma outra desvantagem é que a teoria quatérnia nao esta inclusa na maioria dos
curriculos da Matematica moderna, causando assim a aparéncia de ser complicada.
Alguns podem estudar o grupo dos quatérnios em A]gebra, mas o conhecimento sobre
quatérnios é, em geral, nao difundido. Assim, quatérnios requerem um pouco de
esforco no inicio. Entretanto, quatérnios nao deve ser problema para quem tem
algum dominio sobre Algebra matricial.

Uma vantagem é sua 6bvia interpretacao geométrica, pois representam rotagao
como um angulo de rotacao e o eixo sobre o qual deve ser feita a rotacao. Isto é mais
natural do que tentar decompor uma rotacao em angulos de Euler, por exemplo.

A aplicagdo entre quatérnios e rotacdo é, portanto, nao ambigua com exce¢ao
que, toda rotagao pode ser representada por dois quatérnios. Isto parece ser um
defeito na representacao quatérnia. Que os quatérnios ¢ e —q representam a mesma
rotacao mostra um lado agradével matematicamente. Isto ocorre porque rotacoes por

si préprias vem aos pares. Dada uma rotagao em torno de um eixo e numa dire¢ao
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qualquer, a mesma rotagao pode ser obtida girando em torno do eixo oposto, na
dire¢do oposta. (veja se¢do 3.6.2 na pg. 36).

Rotacgoes quatérnias nao sao influenciadas pela escolha do sistema de coordenadas
e o usuario de um sistema de animacao nao necessita se preocupar quanto a convengao
da ordem das rotagoes, algo que nédo é possivel quando se usa angulos de Euler. (veja
cap.1).

A representacao de rotagoes usando quatérnios é compacta, no sentido de que
sao quadri-dimensionais e assim somente tém quatro graus de liberdade, uma van-
tagem muito grande quando se compara as matrizes de rotagao que tém seis graus
de liberdade (veja [6]). E quando sdo necessdrias composicoes de rotagoes, o uso de
quatérnios ¢ muito simples, pois corresponde a multiplicar os dois quatérnios envol-
vidos. O algoritmo que usamos (veja apéndice A) mostra uma maneira eficiente de
multiplicacao de quatérnios onde sao usadas apenas 32 adigoes e 12 multiplicacgoes,
menos da metade das operacoes realizadas quando se multiplicam duas matrizes de
rotagao (18 adigoes e 27 multiplicagdes).

Finalmente, os quatérnios nao apresentam o problema gimbal lock que surge quan-
do usamos angulos de Euler, pois este ¢ um problema inato da representacao matricial
usada para os trés angulos de Euler.

Assim, podemos concluir, diante desta lista de vantagens e desvantagens, que os
quatérnios constituem a melhor escolha para representacao de rotagoes tridimensio-

nais.



Capitulo 4

Interpolacao de Rotacoes

Nos capitulos anteriores apresentamos e discutimos algumas modalidades de ro-
tacoes. Agora, introduzimos a nocao de interpolacao entre rotacoes, veremos alguns
métodos de interpolacao entre duas rotagoes e por fim uma discussao sobre a interpo-
lacao sobre uma série de rotagoes. Deixaremos para o capitulo 4 o desenvolvimento de
um método de interpolagao sobre um seqiiéncia de rotagoes, que é o resultado central

deste trabalho.

4.1 Interpolacao entre Duas Rotacoes
Iniciemos pela definicao do que vem a ser uma curva de interpolagao:

Definicao 4.1.1. Dado um conjunto arbitrdrio M, uma interpolacdo entre xo € M e
x1 € M, que tem como parametro h € [0,1] € dada pela curvay : M x M x[0,1] = M

que satisfaz as condigoes

(2o, 21,0) = o

Y(2o,21,1) = 24

43
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4.1.1 Interpolacao Linear de Euler: LinFuler

Este é o método mais simples, consistindo da interpolacao linear entre duas 3-
uplas de angulos de Euler. Chamamos de LinFEuler, a curva de interpolacao entre
vo = (%0,%0,20) € R® e v; = (21,y1,21) € R®, com h € [0,1], definida da seguinte

forma;:

LinEuler(vO, V1, h) = 1)0(1 — h) + U1h

4.1.2 Interpolacao Linear Matricial: LinMat

Uma outra alternativa é a interpolagdo linear entre duas matrizes My € SO(3) e

M, € SO(3), com h € [0, 1], definida por
LinMat(Mo, Ml, h) = M()(l - h) + Mlh

Este método traz sérios problemas, pois a interpolacao linear entre matrizes or-
togonais nao é em geral uma matriz ortogonal, podendo assim obter um resultado

insatisfatorio, produzindo uma animacao fora da realidade.

4.1.3 Interpolacao Linear Quatérnia: Lerp

Outro método é usar a interpolacao linear entre rotacoes representadas através de
quatérnios, que chamamos Lerp'. Para go,q; € H; e h € [0,1] esta curva é definida

da seguinte forma por

Lerp(qo, q1, h) = qo(1 — h) + q:h

A curva obtida pela interpolacao linear quatérnia é um linha reta no espago quadri-

dimensional. Como ¢g,q; € H;, esta linha estd mergulhada abaixo da superficie

!Lerp: Linear IntERPolation.
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da esfera unitdria de R*. Como todo quatérnio em uma reta passando pela origem
representam a mesma rotagao, a curva pode ser projetada na superficie da esfera
através da normalizacao de seus pontos sem alterar as rotacoes correspondentes. Para
uma visualizacao da interpolagao de rotagoes usando a curva Lerp veja o programa

Lerp que estd disponivel em: ftp://mat.ufpb.br/pub/mat/quat2000.zip.

4.1.4 Interpolacao Linear Quatérnia Esférica: Slerp

Como foi visto na proposicao 3.6.8, todos os quatérnios em uma reta passando
pela origem, com excecao a propria origem, realizam a mesma rotacao. Entretanto
desejamos usar somente quatérnios unitdrios para rotagoes, pois estes possuem uma
ampla lista de propriedades que sao tuteis.

A interpolacao linear simples produz uma secante entre os dois quatérnios. Assim
sendo, a funcdo de interpolacdo apresenta maior velocidade no meio da curva (veja

figura 4.1). Fora este detalhe a fungdo Lerp é 6tima. Uma idéia Gbvia para definir

ST
e

a) £)

Figura 4.1: Comparacao entre as curvas de interpolacdo Lerp e Slerp

um método de interpolagao é, produzir a mesma curva mas, com todos os quatérnios
interpolantes sendo unitarios. Em vez de fazer uma interpolacao linear simples, a
curva deve seguir um grande arco na esfera unitaria quatérnia de uma rotagao a
outra. Esta curva é chamada “grande arco de interpola¢cio”ou “interpolagao linear

esférica - Slerp?”, abreviadamente.

2Slerp: Spherical Linear IntERPolation
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Esta interpolagao pode ser enunciada como segue. Dados p,q € H; e h € [0, 1] as

seguintes funcoes sao expressoes iguais para a interpolagao linear esférica:

i)  Slerp(p,q,h) = p(p*q)"
ii) Slerp(p,q,h) = (pg*)'"q
iii) Slerp(p,q,h) = (qp*)"p
iv) Slerp(p,q,h) = q(g"p)'™"

Observe que

Slerp(p,q, h) = Slerp(q,p,1 — h)

A eqiiivaléncia das quatro expressoes para Slerp é origindria da seguinte proposicao

inspirada por [10]:

Proposicao 4.1.1. Parap,q € H; e h € R as quatro expressies sequintes 4o 1guais:

i) p(p*q)";
i) (pg*)'"q;
@) (qp*)"p;
w) q(q*p)* "

Demonstracdo: Primeiro mostraremos que (i) = (iii):

p(p*q)" = p(p*q)"(p*p)
= (p(p*q)"p*)p

= (pp*qp*)"p  (proposigao 3.6.3)

= (qp

)"p

Agora mostraremos que (iv) = (ii):

q(g*p)"™" =q(q

pg*)t~"q  (proposicao 3.6.3)
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=

E finalmente, mostraremos que (ii)

Pg*)"q (proposigao 3.5.4)
“Hhq  (proposigdo 3.5.5)

plq
= p(¢*qp*q)" (proposicao 3.6.3)
p(p

[ |

Assim, temos provado a igualdade das quatro expressoes para Slerp. De agora em
diante usaremos Slerp(p, g, h) = p(p*q)™.

Nao é 6bvio que a curva de interpolacao Slerp, descreve de fato um grande arco na
esfera unitéria quadri-dimensional quatérnia®4.1.3. Vdrias vezes na literatura é enun-
ciado que isto segue diretamente da estrutura de grupo de Lie que tém os quatérnios
unitarios. Fornecemos uma prova completa na proposicao 4.1.3 , requerendo apenas
algum conhecimento bésico sobre Geometria Diferencial.

Existem varias maneiras distintas de provar a proposicao 4.1.3. Uma delas é o-
lhar para a curvatura da curva Slerp. E honestamente facil provar que a curvatura
é constante na curva de interpolacao inteira. Somente grandes arcos tém curvatura
constante numa esfera unitaria. No entanto, usaremos uma outra prova para a pro-
posicao em questao. O ponto chave na demonstragao é observar que a curva é um
grande arco se o vetor derivada segunda é paralelo e com direcao oposta ao vetor

posicao da curva, ou seja, j—;Slerp(p, q,h) = cSlerp(p,q,h), com ¢ < 0. Isto corres-
ponde a forcas agindo num objeto, fazendo-o descrever um movimento circular plano
com velocidade angular constante.

Antes da prova necessitamos do seguinte lema:

3Esta esfera é também denotada por S2.
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Lema 4.1.2. Sejam p = [s,v], i = [s1, V1], g2 = [52, Vo] € H onde vi = (21,1, 21),
Vo = (2,10, 22) € R3. Entio (pq1) - (pg2) = ||p||” (¢1 - =), onde -7 representa o

produto interno de quatérnios.

Demonstracgao:

(pg1) - (pga) =[s81 — V- -V1,8Vi + 81V +V X Vq]-[ss1 —V-vy,
SV1+ $1v+ Vv X vyq]
= 528189 — 881V + Vo — 889V - V1 + (V- v1)(V - Vo )+
+82v1 - Vo + 889V - Vi + 8V - (V X Vo) + 881V - Vot
+5189v -V + 5V (VX Vy)+8(VXvy)-vot
+53(VX V) v+ (V XV (VX V)
= 525180 + (V- v1)(V Vo) + 8%Vy - Vo + 5vi - (V X Vo) +

+5189V -V 4+ 8(VX Vi) Ve + (VX Vvy)- (VX V)

usando:
(vXvy)-(VXVvy) = (v-v)(vy-vy) — (v-vy)(vy-V)

para simplificar essa expressao obtemos:

(pq1) - (pg2) = s*s152 + (V- V1) (V- Va) + 87V - Vo + svy - (V X Vo) +
45189V - V+ 8(VX V) Vo + (V- V)(Vy-Ve)—
—(v-vy)(vy-V)

=(8?+v-Vv)siso+ (2 +v-v)(vi-vo)+
+svy - (VX V) 4+ 8(V X Vi) - vy

= |Ipll* (g1 - g2) + sv1 - (Vv X Vo) + 8(v X v1) - vy
Finalmente, usando a identidade

T Yy z
V- (Vi X Vo) = |21 Y1 21 | = TY122 + Loy + T1YoZ — TYo2) — T1YZa — TaY1 2

T2 Y2 22
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segue-se que

(pq) - (pg2) = Il (g1 - @2) + 5v1 - (Vv X va) + 5(v X v1) - vy
= |Ipl1? (q1 - g2) + s(x1y20 + o1 2 + TY221 — T1Y22 + TY1 20+
+Zoy21) + 8(Toyz1 + T1Y22 + TY120 — ToY12 — TYo21 — T1Y20)

2
= [Ip|l" (a1 - ¢2)

Proposicao 4.1.3. A curva Slerp(p,q,h) : Hy x Hy x [0,1] — H; é um grande arco
na esfera unitdria quatérnia entre p e q. O vetor posicao da curva Slerp tem velocidade

angular * constante.

Demonstragao: Para demonstrar esta proposicao devemos mostrar que as quatro

condicoes abaixo sao verdadeiras:

Slerp(p, q,0) = p; (4.1)
Slerp(p,q,1) = g; (4.2)
|Sterp(p, ¢, h)|| = 1,Vh € [0,1]; (4.3)
d2
—Slerp(p, q, h) = c¢Slerp(p,q,h), ¢ <0,c € R (4.4)

dh?
As condigoes 4.1 e 4.2 seguem diretamente das defini¢oes das fungoes log e ezp, veja:
Slerp(p, ¢,0) = p(p*q)° = pexp((0,0]) = p[1, 0] = p;

Slerp(p, q,1) = p(p*q)* = pexp(log(p*q)) = p(p*q) = g;

4 Esta nada mais é do que a norma do vetor posicdo da curve em questdo
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A condigao 4.3 segue do fato que erp é uma funcao de R em H; e que a norma do

produto é o produto das normas:

ISterp(p, q, )| = ||lp(p*a)"||
= ol |(>*0)"]|
=1{|(r9)"|
= [lexp(hlog(p*q))|
=1.
Para mostrar a condi¢ao 4.4, necessitamos da segunda derivada da funcao Slerp.

Usando a proposi¢ao 3.7.1, encontramos:

4 Slerp(p,q,h) = Lp(p*q)"
= p(p*q)" log(p"q)
= Slerp(p, g, h) log(p*q)
& Slerp(p,q,h) = £Slerp(p, g, h) log(p*q)
= Slerp(p, g, h) log’ (p*q)
Assim a condicdo 4.4 vale se log?(p*q) é um ntimero real ndo-positivo. Como p*,q €
H,, p*q € H,. Pela proposigao 3.4.1 existem § € R e v € R®, com |v| = 1, tal que
p*q = [cos B, senfv]. Logo:
log*(p*q) = [0,6v]?
= [—0?v-v,0*v x V]|

[_027 0]

Concluimos portanto, que %Slerp(p, q,h) = cSlerp(p,q,h), onde c = —6?> < 0. W

Tendo mostrado que Slerp(p, g, h), h € [0, 1] descreve um grande arco entre p e ¢,
existem ainda duas possiveis curvas dependendo de qual direcdo em torno da esfera
unitdria, a curva segue. A seguinte proposi¢cao assegura que Slerp descreve o menor

arco.

Proposicao 4.1.4. Sejam p,q € H;. Entio Slerp(p,q,h), h € [0,1], descreve o

menor grande arco entre p e q na esfera unitdria quatérnia.
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Demonstragao: Seja q = Slerp(p, q, %) e seja « o angulo entre p e q1- A funcao
Slerp descreve o menor arco entre p e g , se e somente se, o € [—F,7]. Isto é
eqiiivalente a dizer que cos(a) € [0, 1]. Assim, basta examinarmos o sinal de cos(a).

Sejam p, q € H;, onde p = [s,v]. Temos que
cos(a) =p- q1 (defini¢ao 3.2.10)
=p- Slerp(p, ¢, 3)
e\ 1
=p-p(p'q)?
Como p*, ¢ € H; segue que p*q € H; e pela proposicio 3.4.1, existem w € R?, com

|lw| =1e ¢ €] —m, 7| temos que p*q = [cosp, senpw]|. Usando o lema 4.1.2, temos:

- (p[cose, sengw| %)

cos(a) (

- (p exp(l log[cos@, senpw])
(
(

- (pexp(3[0, pw])
: pexp([ ’2¢W])
=p- (pexp(lo [cos sengw])
Z2w]

=p -p[cosg, sengw

p
p
p
p

= p[1,0] - p[cosZ, senZw]

= ||p|I* cos? (lema 4.1.2)

— cos?
= c0S5

Agora, ¢ €] — m, 7] o que implica que cos(2) > 0 e portanto cos(a) > 0. Logo Slerp
descreve o menor grande arco entre p e q. [ |

Com isto, provamos a eqiiivaléncia das quatro expressoes para a funcao Slerp
dadas na proposicao 4.1.1 e que a mesma descreve o arco desejado. Isto poderia
concluir nosso tratamento sobre a funcao de interpolacao Slerp. Entretanto, a lite-
ratura tem evitado o uso de exponenciacao na expressao para Slerp. Para efeito de

completude, incluimos a seguinte expressao sem exponenciacao para a funcao Slerp,
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que enunciamos sem provar a sua validade (para mais detalhes veja [2]):

cos(y) =p-q

Slerp(p, g, h) = psen[(1 — :(jrllff(]w‘*)‘ gsen(hi))

Note que esta expressao nao esta definida para p = +¢q. Neste caso é 6bvio que

Slerp(p,p, h) = p.

No apéndice A incluimos um c6digo para a implementacao da fungao Slerp, escrita
em linguagem C, e nas paginas a seguir temos algumas imagens produzidas com o
programa Slerp3D (figuras 4.2, 4.3 e 4.4), que usa este c6digo e se encontra disponivel

no endereco: ftp://mat.ufpb.br/pub/mat/quat2000.zip

Figura 4.2: Exemplo 1: Uma interpolagdao com o Slerp3d

4.2 Interpolacao entre uma Seqiiéncia de Rotacoes

Quando interpolamos entre duas rotacoes a funcao Slerp é satisfatéria. No con-

junto dos quatérnios unitarios a curva de interpolacao da funcao Slerp é eqiiivalente
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Figura 4.3: Exemplo 2: Uma interpolagdo com o Slerp3d

a uma linha reta (um grande arco), quando interpolamos entre uma seqiiéncia de

rotagoes, alguns problemas surgem, por exemplo:

a) A curva nao é suave nas keyframes;
b) A velocidade angular nao é constante;

¢) A velocidade angular ndo é continua nas keyframes.

Uma reparametrizacao pode facilmente assegurar a continuidade através da inter-
polacao completa. Na verdade o parametro da interpolacao é transformado em um
nimero discreto de frames entre cada par de keyframes. Assim, uma reparametriza-
¢ao corresponde a designar para cada intervalo um nimero de frames proporcional ao
tamanho do intervalo. O tamanho do intervalo pode ser medido pelo angulo # entre

cada par de keyframes q; e g;+1, dado por cosf = q; - gi1-
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Figura 4.4: Exemplo 3: Uma interpolagao com o Slerp3d

Como o numero de frames em cada subintervalo necessariamente deve ser um
inteiro, a velocidade angular estd, devido aos arrendondamentos, apenas aproxima-
damente constante.

Nao é igualmente simples ajustar a falta de suavidade. Para efeito de comparagao,
observe que é simples interpolar entre dois pontos do plano, o que passa a ser rela-
tivamente complicado quando se passa para o espaco e sobretudo para uma série
de pontos. Observada esta complicacdo, esta se torna ainda mais ampla quando
os pontos passam a ser quatérnios, pois o espago das rotacoes representado através
de quatérnios é isomorfo a uma esfera unitdria quadri-dimensional, algo que nao é
possivel a visualizagao.

Geralmente, o que se encontra na literatura é a generalizacdo para H; de métodos
feitos em R? usando ctbicas de Bézier e Splines. No préximo capitulo desenvolvemos
um método, que é o resultado central do nosso trabalho, usando curvas circulares

sobre a superficie da esfera unitaria quatérnia.



Capitulo 5

Combinando Curvas Circulares

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos um método de interpolar suavemente, uma dada
seqiiéncia de orientacoes soélidas. Para isto, desenvolveremos inicialmente o concei-
to de curvas circulares, e em seguida como combind-las de modo a conseguir uma

interpolagao de uma seqiiéncia de orientagoes com uma certa suavidade.

5.2 Curvas Circulares em S?

Antes de comecarmos a estudar as curvas circulares de S, veremos uma analogia
a estas curvas em S2, para nossa melhor compreens3o.

Considere p;, p» € R? sendo pontos que estdo em S2. Sabemos que existe um
grande circulo C que passa pelos pontos p; e po. O grande circulo C' é a intersec¢ao
entre a esfera unitéria S? e o plano L que contém os pontos p;, ps e a origem de R3.

O segmento do grande circulo C que conecta os pontos p; e py e tem menor

comprimento, chamaremos de curva circular de S? que interpola os pontos p; e p..

95
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Desejamos encontrar um método analitico que possa descrever esta curva.

o6

Para isto, encontraremos a transformacao 7', que leva o plano L C R? no plano

R? C R3®. Como os vetores p; e p estdao sobre o plano L, segue-se que que o vetor

P1 X P2

g= 2
||p1 ><102||

¢é unitario normal ao plano L. Considere o vetor

Ng = N3 X pq,

como ny € obtido como produto vetorial de dois vetores unitarios, segue-se que no

também é unitdrio e simultaneamente ortogonal a p; e n3. Portanto os vetores pi, no

e ng formam uma base ortonormal de R3. Assim, definindo a correspondéncia:

T(pl) = €1
T(ng) = ey
T(ng) = €3

(5.1)

obtemos uma transformagao ortogonal 7' que leva os vetores pi,ns € n3 em ey, es

e e3, respectivamente, ou seja, leva o plano L no plano R?. Como C é um circulo

unitdrio contido em L, temos que 7" aplica C no circulo unitdrio S C R2. Diante

dessas observagoes, concluimos que

T '(sYHY=C

(5.2)

Podemos encontrar a matriz de 7! facilmente, usando as equagdes (5.1). Observe

que
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disto segue-se que

[T_l] = [ b1 n2 ng ]

onde os vetores pi,ny € ng sa0 vistos como colunas da matriz acima. Como 7' é uma

transformacao ortogonal, segue-se que

T'=T"=
T=(T"Y=
(7] = [T7"]".
ou seja,
[T]=[p1 ny ny ]t
Para concluir, resta parametrizar o circulo C. Sabemos que

St = {(x,y,0) /z,y € R,z? + y? = 1}, logo podemos reparametrizar S’ da seguin-

te forma:
S'(6) = (send, cosh,0), 0 < 0 < 2.

Entéo, por (3.2) temos:

senf
Cl)=[p ne n3]-| cosh |, 0<0<27
0

Isto, para obtermos o grande circulo C completo, se desejassemos o arco de menor
comprimento que conecta p; e po, bastaria restringirmos o dominio de C' para 0 <
0 < 6y, onde Oy é o angulo entre p; e ps. Veja o programa Circ disponivel em

ftp://mat.ufpb.br/pub/mat/quat2000.zip para uma visualizacao destes fatos.
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5.3 Grande Esfera em S°

Usando um conceito analogo ao do grande circulo em S? visto na secao anterior,
consideraremos agora , como construir uma grande esfera S que passa por trés pontos

dados p1, pa, ps € S°.

Figura 5.1: Grande Esfera em S3

Iniciamos construindo o hiperplano L? que contém os pontos pi, ps, p3 € a origem

O de R*. O hiperplano L? é definido pela equacio
ar + by + cz + dw = 0,

onde o vetor (a, b, c,d) é dado pela rela¢ao

€1 €2 €3 €4

w; T z
(a,b,c,d) = S

Wy T2 Y2 22

w3 T3 Y3 Zz3
sendo ey, €9, €3 € e4 0s vetores da base candnica de R*, e p; = (w;, 74, ¥i, 2:), 1 = 1,2, 3.
Daqui para frente denotaremos esta relacao como p; X ps X p3, que calcula o vetor

ortogonal aos vetores p;, p, € ps simultaneamente.
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Normalizando o vetor (a, b, ¢, d), obtemos o vetor

(a,b,c,d)

" @b, d)

unitdrio normal ao hiperplano L3. Consideremos também os vetores

P3 X Ng X P1

No =
||103 X ng X 101||
e
Ny X P X Ng
3 ||TL4 X p1 X 712”

Temos entdo, que pi,ng, n3 e n, formam uma base ortornormal de R*. Assim, defi-

nindo a correspondéncia

T(n4) = €1
T(p1) = e

9.3
T(ng) = €3 ( )
T(n3) = ey

obtemos uma transformacao ortogonal T', que preserva orientagao e que aplica o plano
L3 no plano R* C R*, cujos pontos sido da forma (0, ,y, 2),onde z,y,z € R. Através

de alguns célculos, deduzimos que a matriz de T' é dada por:

[T] = [ ng p1 N2 N3 ]ta

onde os vetores pi, ng, n3 € ng sao vistos como colunas da matriz [7T7].

Como T é ortogonal, preserva comprimentos, logo segue-se que os pontos

p1 =T (p),
P2 = T(p2),
p3 = T(ps3),

s30 unitarios e portanto, pertencem a esfera unitaria S? C R3. Observe que

P = T(pl) = €2 = (07 17070)7
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e além disso os pontos py, P2 € p3 podem ser trazidos de volta para os pontos originais

da transformacao inversa 7!, que é dada por
T =[T)"=[ns pr ny msl,

onde estd sendo usado novamente o fato de 7" ser uma transformagao ortogonal.
Continuando, considere S™% = T71(S?) como a imagem inversa da esfera S? con-
tida na hiperesfera S C R?* sob a transformacao T!. Assim, é facil ver que S72 é a
intersecao de S® com o hiperplano L3, e também que, pi,ps,p3s € S~2.
Quando restringimos o dominio de 7! aos pontos do hiperplano R® C R*, ou
seja aos pontos da forma (0,z,y,2), com z,y,z € R, a primeira coluna de [T~'] é

redundante, basta ver que na multiplicacao

0

o |

Y
z

o vetor n, nao afetara no resultado final. Assim podemos ignorar a primeira coluna

de [T~!] e a primeira coluna de [T, e escrevemos

[T]:[M N2 n3]

[T_l] = [ b1 ng2 nNg ]t

5.4 Curvas Circulares em S°

Os trés pontos p;, P2 e p3 € S? determinam um plano L? C R?, que ndo necessa-
riamente contém a origem de R*. A interse¢ao do plano L? com a esfera S? determina

um circulo C' que interpola os trés pontos py, P2 € 3 € S
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Figura 5.2: Intersecdo de S? com L2

Concluimos assim, que a imagem inversa de C, dada por
C=T10),

gera uma curva circular que interpola os pontos pi, p2, p3 € S3. Denotaremos o circulo
C por C(p1,p2,p3). Note que os circulos C e C' ndo tém seus centros na origem de
R* e R3, respectivamente.

Seja Py o centro de C. Entdo, o circulo C, transladado para C — py, tem centro na
origem de R? e est4 contido no plano transladado L? —py. Assim, sob a transformacao
inversa 1!, este circulo é transformado em:

THC —po) =T7C)—T""(po)
=C — T (po)
ou seja,

C=T7"C—po)+T " (po),

0 que nos permite concluir, que para calcular a curva circular C C S3, necessitamos
apenas adicionar o vetor quadri-dimensional T1(py) & imagem inversa T (C — py)

do circulo C' — Py, que é centrado na origem de R3.
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Considere py = T~ (py) e T a transformacao ortogonal que aplica o circulo C — g
num outro circulo €' contido no subspaco R? C R3, isto é no plano gerado pelos
vetores (1,0,0) e (0,1,0), seja E : R? — R? a transformagio que escala o circulo C,

de modo a aplicé-lo no circulo unitdrio S C R2.

Figura 5.3: A transformacio T

Além disso considere T : R* — R? sendo a composicdo F o T. Assim, temos que
T aplica o circulo C' — py no circulo unitério S?.
Sejam

A

ﬁi = T(ﬁz _ﬁO)v 1= 1) 273

Observe que podemos definir T de modo que esta aplique o vetor p; — pg no vetor
bi-dimensional p; = (1,0) € S*.
Concluindo nosso raciocinio, o circulo S* pode ser aplicado de volta para o circulo

C(p1, p2, p3) através da transformagio

T toT !

I

ou melhor:

Clpi, o, ps)(0) = (T~ o T~ 0 E7)) 4y
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onde v € S'.

Podemos parametrizar o circulo S!, da seguinte forma
St = {v e R |v = (cosh, send,0), 0 < 0 < 27},

portanto, segue-se que podemos calcular o circulo C' através da seguinte expressao

C(p1,p2,p3)(0) =T ' oT ' o E~"(cosh, send) + po

Assim, uma vez conhecida a variagdo angular entre os pontos p; e po, digamos [0, 6],
e entre os pontos Py e p3, digamos [0y, 6; + 03], quando restringirmos o dominio de C
para [0, 61 + 65] temos a curva circular quatérnia que conecta os trés pontos pi, pe, ps.

Explanaremos agora como encontrar o ponto py e as transformacoes T, T~!, E e
E- %

Calculo de pq:

Inicialmente calculamos o vetor 3 normal ao plano L?:

Aa = (P2 — P1) % (P3s — P1)
P =) x (03— po)

— (ﬁ? B (1,0,0)) X (ﬁ3 - (1’0’0))
(P2 = (1,0,0)) x (ps — (1,0,0))]]

suponha, entao que
ns = (a,b, c),
logo, o centro py do circulo C' é a intersecdo da reta
~(t) = (at, bt, ct) (5.4)

com o plano L?. Como o ponto p; = (1,0,0) estd no plano L? e o vetor iz ¢ normal

a este plano, temos que a equacdo de L? é dada por

a(r — 1)+ by +cz =0. (5.5)
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Substituindo (5.4) em (5.5) e resolvendo a equagao para o parametro ¢, temos:

a(at — 1) + b(bt) + c(ct) =0 =
(@ +b+A)t—a=0=

t — a
T (a?+b%+c?)

e, como N3 ¢ unitario, segue-se que t = a e portanto
po = (a?, ab, ac)
Célculode T e T !:

D1 — Do
|51 — Dol

Sejam nq = e Ny = ng X ny. A correspondéncia

T(’Fl,l) = €1
T(’FLQ) = €2
T(’Fbg) = €3

onde {ey, €9, €3} ¢ a base canonica de R?, define uma transformagao ortogonal T que
aplica o plano gerado pelos vetores 7, e s no plano gerado pelos vetores e; e ey, isto
é, leva o circulo C' num circulo C contido no plano zy. Usando alguns conhecimentos

de A]gebra Linear, temos que
T =[7 7y 7g ]

e, como T é ortogonal, T=!' = T, o que nos da que T = (T~')!, portanto segue-se

que
724 P P
[T]—[n1 N2 n3]

Usando um argumento similar ao que usamos na se¢do anterior, podemos ignorar

a tltima linha de 7T e a tltima coluna de 7!, j& que os pontos contidos no plano zy

sao da forma (z,y,0). E portanto, escrevemos

[T =17 7]
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[T]=[n 7, ]

Célculo de F e E!:

Seja s o raio do circulo transladado C' — py, podemos calculd-lo da seguinte forma,

s =|pr — poll
=|(1,0,0) — (a?, ab, ac)||
= ||(1 — a?, —ab, —ac)|
= /(1= a?)? + a®0? + a?c?

sendo assim a transformacdo F que escala o circulo C, de modo a fazé-lo coincidir

com o circulo unitdrio S!, é dada por

&

Il
S »w | =
W= O

e sua inversa por

5.5 Parametrizacao de Curvas Circulares

Seja C;(#) uma curva circular que passa pelos quatérnios ¢; 1, ¢;, ¢i+1. Nesta se¢ao
estamos interessados em encontrar uma parametrizagio 6(t) para C;(6), de modo que
C;(6(t)) passe pelos quatérnios g; 1, g;, gi+1 nos instantes ¢; 1, t;, t;11, respectivamente.

Sejam C;; e Cys os subsegmentos de C; que conectam os quatérnios ¢;_1 a ¢; € g; a

gi+1, respectivamente. Suponha também que o dominio de Cj; seja o intervalo [0, 6;1 ]
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e o dominio de Cj; seja o intervalo [6;1, 0;1 + 6;2]. Em outras palavras, dominio de C;
serd o intervalo [0, 6;1 + ;o).

Podemos reescalonar os dominios de C;; e Cjo, sendo entao permitido assumir que
0<0i1 <0 +0ip=1,

bastando para isso considerar a reparametrizagio de C;(#) dada por

h: [0, 1] — [0, 01'1 -+ 012]
t = (0 +0)-t

e em seguida trocar a variavel ¢ por § novamente. Assim, temos que a fungao 6(¢)

que procuramos tera o seguinte protdtipo:
0: [ti—1,tivi] — [0,1]
Do mesmo modo podemos, de antemao, reparametrizar 6, de forma que
0=t <t<tip1=1
ou seja,
6: [0,1] — [0,1]

Quando subdividimos os dominios de Cj;; e Ci em my;; € m;s subsegmentos, res-
pectivamente, uma fungao 6(t) estritamente crescente, para 0 < ¢ < 1, que satisfaz

as condigoes

9(0) =0
0(t;) = 0; (5.6)
0(1) =1

pode ser dada por
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onde a constante a > 0 é determinada pela condigao

pois, pela subdivisao dos dominios de Cj;; e ;5 acima citada,

L
ti=—r—,
mi + M2
e portanto segue-se que

mi1
O(———) = 6; =
mg1 + My

m @

il

(7> =0 =
mi;q + m;o

aln <L> =Inb;, =

m;1 + Mo

. In HZ
Clnmy — In(mi + mis)

67

Computacionalmente falando, observe que o célculo de 0(t) = t*, é feito da se-

guinte maneira

0(t) = exp(aInt),

o que implica o calculo do logaritmo e da exponecial para m;; +m;s diferentes valores

de t, ocasionando um custo caro para o computador, visto que o calculo de logaritmos

e exponenciais sdo completamente extensivos. Tentaremos deduzir uma funcgio 6(¢)

que seja polinomial e de grau baixo: 2 ou 3.

Consideremos a polinomial quadratica

O(t) = at> + bt + ¢



Parametrizacdo de Curvas Circulares 68

satisfazendo as condicoes (5.6). Resolvendo temos

0 =06(t;)
= atz2 + bt; + ¢
=at? + (1 —a)t;
= (t2 —t;)a + t;

Conseqiientemente,

01 — i

12—t

(no caso degenerado de a = 0, isto é 6;; = t;, a fun¢do polinomial #(¢) torna-se linear:
0(t) =t).

A polinomial
0(t) = at’ + (1 — a)t
tem derivada
0'(t) = 2at + (1 — a),

logo, para que 6(t) seja estritamente crescente no intervalo (0,1), a raiz de '(¢), que

é um ponto critico de #(t), nao pode estar no intervalo [0, 1], ou seja

ou equivalentemente

-1 L 12 —
a _ ;1 — t: <0 ou 01 — t; >1
2a 2(0; — ;) 2(0:1 — t;)
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Figura 5.4: Polinomial quadratica
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Figura 5.5: Polinomial cubica

Resolvendo estas inequacgoes, temos

7 < 0q <2t — 13,

Concluimos entao, que a funcao polinomial quadratica

0(t) = at’ + (1 — a)t

com

_bOu—t
12—t

(2
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s6 pode ser usada como parametrizacao da curva C;(6), quando
2 <0y <2t —t2.
Analisemos agora a fun¢io polinomial ciibical
0(t) = at® + (1 — a)t?
onde a é tal que 6 satisfaz as equagdes (5.6), ou seja

0 — t?

-t

Para que 0 seja estritamente crescente, a raiz de sua segunda derivada
0" (t) = 6at + 2(1 — a),

deve ser menor ou igual a zero, visto que, geometricamente, esta significa um ponto

de inflexdo. Portanto devemos ter

ou eqiiivalentemente,

Resolvendo temos
t <05 <13,

portanto, quando 6;; for tal que ¢3 < 6;; < t?, a fungao polinomial ciibica 0(t) pode
ser usada como parametrizagdo da curva circular C;(0).

Analisemos agora uma outra polinomial cubica:

0t)=a(t—1°+(a—1)(t—1)*+1

LObserve que apenas multiplicamos a funcdo quadratica por t.
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Esta funcao foi obtida a partir da cibica anterior, atrvés de uma reflexao em torno
do eixo x, seguida por outra reflexdo em torno do eixo y, e por fim de uma translagao

pelo vetor (—1,1). E f4cil ver que

6(0) = 0
1

Para a funcao # ser estritamente crescente e satisfazer a condicao
0(t;) = 0
devemos ter,
2t — t7 < By < 2t; — t2.

Este resultado pode ser obtido da mesma forma como fizemos para as funcées ante-
riores.

Podemos continuar o mesmo procedimento? para obter funcdes polinomiais de
grau mais alto; entretanto, os casos em que 0 < 6;; < &7 ou 2t; — 3 < 0;; < 1 sdo
muito raros e para estes casos, podemos usar a fun¢do exponencial 6(t) = t* sem

afetar significantemente o desempenho geral do algoritmo.

5.5.1 Casos Degenerados
Na discussao acima, temos assumido que
0<6; <1,

isto é, nao existem orientagdes consecutivas idénticas; entretanto, também é facil
lidar com os casos degenerados em que ¢;_1 = ¢; ou ¢; = ¢;+1. Nestes casos, a

curva circular quatérnia que interpola os trés pontos ¢;_1, ¢;, gi+1, pode ser facilmente

20 procedimento é: multiplicar por ¢ a tltima fun¢io encontrada para obter outra funcio 6 de
grau maior e também usar a simetria de 6.
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construida através do arco circular geodésico (Slerp) que conecta os pontos ¢;_1 = ¢;
a gi+1 OU Gi—1a G; = (i41-
Quando ¢;_1 e g; sao idénticos, #;; = 0. Nao existe fun¢ao polinomial monotonica

crescente 6(t) com

0(0) =0
0(t;) =0 (5.7)
(1) =1

Assim, definimos a funcdo continua por partes

0, se 0 <t <t
0(t) =

k+1
({:g) set; <t<1

para algum inteiro positivo k. A funcao 6(t) satisfaz as condigoes (5.7) e além do
mais, 0(t) é C* — continua em t = t;.

Analogamente, quando ¢; e g;11 sao idénticas, 6;; = 1. Para as condic¢oes

0(0) =0
0(t;) =1 (5.8)
9(1) =1

podemos definir a funcao continua por partes e monotonica

k+1
(%) , o se0<t<t

0(t) =
0, set; <t<1

para algum inteiro positivo k. A fungao #(t) também é C* — continua em t = t;.

5.5.2 Suavidade da Curva Circular

Agora, consideraremos a suavidade de C;(t) = C;(6(¢)). A curva C;(6) é infini-

tamente diferenciavel com respeito ao parametro 6 pois C;, como ja vimos, é dada
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por
Ci(0) =T oT oS of cosh send '+ po,

onde T~ T-' S~! sdao transformacdes lineares e p, um vetor 3D, construidos na
segdo 5.4. Portanto a suavidade de C;(0) = C;(0(t)) depende da suavidade de 0(t).
Quando a fungao 6(t) é exponencial, quadratica ou cibica, esta é infinitamente
diferencidvel com respeito a t, assim C;(t) também é C*°. Quando #(t) é uma das
fungdes polinomiais C* — continuas por partes, C;(t) também é C* —continua. Assim,
a curva C; que interpola os quatérnios ¢;_i,q;, gir1, ¢ C* — continua na pior das

hipéteses. B

5.6 Curva Circular Quatérnia em SO(3)

A curva circular C = C(py, p2, p3) em S* gera uma curva similar QC(py, p2, p3)
em SO(3) sob a projecao que identifica cada par de pontos antipodais em S® com
um tnico ponto em SO(3) (lembre-se que os quatérnios ¢ e —q representam a mesma
rotagao).

Dadas trés orientagoes® R, , Ry, R, € SO(3), existem trés pares de pontos,
[q1, —aq1], [g2, — o), [g3, —gq3], em S® que sdo identificados com Ry, Ry,, Ry,, respecti-
vamente. Existe um total de oito seqiiéncias de trés pontos diferentes (+qi, £¢2, £q¢3)
em S3, cada seqiiéncia gera uma curva C(4qi, +¢5, +q3) em S. Entre as oito curvas
em S3, existem quatro que sdo antipodais, ou seja, cada par pode ser identificado com
uma tnica curva em SO(3). Por exemplo, o par de curvas antipodais C(qi, ¢2,q3) €

C(—q1, —q2, —q3) em S? representa a mesma curva em SO(3).

3rotacdes tomadas em relacdo a uma posicdo de referéncia.
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Assim, podemos assumir que as quatro curvas circulares em SO(3) sao da for-
ma QC(q1, £q2, £g3) em SO(3). Para o propésito de interpolagdo das trés orien-
tagoes Ry, Ry, Ry, em SO(3) podemos usar qualquer uma das curvas circulares
QC(q1,£q2, £q3) em SO(3). Uma escolha natural, que funciona bem na maioria
das aplicacoes é tomar a curva circular que tem o menor comprimento de arco; entre-
tanto, em algumas situacoes, dependendo do propésito da animacao pode ser melhor

uma das outras curvas circulares.

5.7 Combinando Curvas Circulares em S?

Seja {¢;}ien uma seqiiéncia de rotagoes representadas por quatérnios unitérios.
Considere C;(¢i—1, ¢, ¢i+1) sendo a curva circular quatérnia que interpola os quatérnios
Qi—1,Gi,Qi+1, nos instantes ¢;_y1,%;,%;+1 respectivamente e, analogamente,
Ci+1(4i, Git1, Giv2) & curva circular que interpola os quatérnios g;, g;11, gi+2, NOS ins-

tantes t;,t;11, ;1o respectivamente (veja figura 5.6).

—— .

Figura 5.6: Combinagao de Curvas Circulares em S*
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Dadas estas consideragoes, temos que

Ci(t:) = Cita(ti) = @i

(5.9)
Ci(tiy1) = Ciz1(tiv1) = ¢ip1

Nesta secao estamos interessados em obter uma curva que combine as curvas C; e

Ci+1 quando t; <t < t;,;. Para este propésito definimos a seguinte funcgao:

Qi(t) = Slerp(Ci(t), Citr1(t), f(2))

onde f é uma funcao real crescente que obedece as seguintes condicoes

f(t) =0
tiv1) =1
f(. +1) (5.10)
f9t;) =0
fOtis1) =0
ej=1,...,k com k € N. Desejamos mostrar que a curva @; assim definida, passa

pelos quatérnios g; e g;+1 e que sua derivada coincide com a derivada de C; em ¢; e
de Cjy1 em ¢; 11, até a ordem k, sendo portanto uma curva continua e bastante suave,

dependendo do valor de k. Em outras palavras desejamos mostrar que

Qi(t:) = Ci(t:) (5.11)
Qi(ti) = Ci(tiv1) (5.12)
QY () = ¢ (t:) (5.13)

QY (t:) = C{ (tis) (5.14)

comj=1,.. k.
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Usando a definicao da funcao Slerp, podemos mostrar as condigoes 5.11 e 5.12
com facilidade, veja:
Qi(t:) = Slerp(Ci(t:), Ciya(ts), f(t:))
= Slerp(C’i (ti), Ci_|_1(ti), 0)
= Ci(t;)

Qi(tiy1) = Slerp(Ci(tiz1), Ciza(tivr), f(tis1))
= Slerp(Ci(ti+1), Cit1(tit1),1)

= Ciy1(tit1)
- C( z+1)

Para mostrar as condigoes 5.13 e 5.14, vamos precisar de algumas dedugoes. Vamos
comegar reescrevendo a expressao de Q;(t):
Qi(t) = Slerp(Ci(t), Ciya (1), £(2))
= Ci(t) (C; (£)Ciya (£))T (5.15)
= Ci(t) exp (f(t) 1og(C (1) Cisa (1)) ,
como C}(t),Ci41(t) € Hy, segue-se que C;(t)Ci;1(t) € Hy, e pela proposicao 3.4.1,

existem 6(t) €] — m, 7] e v(t) € R®, com |v(t)| = 1, tal que
C(t)Cip1(t) = [cosO(t),send(t)v(t)] (5.16)

Observe que 6(t) representa o dngulo entre os quatérnios C;(t) e Ci1(t) para
t; <t < t;11 pois, considerando
Ci(t) = [si, (73, Yi, 21)]
Ciy1(t) = [Siv1, (Tiv1, Yirr, zig1)]
onde s;,x;,Y;,2;", j = i,7+ 1; segue-se que
Ci (t) = [si, — (i, Yis 21)]

4Para ser mais exato, 84,%j,Yj,2j, J = %,%+ 1 sdo na verdade funcoes reais do parametro ¢, com
t; <t < tiy1, mas estamos evitando o pardmetro para efeito de simplificacdo dos célculos.
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Usando a definicao da multiplicacao de quatérnios, temos que
C7 (t)Ciga(t) = [siSit1 + TiTiy1 + YiYirr + 2i%it1, U], (5.17)

onde u € R?® e ndo nos interessa nesta demonstracdo. Logo, por 5.17 e 5.16, temos

que

COS@(t) = 8;Si+1 T+ TiTiy1 + YiVYit1 + ZiZig1
= Ci(t) - Cia (1),
Chamando de «a(t) o angulo entre os quatérnios C;(t) e C;y1(t), ja sabemos pelos

resultados obtidos nos capitulos anteriores que,

COSO!(t) = Cz(t) . Ci—l—l (t)
= cosf(t)

Portanto, a(t) = 6(¢), como haviamos observado.

Usando 5.16 em 5.15, obtemos a seguinte expressao

Qi(t) = Ci(t) exp (f(t) log[cosh(t), send(t)v(t)])

= Ci(t) exp (f(£)[0, 0(t) v (2)]

= Ci(t) exp ([0, f()0(t) v (2)]
( (
(

1) ex

)

) (5.18)
=Cj log [cos (f(£)0(t)) ,sen (f(£)0(t)) v(t)])

= Cj(t) [cos (f(£)0(t)) , sen (f(1)0(1)) v(t)]

Com esta nova expressao para @;(t), considere h(t) = 0(t) f(¢), usando a regra do

) exp
) exp
) exp
) exp
)

produto para derivacao, temos que

R (t) = i (Z) U= () £ D (¢)

1=

e usando as condigoes para a funcao f dadas em 5.10, temos que

RO () =0, §=0,...,k
RO (tip1) =0, 7=0,...k
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Iniciamos a demonstracao de 5.13, calculando a derivada da expressao entre col-

chetes na eq. 5.18:

gilcos(h(t)),sen(h(t))v(t)] = [=h'(t)sen(h(t)), b'(t)cos(h(t))v (t)
+sen(h(t))v'(t)]+
= h'(t)[=sen(h(?)), cos(h(t))v(t)]+

+sen(h(1))[0, v'(t)]

Usando este resultado para calcularmos a j-ésima derivada da mesma expressao,

temos

49 Tcos(h(t)),sen(h(t))v(t)] = L (K (t)[—sen(h(t)), cos(h(t))v(t)]+
+sen(h(t))[0,v' ()]}
= L {1 (t)[—sen(h(t)), cos(h(t))v(t)]}+
+§; +{sen(h(1))[0, v'(t)]}
= Z(J (R ()=~ [—sen(h(t)), cos(h(t))v(t)])+

+ 2230 (1) (sen(h(£)))9 7" [0, v'(£)]®

(5.19)

por fim, calculemos a derivada n-ésima da expressao sen(h(t)) que aparece na eq.5.19:

4 (sen(h(t)) = £ (&sen(h(t))
= = (W (B)cos(h(1))
— Z (nsl)(h/( )) n—1l—s (COS(h(t)))(S)

n

=3 (") (R@)™ D (cos(h(t))

s=0

\ H
o

Agora, fazendo t = t;, temos

7
L

(") (A(t:)® ) (cos(h(t:)))™

(") ()" (cos(h(t:))) " (5:20)

g (sen(h(t:)))

Il
S w
Il
—o

o

0
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e, da mesma forma, fazendo ¢ = ¢; e usando 5.20 na eq.5.19 , obtemos

(fi(tji) [cos(h(t:)), sen(h(t:))v(t:)] = ZE;:: (j_l) (B (t;))9 19 [—sen(h(t;)), cos(h(t;))v(t;)] )+
+§_3 (7,1) (sen(h(t:)) = 0, v (£:)]®
2;:0( D (0)U=1=9[—sen(0), cos(0)v (#;)] )+

+ 3 () OV ()

,_.

=0

Agora estamos prontos para diferenciar a expressao completa de @Q;(t):

QY (1) =i() U= (4) 22 [cos(h(t)), sen(h(t))v (t)]
= G () [eos(h(1)), sen(h(t)) v(H)]+
+3 (0)CY ()£ [cos(h(t)), sen(h(t))v(®)]

s=1

logo, calculando em ¢ = t; e usando as deducoes feitas anteriormente, temos

Q) =c( leos(ht) sen(h(t) v(t) 1+
+ 3 ()00 (k)4 cos(h(t)),sen (1)) v (1)

) (t;)[cos(0), sen(0)v (£:)] + 2; (eI (t:)(0)
D(t:)[1,0] + [0,0]
=c(n)

I
Q

(
(

I
Q

para j =1, ..., k. Assim temos provado a eq. 5.13.

Para a prova de 5.14, usaremos o fato de que

Qi(tiy1) = Slerp(Ci(tiv1), Ciza(tiva), f(2)
= Slerp(C1i(tiy1), Ci(tiz1), 1 — f(2)

e procedemos de forma andloga ao que foi visto para a prova de 5.13.



Capitulo 6

Conclusoes

Temos descrito um eficiente algoritmo para construir uma curva circular quatérnia
que interpola uma dada tripla (¢; 1,¢;, ¢;4+1) de orientacoes sélidas. Usando um
método puramente analitico construimos um segmento de curva quatérnia @; que
interpola as duas orientacdes g; e ¢;+1 enquanto combina suavemente as duas curvas
circulares quatérnias C; e C;1. Conectando os segmentos de curva quatérnia @);’s em
uma seqiiéncia conexa, construimos um caminho quatérnio C*-continuo em SO(3),
que interpola suavemente a dada seqiiéncia de orientagoes sélidas.

O método de combinagao circular apresentado neste trabalho tem relativas van-

tagens sobre os outros métodos existentes (veja [15], [10],[11],[14],[18]), sao elas:

e E simples e computacionalmente eficiente;

e Nao existe grande aceleragao angular ou torque na juncao de dois segmentos de

curva;
e O caminho interpola a seqiiéncia dada de keyframes;

e Pode gerar um nimero arbitrario de frames interpolantes;

80
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e A curva gerada é C*-continua;

e Somente uma construc¢ao Slerp é usada para a constru¢ao de uma curva Q;(¢);
isto simplifica enormemente a computagao das propriedades diferenciais de uma

curva quatérnia.



Apéndice A

Cdédigos Fontes

Apresentamos a seguir as principais funcoes utilizadas para gerar as figuras 4.2,4.3,4.4.
A sintaxe é a da linguagem de programacao “C”.

Um quatérnio é representado pela seguinte estrutura:

typedef struct {float w,x,y,z;} Quat;

A.1 Produto de Quatérnios

void MultQuat (Quat q1, Quat g2, Quat *res) {

float A,B,C,D,E,F,G,H,W,X,Y,Z;

=
+
=
+

A = (ql. ql.x)*(q2. g2.x); // 2 adicoes e 1 produto

B = (ql.z - ql.y)*(q2. // 2 adicoes e 1 produto

]
1
Q
N
N
~

C=(ql.x - q1l.w)*(g92.y + 92.2); // 2 adicoes e 1 produto
D= (ql.y + q1.2)*(92.x - 92.w); // 2 adicoes e 1 produto
E=(ql.x + q1.2)*(g92.x + 92.y); // 2 adicoes e 1 produto
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F=(ql.x - q1.2)*(q2.x - g2.y); // 2 adicoes e 1 produto
G = (ql.w + ql.y)*(q2.w - g2.2); // 2 adicoes e 1 produto
H= (ql.w - ql.y)*(q2.w + 92.2); // 2 adicoes e 1 produto

W= B+ 0.5%¥(-E - F + G + H); // 4 adicoes e 1 produto
X= A-0.5x(E+F+ G+ H); // 4 adicoes e 1 produto
Y=-C+0.5x(E-F+ G- H); // 4 adicoes e 1 produto
Z=-D+05x(E-F-G+ H); // 4 adicoes e 1 produto

res->w = W;
res->x = X;
res->y = Y;
res->z = 1Z;

Podemos observar nesta funcao o total de 32 adicoes e 12 produtos necessarios

para multiplicar dois quatérnios.

A.2 Cdbdigo para conversao de Matriz 4 X 4 para
Quatérnio

Mat_to_Quat(float m[4][4], Quat *quat)
{
float tr, s, ql4];

int i,j,k;



(Cddigo para conversdo de Matriz 4 x 4 para Quatérnio

int nxt[3] = {1,2,0};

tr = m[0]1[0] + m[11[1] + m[2]1[2];
if(tr > 0.0) {

s = sqrt(tr + 1);

quat->w = s*0.5;
s = 0.5/s;
quat->x = (m[11[2] - m[2][1])*s;
quat->y = (m[2][0] - m[0][2])x*s;
quat->z = (m[0][1] - m[1][0])*s;
Yelse{
1=0;

if(m[1][1] > m[0][0]) i=1;

if(mf2][2] > m[i][i]) i=2;

j = nxt[i];
k = nxt[j];
s = sqrt( (m[il[i] - m[j10j] + mlk]l[k]) ) +1.0 );

q[i] = s*0.5;

if(s '=0.0) s = 0.5/s;

ql3] = (m[j1[k] - m[x][j1)*s;
(m[i1[j] + m[jI1[i])*s;

(m[i] [k] + m[k][i])*s;

qljl
qlk]
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(Cddigo para conversdo de Quatérnio para Matriz 4 x 4 85

quat->x = q[0];
quat->y = ql[1];
quat->z = q[2];
quat->w = q[3];

Esta funcdo usa matrizes 4 x 4 como parametro, porque desta forma generaliza-se
para as matrizes homogéneas, que sao geralmente usadas para representar rotacoes
em R3 pelo fato de também poderem representar transformacoes tridimensionais nio-

lineares.

A.3 Cdbdigo para conversao de Quatérnio para Ma-
triz 4 x 4

Quat_to_Matriz(Quat *quat, float m[4][4])
{

float wx,wy,wz,XX,yy,y2,Xy,XZ,2z,X2,y2,22;

X2 = quat->x + quat->x;
y2 = quat—>y + quat->y;
z2 = quat->z + quat->z;
XX = quat->x*x2;



(Cddigo para conversdo de Quatérnio para Matriz 4 x 4

Xy

quat—>x*y2;

Xz = quat->x*z2;

yy = quat->y*y2;

yz = quat->y*z2;

zZ = quat->z*z2;

WX = quat->w*x2;

wy = quat->wkxy2;

Wz = quat->w*xz2;

m[0] [0]
m[0] [2]

m[1] [0]
m[1] [2]

m[2] [0]
m[2] [2]

m[3] [0]
m[3] [2]

1.0 - (yy + zz);

Xz + Wy;

Xy + wz;

yZ - WX;

XZ - Wy;

1.0 - (xx + yy);

0.0;

0.0;

m[0] [1]
m[0] [3]

m[1][1]
m[1] [3]

m[2] [1]
m[2] [3]

m[3] [1]
m[3] [3]

Xy - WZ;

0.0;

1.0 - (xx + zz);

0.0;

yz + WX;

0.0;
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A.4 C(Cdbdigo para conversao de Angulos de Euler

Euler_to_Quat(float roll, float pitch, float yaw, Quat *quat)

{

float cr,cp,cy,sr,sp,sy,CpCy,Spsy;

Ccp =

cy =

Sr =

sp =

sy =

Cpcy

Spsy

quat-
quat-
quat-

quat-

para Quatérnio

cos(rollx0.5);
cos(pitch*0.5);

cos(yam*0.5) ;

sin(roll*0.5);
sin(pitch*0.5);

sin(yaw*0.5) ;

Cp*Cy;

SP*SY;

>W = Cr*CcpCy + Sr*spsy;
>X = SI*CpCy - Cr*spsy;
>y = Cr*sp*Cy + Sr*cp*sy;
>Z = CI*Cp*sy — SI*sp*y;



Cddigo para a Curva Slerp

A.5 Cddigo para a Curva Slerp

void slerp(Quat ql, Quat g2, float t, Quat *res) {
float tol[4];
double omega, cos, sen, sc0, scl;
cos = ql.xxq2.x + ql.yxq2.y + ql.zxq2.z + ql.wxq2.w;
if(cos < 0.0) {
cos = -cos;
to[0] = -q92.x;
to[1l] = -q2.y;
to[2] = -q92.z;

to[3] = -q2.w;

Yelseq
to[0] = q2.x;
to[1] = q2.y;
to[2] = q2.z;
tol[3] = q2.w;
}

if(1.0-cos >0.003) {

omega = acos(cos);

sen = sin(omega) ;
scO = sin((1.00 - t)*omega)/sen;
scl = sin(t*omega)/sen;

Yelseq{
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Cddigo para a Curva Slerp

scO0 = 1.00 - t;

scl = t;

}
res—>x = sc0*ql.x + scixto[0];
res->y = scOxql.y + scl¥to[1];
res->z = scOxql.z + scl*to[2];

res->w = scO*ql.w + sclxto[3];
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